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    Introducción1


    El pensamiento lógico-matemático reúne una serie de aspectos recurrentes que son identificables a lo largo de su historia. Desde los resultados incipientes de la aritmética pitagórica y de la geometría euclídea, hasta los desarrollos modernos de los correspondientes sistemas abstractos de la aritmética de Peano-Gödel y de la geometría de Hilbert, las ciencias deductivas exhiben una tradición de pensamiento sólidamente fundada en el valor epistémico de la prueba clásica. Esta progresión no ha estado exenta de crisis abruptas y convulsas derivadas de la tensión que origina el intento de expandir el conocimiento, como cuando un nuevo descubrimiento pone en entredicho lo que hasta entonces era considerado verdadero. Paradojas, tales como la derivada del descubrimiento de la inconmensurabilidad de la diagonal con el lado de un cuadrado en los tiempos pitagóricos, o las derivadas del descubrimiento de algunas contradicciones en la moderna teoría de conjuntos, dan cuenta también de esta situación.


    Comencemos indicando que el pensamiento lógico-matemático clásico se articula presuponiendo una cierta metafísica realista o del sentido común. Los hechos lógico-matemáticos constituyen una realidad objetiva que las ciencias lógico-matemáticas describen mediante sus proposiciones. Así, desde un punto de vista ontológico, toda proposición pertinente a un dominio de investigación lógico-matemático es verdadera o es falsa en virtud de cómo son los hechos. Este principio ontológico fundamental se denomina principio de tercio excluso. Por supuesto, desde un punto de vista epistemológico, no es cierto que toda proposición se sepa como verdadera o se sepa como falsa. En efecto, hay muchas ciencias no suficientemente desarrolladas todavía. Más aún, entre las ciencias más desarrolladas, no es cierto que tengamos respuestas para todas las preguntas susceptibles de ser coherentemente formuladas. De este modo, no hay un principio análogo de tercio excluso epistémico. Basta con recapacitar sobre nuestras capacidades finitas de conocimiento frente al número infinito de proposiciones lógico-matemáticas que hay. En la práctica, ni quiera es cierto que toda proposición lógico-matemática sea creída como verdadera o sea creída como falsa. Es obvio que hay proposiciones que no son objeto de nuestra consideración intelectual y sobre las cuales –a fortiori– no hemos desarrollado ningún tipo de creencia. Si consideramos argumentos compuestos por un conjunto de proposiciones en su rol de premisas y por una proposición en su rol de conclusión, y atendemos a las relaciones lógicas fundamentales entre proposiciones, tales como la implicación y la inconsistencia, o la independencia y consistencia, tenemos un principio de tercio excluso ontológico y un principio de no-tercio excluso epistémico análogos a los previos: Todo argumento es válido o inválido, pero no es el caso que todo argumento se sepa como válido o se sepa como inválido. El análisis de las relaciones lógicas fundamentales que sustentan nuestros métodos es el contenido del capítulo primero.


    Continuemos indicando que el pensamiento lógico-matemático clásico se articula también presuponiendo ciertas capacidades epistémicas de los seres humanos. Ciertamente la historia de las ciencias deductivas proporciona muestras sobradas de que existe conocimiento de la realidad lógico-matemática y de que este conocimiento es abundante aunque muy a menudo resulte muy difícil de obtener. La expresión ‘conocimiento’ del castellano es ambigua en el sentido de que se emplea con al menos dos sentidos asociados. Uno es el sentido fuerte de saber y el otro es el sentido más débil de creer. Podemos fijar aquí el uso estricto de la expresión ‘saber’ en su sentido incorregible o no revisable. Si una determinada proposición se sabe verdadera, entonces es verdadera. Por supuesto, ya debe quedar claro que la conversa no es cierta; es decir, no es el caso que si una determinada proposición es verdadera, entonces se sabe verdadera. Como queda expresado más arriba, el conocimiento en este sentido fuerte es difícil de obtener y frecuentemente requiere de esfuerzos intelectuales individuales y colectivos. También fijamos el uso de la expresión ‘creer’ en su sentido corregible o revisable. No es el caso que si una determinada proposición se cree verdadera entonces es verdadera. En efecto, las creencias son revisables como muy a menudo nuestra práctica tanto científica como ordinaria nos demuestra.


    De este modo, en su sentido fuerte de saber, el conocimiento es definitivo y no revisable. Ejemplos sencillos de proposiciones sabidas como verdaderas son el teorema de Pitágoras, el teorema de Tales, el teorema de Cantor, etc. Por contrapartida, en su sentido débil de creer, el conocimiento no es definitivo, sino más bien revisable. En el discurso de esta obra se emplea la palabra ‘conocimiento’ en su primer sentido fuerte de saber no revisable. La experiencia y la historia de las disciplinas deductivas proporcionan amplia base y multitud de ejemplos de conocimiento sólidamente establecido.


    El conocimiento de una determinada proposición de un dominio lógico-matemático se cimienta en métodos que los seres humanos han desarrollado en la práctica de la matemática. Este libro proporciona un análisis conceptual de dichos métodos que subyacen a la práctica exitosa de la matemática. Sin embargo, su autor también ha querido extender sus explicaciones no sólo al ámbito de la apodíctica estricta, sino también al ámbito de su heurística asociada. Es decir, es importante evitar una visión parcial del pensamiento lógico-matemático. Para ello, es imprescindible prestar atención tanto a los aspectos que tienen que ver con el descubrimiento de problemas interesantes como a los aspectos que tienen que ver con los métodos para resolver dichos problemas. Así, es importante distinguir entre el descubrimiento de una determinada proposición y el descubrimiento de que dicha proposición sea verdadera. Por ejemplo, podemos descubrir la proposición «Ningún número cuadrado es primo», donde un cuadrado es un número natural que resulta de multiplicar un número por sí mismo y donde un primo es un número natural que tiene exactamente dos divisores, sin descubrir que sea el caso que ningún número cuadrado es primo; es decir, sin descubrir si dicha proposición es verdadera o es falsa. La conversa no es cierta puesto que no podemos descubrir que sea el caso que ningún número cuadrado es primo sin descubrir la proposición «Ningún número cuadrado es primo».


    Una parte fundamental del pensamiento lógico-matemático consiste en descubrir en primer lugar proposiciones que no se saben verdaderas ni se saben falsas. Estas proposiciones que no se sabe que sean verdaderas ni se sabe que sean falsas se denominan hipótesis y son el objeto del capítulo segundo. Reiterando este punto, una cosa es descubrir una hipótesis y otra muy distinta es descubrir que dicha hipótesis es verdadera o que dicha hipótesis es falsa. En las ciencias lógico-matemáticas, para obtener conocimiento de que una hipótesis es verdadera es suficiente con probar dicha hipótesis desde otras proposiciones que se toman como premisas y que ya se saben verdaderas. Asimismo, para obtener conocimiento de que una hipótesis es falsa es suficiente con deducir a partir de la hipótesis una conclusión que se sabe falsa. Ello constituye respectivamente, la base del éxito de los métodos deductivo e hipotético-deductivo que se desarrollan en el capítulo tercero.


    Quizá la mejor razón que se puede aportar de que existe saber lógico-matemático sea justamente que, aunque los métodos deductivo e hipotético-deductivo son demostrativos o apodícticos, su aplicación por parte de seres inteligentes no siempre resulta exitosa. Es decir, las personas cometemos errores. El capítulo tercero también analiza algunos aspectos de la práctica metodológica donde podemos identificar ciertos errores más o menos recurrentes algunos, más o menos previsibles otros. Escenarios éstos donde la razón se extravía y se sale de lo que de ser omniscientes sería una trayectoria siempre exitosa. Se examinan así con mirada crítica los mecanismos subyacentes a algunas falacias de razonamiento y a algunas paradojas. Se trata de dos ámbitos fundamentales donde se hace patente las dificultades que tenemos para desarrollar ciencia deductiva como diferenciada de la mera conjetura u opinión. Explorando estos asuntos se detecta la presencia de la falibilidad humana y es aquí donde precisamente la actitud crítica del pensador o del filósofo lógico-matemático se centra, en primer lugar, en identificar la dificultad de que se trate, y, segundo lugar, en diagnosticar y así abrir la etapa de superación del error, para finalmente proponer su eventual corrección. Esto no es decir que todos los extravíos de la razón lógico-matemática sean identificables primero y solubles después. Pero esto tampoco es decir que no haya conocimiento lógico-matemático. Nuestras capacidades cognitivas y los métodos que articulan la epistemología lógico-matemática son suficientes para que podamos afirmar con pleno sentido que al menos con respecto a ciertos ámbitos deductivos sabemos y que construimos ciencia.


    Por supuesto, la práctica de la matemática, en particular la práctica de la prueba, precede históricamente al surgimiento de la lógica como ciencia, y la lógica como ciencia precede también a su vez a la ciencia matemática de la lógica. La lógica matemática contemporánea es el resultado de la reducción por un lado, y expansión por otro, de la lógica a los lenguajes y métodos de la matemática. Esta triple relación juntamente con el estudio de los resultados paradigmáticos de la lógica matemática contemporánea constituye el contenido del capítulo cuarto.


    La aplicación de los modernos métodos matemáticos de la lógica a los dominios de investigación de la matemática ha dado lugar a la moderna metodología deductiva, dos de cuyos ejemplos paradigmáticos son la aritmética de Peano-Gödel y la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Al hilo de la ejemplificación de los métodos aprendidos que se exhibe en la presentación de estas dos teorías elementales, el capítulo cuarto analiza dos de los resultados limitativos del ideal de mecanización del pensamiento lógico-matemático: el teorema de Gödel de la incompletud deductiva de la aritmética y de sistemas análogos como la teoría de conjuntos, y el teorema de Tarski de la indefinibilidad de la verdad. Esto parece señalar que siempre hay un papel para el pensamiento lógico-matemático en su doble capacidad intuitiva y demostrativa.


    Finalmente, el capítulo sexto presenta una serie de prácticas donde emplear lo aprendido. Desde un punto de vista epistémico, quizá el problema fundamental del pensamiento lógico-matemático consiste en determinar que métodos y procedimientos son fiables y seguros en la determinación de la validez o invalidez de cierto argumento dado. Considerando fragmentos de teorías elementales, se trata de que el lector pueda desarrollar mediante heurística sus propias hipótesis acerca de las relaciones de implicación o de independencia lógica entre las premisas y la conclusión de ciertos argumentos, y de que demuestre o revise sus hipótesis empleando los métodos aprendidos. Las siguientes páginas articulan y ejemplifican estas ideas centrales que vertebran el pensamiento lógico-matemático en su tradición clásica.
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    I. El marco metalingüístico de la lógica de las ciencias deductivas


    Lenguaje objeto y metalenguaje


    La expresión ‘lenguaje objeto’ y la expresión ‘metalenguaje’ son correlativas e indican la presencia del mutuo rol que desempeñan. Si consideramos el tratamiento de la aritmética, el lenguaje aritmético constituye el lenguaje objeto. En este lenguaje objeto encontramos típicamente expresiones tales como ‘número’, ‘cero’, ‘sucesor’, ‘par’, ‘impar’, ‘producto’, etc. Estos términos hacen referencia al dominio de investigación de la aritmética, es decir, a los números y a sus propiedades y relaciones numéricas. Además de estas expresiones que son las constantes aritméticas no lógicas, el lenguaje objeto también contiene expresiones puramente formales que son las constantes lógicas que nuestro lenguaje objeto de la aritmética comparte con otros tantos lenguajes objeto, tales como el lenguaje de la química, el lenguaje de la antropología, el lenguaje de la geometría, etc. Típicamente, estas constantes lógicas son ‘Todo’, ‘Algún’, ‘no’, ‘es’, ‘o’, ‘si…entonces’, ‘y’, ‘si, y sólo si’, etc. Es fácil comprobar que las constantes lógicas son tópico-neutrales o independientes del dominio de investigación que se considere, mientras que las constantes no-lógicas son específicas o dependientes del dominio de investigación que se considere.


    Cuando hablamos acerca del lenguaje objeto de la aritmética, empleamos otro lenguaje con un vocabulario más amplio que incluye expresiones tales como ‘proposición’, ‘implicación’, ‘inconsistencia’, ‘verdadero’, ‘falsa’, etc. Este lenguaje que usamos para hablar del lenguaje objeto es el metalenguaje. Lo importante es que en general el metalenguaje es más rico que el lenguaje objeto en el sentido de que refiere no sólo al lenguaje objeto, sino también al objeto de investigación al cual nos referimos mediante el lenguaje objeto. De este modo, en el metalenguaje se puede describir de modo coherente el modo en el que el lenguaje objeto se relaciona con su objeto o dominio de investigación. Por ejemplo, las siguientes tres oraciones son todas del lenguaje objeto:


    - 1 El tres es impar


    - 2 El cero es el par más pequeño


    - 3 El uno sucede al cero


    Por otra parte, las tres oraciones siguientes son todas del metalenguaje:


    - 1 ‘El cero’ denota al cero


    - 2 ‘El cero es el uno’ es una oración falsa del lenguaje objeto


    - 3 La proposición ‘El dos es primo y par’ implica la proposición ‘El dos es par’


    La distinción entre lenguaje objeto y metalenguaje se puede establecer de modo rígido empleando a veces notación simbólica distinta para cada lenguaje. En este texto emplearemos las comillas simples para indicar que nos referimos a las palabras o expresiones y no a las cosas a las que refieren las palabras. También se emplean las comillas dobles para indicar que nos referimos al significado de una palabra o al concepto que expresa dicha palabra. De este modo, la palabra ‘ensalada’ expresa el concepto «ensalada» y refiere a la ensalada. Podemos escribir la palabra ‘ensalada’, pero no el concepto «ensalada» ni la ensalada del almuerzo. Por extensión emplearemos comillas simples para hablar de oraciones declarativas, comillas dobles para hablar de las proposiciones expresadas por dichas oraciones declarativas, y emplearemos las oraciones sin entrecomillado para hablar de las cosas o los estados de cosas. Confundir una palabra con aquello a lo que refiere la palabra es el error de uso-mención. Las personas usamos las palabras para mencionar las cosas. Por ejemplo, ‘El siete es castellano’ no expresa proposición alguna, sino que es una incoherencia que resulta del error uso-mención; mientras que “‘El siete’ es castellano” expresa una proposición que es verdadera. En la oración ‘El siete es primo’, la expresión ‘El siete’ se usa para mencionar al número siete, mientras que en la oración “‘El siete’ es una expresión que tiene siete letras”, la expresión ‘El siete’ es parte de una expresión más compleja que se usa para mencionar a la misma expresión ‘El siete’. El error uso-mención, o la confusión entre lenguaje objeto y metalenguaje está en la base de la famosa paradoja del mentiroso y otras similares, al menos según el diagnóstico ortodoxo de Tarski, sobre el cual volveremos más adelante.


    Proposiciones


    En la tradición de la matemática clásica y atendiendo a su lógica subyacente típicamente bivalente, se presupone que las proposiciones, y no las concatenaciones de marcas sintácticas que usamos para expresarlas, son las entidades de las que se dice coherentemente que son verdaderas o que son falsas. Inicialmente, decimos que las proposiciones se componen de conceptos. Una proposición es lo expresado por una oración declarativa. Una oración se compone de un conjunto de expresiones que se componen a su vez de símbolos. Todos los ejemplos que se proporcionan en este libro presuponen el marco conceptual de la matemática clásica y su lógica bivalente asociada. Es decir, todas las proposiciones, las cuales son verdaderas o son falsas, se expresan en un lenguaje natural como el castellano o, siempre que sea útil, en un lenguaje semi-formal o formal. Por supuesto, las proposiciones son atingentes a cierto tema, asunto o dominio de investigación que se hará explícito, tal como puede ser el dominio de los números naturales, el dominio de los segmentos, el dominio de las figuras planas o el dominio de los conjuntos, todos ellos asuntos típicos del pensamiento lógico-matemático.


    La relación de consecuencia lógica entre las proposiciones


    La relación de consecuencia lógica subyace a nuestras prácticas deductivas razonadoras. No todas las concepciones sobre dicha relación son iguales. En esta sección, y siguiendo siempre el punto de vista metodológico que emana de la practica de la matemática en su concepción clásica, decimos que para que una proposición sea consecuencia lógica de otra es necesario y suficiente que la información que contiene la primera esté toda contenida en la información de la segunda. De modo converso y equivalente, decimos que para que una proposición implique lógicamente otra es necesario y suficiente que la primera contenga toda la información contenida en la segunda. Por ejemplo, «El dos es un número primo y par» contiene la información de «El dos es par», de «El dos es primo», de «Algún número es primo y par», etc., las cuales son proposiciones que están entre sus consecuencias lógicas. Una proposición dada contiene toda la información de cualquier proposición implícita o explícita en la proposición dada. Similarmente, «Toda proposición se implica lógicamente a sí misma» contiene la información de «Toda proposición verdadera se implica lógicamente a si misma» y de «Toda proposición falsa se implica lógicamente a sí misma». Análogamente, «Todo número natural se divide a sí mismo» contiene la información de «Todo número natural par se divide a sí mismo» y de «Todo número natural impar se divide a sí mismo». También tenemos que «El dos no es impar» implica lógicamente «El dos no es par e impar». El lector atento debe percatarse de que contener más información no va generalmente ligado a tener más conceptos en la proposición que se considere. Muy frecuentemente una proposición con más conceptos que otra proposición es, sin embargo, consecuencia lógica de ésta, o de modo equivalente, frecuentemente una proposición con menos conceptos que otra proposición implica lógicamente a la segunda.


    La presente concepción informacional de la consecuencia lógica involucra tanto elementos contentuales como elementos formales. Los elementos contentuales hacen referencia a los conceptos concretos de las proposiciones específicas que se considere. Esta presencia robusta de las proposiciones es también compatible con los aspectos formales que éstas exhiben y que son generalizables a otras. Así pues, desde el presente punto de vista informacional, si una proposición es consecuencia lógica de otra, dicha relación se mantiene en toda situación formalmente similar. También si una proposición es consecuencia lógica de otra, dicha relación se mantiene en toda situación contentualmente similar. Podemos generalizar lo dicho de la relación de consecuencia lógica para el caso de argumentos compuestos por un conjunto de premisas P y conclusión c. Así decimos que c es una consecuencia lógica de P si y sólo si el argumento P,c correspondiente es lógicamente válido. Lo dicho se plasma con el principio de forma y el principio de contenido siguientes:


    Principio de forma: Dos argumentos en la misma forma lógica son ambos válidos o ambos inválidos.


    Principio de contenido: Dos argumentos cuyos conjuntos de premisas contengan la misma información y cuyas conclusiones contengan la misma información son ambos válidos o ambos inválidos.


    Irrelevancia de los valores de verdad con respecto a la consecuencia lógica


    Es fundamental en este punto distinguir la relación de implicación lógica de la cuestión de la verdad o falsedad de las proposiciones involucradas. Que una proposición sea consecuencia lógica de otra depende de que la información de la primera esté toda contenida en la información de la segunda. Pero es irrelevante si la información es «buena» o «mala», es decir, si las proposiciones que contienen información son verdaderas o son falsas. Éste es el principio de irrelevancia de la verdad y la falsedad de las proposiciones con respecto a la consecuencia lógica entre las mismas. La ausencia de consecuencia lógica tiene un caso obvio: ninguna proposición falsa es consecuencia lógica de una proposición verdadera. Esto es evidente puesto que si la primera proposición es falsa en virtud de su contenido informativo y de su asunto y la segunda es verdadera en virtud de su contenido informativo y de su asunto, es imposible que la información de la proposición falsa esté contenida en la información de la proposición verdadera. Por supuesto, Una proposición verdadera sólo tiene consecuencias verdaderas y una proposición falsa implica tanto proposiciones verdaderas como proposiciones falsas como se ejemplifica a continuación. Considérense las siguientes proposiciones de identidad. Recordemos al lector que las siguientes proposiciones referidas a Venus, a La estrella de la mañana, y a La estrella de la tarde son todas verdaderas y sabidas como verdaderas: «Venus es La estrella de la mañana», «La estrella de la mañana es La estrella de la tarde», y «Venus es La estrella de la tarde». Ahora bien, «La estrella de la tarde es la estrella de la mañana» implica lógicamente «La estrella de la mañana es la estrella de la tarde», puesto que la información de la segunda está contenida en la primera (de hecho, ambas proposiciones tienen la misma información), pero «La estrella de la tarde es la estrella de la mañana» no implica «La estrella de la mañana es Venus», ya que la primera proposición no contiene la información que está contenida en la segunda. Nótese que en ambos ejemplos las proposiciones son todas verdaderas. Asimismo ocurre que la proposición «La estrella de la mañana es la luna y la luna es la estrella de la tarde» implica «La estrella de la mañana es la estrella de la tarde», pero «la estrella de la mañana es la luna» no implica «la estrella de la mañana es Venus». Nótese que en ambos ejemplos las primeras proposiciones son falsas y que las segundas son verdaderas. También es el caso que «La estrella de la mañana es la luna» implica «La luna es la estrella de la mañana», y «La estrella de la mañana es la luna» no implica «El sol es la luna». Nótese que en ambos ejemplos la premisa es falsa y las dos conclusiones también.
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