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			Preámbulo

			Al pasar por debajo de un puente, el arquitecto se pregunta por qué se eligió esa forma en concreto, el ingeniero intenta saber con qué materiales se construyó, el músico estudia la acústica para determinar qué clase de conciertos organizar en ese lugar, el fotógrafo busca los ángulos más interesantes, el pintor calcula el momento del día en que la luz será más favorable, el historiador reflexiona sobre el papel del puente en el momento de su construcción, el crítico de arte se pregunta sobre el estilo de los motivos decorativos....

			El matemático, por su parte, piensa en la dificultad de describir con precisión el flujo del agua, se pregunta qué curva matemática se eligió para la forma del arco, observa los motivos decorativos y encuentra en ellos simetrías banales u originales….

			Este libro te invita a ponerte las gafas de matemático para observar el mundo que nos rodea. Si piensas que las matemáticas se limitan a cálculos y figuras geométricas, a la regla y el compás, puede que te sorprendas: a las matemáticas les interesa todo. De hecho es difícil encontrar una definición mejor que la de William Thurston, matemático estadounidense galardonado con la Medalla Fields, una de las máximas distinciones en esta disciplina: «Las matemáticas son lo que hacen los matemáticos; los matemáticos investigan en matemáticas». 

			En resumen, cuando un matemático se ocupa de un objeto, lo convierte en un objeto matemático. Así que estás advertido: una vez que se sufre esa deformación profesional, se ven matemáticas por todas partes. ¡Nunca verás ya el mundo de la misma manera!

		

	
		
			1. En la cocina, ¡ojo a la forma!

			La cocina está llena de objetos con todas las formas; también con utensilios y productos de todo tipo capaces de inspirar a cualquier matemático, aunque esté medio dormido... No obstante, dicho sea de paso, tampoco se quedará así mucho tiempo, porque una de las bebidas preferidas de estas extrañas bestezuelas es el café. Como dijo Paul Erdös (1913-1996): «Un matemático es una máquina que convierte café en teoremas».
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			Baldosas, azulejos y teselaciones

			Entra en la cocina; seguramente habrá baldosas o azulejos en el suelo, en la encimera, en la pared..., y si echas un vistazo al cuarto de baño seguramente encontrarás más. Lo único que se pide a un enlosado es que cubra la superficie sin dejar ningún hueco, es decir, que sea lo que en matemáticas se llama una «teselación». En la mayoría de los casos se utilizan para ello múltiples ejemplares de una o dos formas solamente: cuadrados, todos ellos idénticos, o las tomettes, esas losetas hexagonales de terracota, a menudo de color rojo, tan características de la Provenza francesa.

			También se ven con frecuencia enlosados hechos con una combinación de octógonos y cuadrados:
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			Algunos ejemplos de teselaciones

			Si nos fijamos en el modelo n° 3, cabría considerarlo a primera vista como una teselación formada por cuadrados, con los vértices «truncados» e intercalando cuadrados más pequeños colocados de pico. 
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			Superposición de la teselación formada por cuadrados y la formada por cuadrados y octógonos… ¡El parecido es chocante!

			Por otro lado, la teselación n° 2 de hexágonos en forma de panal no se parece en nada a las otras dos… Pero ¿y si, pese a su diversidad, estos objetos tuvieran algo en común? El científico reacciona de inmediato: hay que encontrar la manera de ordenar (inteligentemente) estas teselaciones. El objetivo es muy claro: hacer una catalogación para poder decir rápidamente por qué esta teselación y aquella se parecen más entre sí que otras, y clasificar inmediatamente cualquier nueva teselación en una familia concreta. ¡Y ejemplos no faltan! Miremos a nuestro alrededor: en la calle, en museos, en libros de arte, en edificios antiguos o modernos, en las tapicerías… hay teselaciones por todas partes.
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				PARA HACER EN CASA

				Haz tus propias teselaciones

				Lánzate a fabricar teselaciones mucho más bonitas, variadas y coloridas que las que hay en la cocina. Una posibilidad es deformar cualquier teselación «clásica» sustituyendo, por ejemplo, un borde recto por otro ondulado:
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				Cuadrados o triángulos deformados, pero con los que también se puede teselar.

				Existe también la «técnica del sobre»:

				1.Toma dos hojas de papel rectangulares iguales y pégalas juntas con papel celo por los cuatro lados (o utiliza un sobre cerrado, que es de donde viene el nombre de la técnica).

				2.Elige un punto cualquiera en una de las dos caras. Conecta ese punto con cada vértice del rectángulo dibujando cuatro líneas (que pueden pasar en cualquier momento de una cara a la otra). La única precaución que hay que tomar es que las líneas no se crucen.
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				Cuatro líneas unen el punto con los cuatro vértices del sobre, pasando eventualmente a la cara de atrás (anverso a la izquierda, reverso a la derecha).

				3.Recorta a lo largo de las líneas (pero cortando solo una de las caras) y despliega el resultado. Reproduciendo múltiples veces la forma obtenida puedes hacer con ellas una teselación. Nada te impide tratar de averiguar por qué la técnica funciona invariablemente todas las veces.
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				Forma obtenida al desplegar el «sobre». 
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				Teselación obtenida con la forma del ejemplo.

				Esta técnica funciona también utilizando un «sobre» en forma de medio cuadrado (cortado a lo largo de la diagonal), en forma de triángulo equilátero o incluso en forma de medio triángulo equilátero (cortado a lo largo de una altura).

			

			Clasifiquemos las teselaciones

			Existen infinidad de teselaciones diferentes. Para clasificarlas los matemáticos han propuesto examinar sus «simetrías». ¿Qué significa eso? Vayamos por pasos. 

			Para un matemático (y para los científicos en general) una simetría no es únicamente aquella que tiene un eje de simetría, o el hecho de que un objeto sea idéntico a su reflejo en el espejo. En efecto, un objeto posee una simetría desde el momento en que tiene alguna clase de regularidad. Y a la inversa: una anomalía es una «ruptura de la simetría». El cuadrado, por ejemplo, es simétrico porque posee ejes de simetría:
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			pero también porque posee lo que se llama un «centro de simetría de orden 4»:
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			Si lo giramos un cuarto de vuelta alrededor del centro, no veremos ninguna diferencia respecto a la posición de partida (aquí solo se ve la diferencia porque uno de los lados es de distinto color). Dicho con otras palabras, al término de una vuelta completa el cuadrado se encontrará cuatro veces en la misma posición. El hexágono regular tiene un centro de simetría de orden 6, porque son sextos de vuelta los que lo dejan inalterado; y el octógono regular posee un centro de simetría de orden 8. 

			¿Qué relación tiene todo esto con las teselaciones? Pues que estas simetrías son ideales para clasificarlas. Observémoslas en busca de todas las simetrías posibles, imaginando que las teselas se extienden hasta el infinito en todas las direcciones. Comparemos, por ejemplo, la teselación formada por cuadrados con la formada por una mezcla de octógonos y cuadrados. 

			En el primer caso, el centro de cada cuadrado es un centro de simetría de orden 4…, igual que el centro de cada octógono regular.
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			Si se gira una teselación de cuadrados un cuarto de vuelta alrededor del centro de uno de los cuadrados, es como si no hubiese girado (el cuadrado violeta solo está ahí para poder observar el movimiento). Lo mismo ocurre con la teselación de octógonos.

			Los vértices de cada cuadrado son centros de simetría de orden 4, igual que el centro de cada cuadrado de una teselación formada por octógonos y cuadrados.
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			Análogamente, si se gira una teselación de cuadrados un cuarto de vuelta alrededor de uno de los vértices de un cuadrado, o si se gira una teselación de octógonos y cuadrados alrededor del centro de uno de los cuadrados, es como si no hubiesen girado.

			El punto medio de cada lado de un cuadrado es un centro de simetría de orden 2, lo mismo que el punto medio de los lados del octógono no compartidos con un cuadrado. 
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			Si buscamos los ejes de simetría, encontraremos exactamente los mismos en las dos teselaciones. En resumen, las dos poseen exactamente las mismas simetrías, y por tanto puede considerarse que son más o menos «la misma» teselación. 

			La teselación formada por hexágonos tiene en cambio simetrías muy diferentes: por ejemplo, no tiene ningún centro de rotación de orden 4, y por tanto no pertenece a la misma «familia».

			Gracias a estos criterios es posible establecer una clasificación eficaz. Cualquier teselación lo suficientemente «buena» (y todos los enlosados pertenecen a esa categoría, aparte de los realizados de cualquier manera con fragmentos rotos) forma parte de una de las 17 familias existentes. Porque existen 17, ni una más ni una menos, como se sabe desde 1891 gracias al matemático y cristalógrafo Evgraf Fedorov (1853-1919).
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				La Alhambra de Granada es un bellísimo y famoso conjunto de palacios cuya parte más importante fue construida por los árabes en los siglos XIII y XIV.

				Los adornos que tiene son sobre todo mosaicos, figuras geométricas y tracerías cuidadosamente representadas. Hay abundante material en ella para tener ocupados a los matemáticos durante jornadas enteras. Y algunos no se han privado de hacerlo: han confeccionado una lista de todas las teselaciones existentes en ese palacio, elaboradas mucho antes de que los matemáticos metieran la nariz en estas historias… Y ¡sorpresa!: (casi) todas y cada una de las 17 familias de teselaciones están representadas en la Alhambra. Lo cual significa que los artistas de la época, tratando simplemente de crear cosas bellas, nuevas y diferentes de las del vecino, encontraron todos los tipos de teselaciones que teóricamente son posibles.
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				Diferentes teselaciones de la Alhambra. Algunas tienen un aire familiar

			

			Con las cosas de comer ¿no se juega?

			A los matemáticos les interesan las formas, todas las formas: regulares, enrevesadas, parecidas a otras o muy diferentes; una vez más se trata de clasificar, ordenar y describir objetos de la mejor manera posible. 

			Matemáticas nacidas de las coles

			¿Has visto alguna vez esa magnífica col que se llama romanesco? Como ocurre con las coliflores o con los helechos, lo que salta a la vista es su aspecto enormemente serrado e irregular; para ser más precisos, un trocito pequeño de romanesco se parece al objeto entero como dos gotas de agua. Estos objetos sumamente irregulares (pensemos, para comparar, en el aspecto liso de un tomate) se dan con mucha frecuencia en la naturaleza y llevan invariablemente a los matemáticos a pensar en los «fractales», los objetos matemáticos a los que más se aproximan.
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			¿Sabrías distinguir el verdadero helecho del fractal matemático?

			La diferencia entre los fractales matemáticos y los objetos cotidianos que nos recuerdan a ellos es que en matemáticas se considera que un trocito de fractal es realmente igual de irregular que el objeto entero. Dicho de otra manera, podemos coger un trozo de un trozo de un trozo de fractal y seguiremos teniendo un objeto igual de complicado y, por qué no, con la misma forma que el objeto de partida; sin embargo, si cortamos y cortamos un verdadero romanesco, acabaremos rápidamente sin otra cosa que un montón de migajas informes.
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			Uno de los fractales más «simples» y más antiguos… ¡Qué lejos de las suaves colinas!

			La aparición de los primeros fractales sembró un terrible desconcierto entre los matemáticos, porque hasta entonces se pensaba que todos los objetos geométricos eran más o menos «lisos». Para comprender lo que esto significa tomemos una naranja y pelemos un trocito de piel. Una vez separado de la naranja, resulta difícil (por no decir imposible) ver que el trocito de piel no es plano. Y al contrario, si se quita un trozo grande de piel se observará inmediatamente que no es plano y será imposible aplanarlo sin romperlo. De manera análoga, durante nuestra vida cotidiana la Tierra a nuestro alrededor nos parece plana (haciendo abstracción de los relieves) y no redonda, porque el trozo que vemos es muy pequeño. En resumen, aparte de los puntos caracterizados por la presencia de «ángulos», «puntas» o cosas picudas, como por ejemplo las esquinas de un libro o las puntas de unas tijeras, se consideraba que las formas –y en particular las formas matemáticas– eran «razonables» y se parecían más bien a curvas o superficies suaves como las colinas. Pero a finales del siglo XIX aparecieron los primeros fractales (todavía no se llamaban así): eran especies de montañas erizadas de picos y grietas que no son lisas en ningún punto.
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				El gran matemático Charles Hermite (1822-1901), cuando le presentaron los primeros fractales (aún no llamados así), sufrió tal conmoción que escribió: «Me aparto con espanto y horror de esta lamentable plaga».

			

			Pero poco a poco los fractales fueron entrando en el bestiario oficial de los matemáticos; y justificadamente, porque enseguida se vio que eran muy eficaces para describir, no ya las coliflores, sino también las cotizaciones de bolsa, los pulmones, las costas de Bretaña… Es decir, todo aquello con un perfil muy «recortado», replegado y retorcido, cosas que, bien pensado, abundan a nuestro alrededor. Más tarde, con la llegada de ordenadores cada vez más potentes, fue posible visualizar cada vez mejor los fractales. Y estos objetos, que hasta entonces se habían considerado como algo «monstruoso», se convirtieron en estrellas que mostraron a todos la belleza de las matemáticas.

			Entre dos dimensiones

			¿Qué ocurre si se agranda un objeto multiplicando cada una de sus dimensiones por 3? Basta pensar en un cubo para darse cuenta de que las superficies se multiplican por 9 (= 32) y los volúmenes por 27 (= 33).
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			Un cubo agrandado: las dimensiones lineales se han multiplicado por 3, las superficies por 9 (cada cara tiene, en efecto, 9 cuadrados) y el volumen por 27 (en el cubo grande hay 27 cubos pequeños).

			Si multiplicamos las longitudes por 2, la superficies se multiplicarán por 4 (= 22) y los volúmenes por 8 (= 23). Y así sucesivamente, sea cual sea el factor de aumento o de reducción e independientemente del volumen: si se multiplican todas las longitudes por un factor k, las áreas se multiplicarán por k2 y el volumen por k3.

			Observemos ahora lo que ocurre con un trozo de «copo de nieve de Koch», uno de los fractales más conocidos.

			Para fabricarlo, empezamos con un segmento y lo dividimos en tres partes iguales. Retiramos el trozo central y lo sustituimos por dos trazos de la misma longitud colocados en forma de montaña. Luego repetimos una y otra vez la operación con cada uno de los cuatro segmentos, hasta el infinito. Lo que se obtiene es una curva muy enrevesada que recuerda un poco a un copo de nieve.
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			Si cogemos el primer trozo (en gris) y nos lo imaginamos tres veces más grande, obtendremos con exactitud el objeto entero:
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			Copo de nieve de Koch.

			El resultado es por tanto el aumento de uno de sus trozos por un factor 3. Si se tratase de una longitud, el trocito debería aparecer tres veces, pero resulta que aquí aparece ¡cuatro veces! Aunque tampoco lo suficiente para que el objeto sea de dimensión 2, porque en ese caso el trocito tendría que reaparecer 9 veces… La única conclusión posible es que este objeto, como la mayoría de los fractales, no es de dimensión 1 ni de dimensión 2, sino de una dimensión intermedia: ya no es simplemente una línea, pero tampoco llega a ser una superficie.
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				LOS GRANDES DESCUBRIMIENTOS

				Una definición no muy clara…

				El primero en utilizar la palabra «fractal» fue Benoît Mandelbrot, en un libro publicado en 1974. Fue entonces cuando el público en general empezó a oír hablar de ellos, y también cuando los matemáticos comenzaron a pelearse por la definición exacta de «fractal».

				Para algunos, un fractal es un objeto «autosimilar»: tiene el mismo aspecto de cerca que de lejos. Es el caso de la col. Para otros, un fractal es un objeto que sigue siendo «complicado» cuando se hace zoom sobre él; nunca será «liso», pero su forma a diferentes escalas no es necesariamente la misma. Es un poco lo que ocurre por ejemplo con la costa bretona: al acercarnos aparecen constantemente nuevas calas, nuevos cabos, pero nunca un mapa que tenga exactamente la forma de toda Bretaña. Finalmente, hay otros para quienes los fractales son objetos que se encuentran «entre dos dimensiones», es decir, cuya dimensión no es un número entero: es lo que ocurre con el copo de nieve de Koch, una línea que a fuerza de girar en todos los sentidos podría casi llenar una superficie; o también lo que sucede con una hoja de papel arrugado, que se parece más a un volumen que a una superficie.

			

			¿Y las frutas y las legumbres lisas?

			No te preocupes, los matemáticos pueden también encontrarles algún interés… por ejemplo, cortándolas. Cojamos un tomate. Lo cortemos como lo cortemos, el corte tendrá siempre forma circular (más o menos). ¿Y has observado la forma tan bonita que se obtiene cuando cortamos un pepino o una zanahoria al sesgo? El resultado es una elipse, otra estrella de las mates, y desde mucho antes que los fractales. Elipses las hay en todas partes: basta con mirar por ejemplo un círculo, no de frente, sino de través, como se ven muchas veces los boles, tazas y platos que hay en la cocina. Y si miramos una elipse desde el ángulo adecuado podrás ver un círculo. Si observamos un pepino en la dirección de su eje veremos siempre un círculo: resulta imposible saber si está cortado al sesgo o recto. Esta célebre elipse se obtiene también al cortar un cono, e igualmente será la forma que veamos al iluminar el suelo con una linterna, porque es como si mirásemos el cono de luz en sentido oblicuo. Variando la posición de la linterna, llegará un momento en que la elipse «se abra» y los extremos se vayan al infinito. En ese caso la curva será o una parábola o una rama de hipérbola.
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				PARA HACER EN CASA

				Dibujar una elipse

				Nada más fácil que dibujar una elipse: coge dos chinchetas, un cartón, una cuerda y un lápiz. Clava las chinchetas en el cartón, no demasiado cerca del borde. Rodea las dos chinchetas con la cuerda y, dejando cuerda de sobra, anuda los extremos; tensa la cuerda con el lápiz y da una vuelta completa alrededor de las chinchetas manteniendo siempre la cuerda bien tensa… ¡Ya tienes una magnífica elipse!
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				Una pequeña observación: la elipse está compuesta por puntos para los cuales la suma de las distancias a cada chincheta es siempre la misma. Y si las dos chinchetas están en el mismo punto obtenemos una forma bien conocida: la circunferencia.

			

			¿Qué eres: un bol, una taza o una olla?

			El desayuno coloca al matemático ante un dilema: ¿qué tomar, una taza o un bol? La diferencia entre estos dos objetos es esencial. Un bol no tiene agujero; es como un balón desinflado. En cambio una taza con asa se parece a un flotador desinflado, no a un balón (porque si no, ¿cómo crear el «agujero» del asa?). Y una olla con dos asas es otro objeto diferente, obtenido a partir de un «flotador para dos» deshinchado. Por su parte, los pretzels o bretzels, esos bollos o galletas salados originarios de los países de Europa oriental, son buenos representantes de otra categoría de objetos: los que tienen tres agujeros.
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			Cero agujeros, un agujero, dos agujeros, tres agujeros… Y en vuestra casa, ¿cuántos agujeros tienen los objetos?

			Esta manera tan particular de considerar los objetos según su número de agujeros es propia de un dominio de las matemáticas que surgió hace aproximadamente un siglo: la topología. En este caso, igual que en otros, clasificar los objetos de esta manera permite, entre otras cosas, encontrar puntos comunes a los objetos de una misma familia. 

			Así es como proceden siempre los matemáticos. Por ejemplo, los triángulos, agrupados todos juntos por tener tres lados, son de formas muy variadas; pero todos ellos comparten determinadas propiedades, como por ejemplo que la suma de sus ángulos es siempre igual a 180o. De la misma manera, todas las superficies con el mismo número de agujeros poseen determinadas propiedades que siempre se cumplen. 

			El ejemplo más conocido es sin duda el problema con el que nos encontramos al ir a colorear un mapa. La cuestión estriba en determinar el número de colores que se necesitan para colorear correctamente todos los mapas posibles e imaginables. Por «correctamente» se entiende que dos regiones que comparten un trozo de frontera no han de tener el mismo color. 

			La solución depende del número de agujeros del planeta en el que se basa el mapa. Sobre una superficie sin ningún agujero –un globo o un bol, por ejemplo–, siempre será posible hacerlo con cuatro colores, sea cual sea el mapa. (Esto mismo vale para un mapa plano, porque no tiene ningún agujero). En cambio, sobre un flotador es necesario utilizar siete colores para que no nos quedemos nunca en la estacada.
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			Este mapa se puede colorear con solo cuatro colores

			[image: 80428.jpg]

			Sobre un planeta en forma de flotador harían falta siete colores para no tener nunca problemas (una vez formado el flotador, cada una de las siete zonas coloreadas toca a las otras seis).
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				LOS GRANDES DESCUBRIMIENTOS

				La conjetura de Poincaré: cien años de espera…

				Tras una espera de casi cien años, el ruso Grigori Perelman demostró en 2003 un resultado esencial en topología: la conjetura de Poincaré (una conjetura es un resultado que se piensa que es cierto, pero sin estar absolutamente seguros de ello). 

				Cojamos una superficie, todo lo irregular que se quiera. Si queremos saber si tiene o no un agujero, hay al menos dos maneras de averiguarlo:

				1.Soplar dentro e inflar la superficie para ver si al final se parece a una esfera o a un flotador. (Sí, matemáticamente se puede «soplar» dentro de una superficie, aunque a veces sea complicado.)

				2.Comprobar si es o no posible colocar un hilo cerrado por un nudo alrededor del objeto de manera que sea imposible retirarlo sin deshacer el nudo. En el caso del flotador sí que es posible (basta con que el hilo pase por el agujero), pero en el caso del globo, aun deformado, no lo es.
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				La gran cuestión es si estas dos pruebas clasifican todas las superficies imaginables en las mismas familias. Aunque el resultado pueda parecer evidente, no lo es en absoluto cuando se consideran objetos tan enrevesados como son los fractales. Y lo que es peor, la conjetura que formuló Henri Poincaré en 1904 se refiere también a los objetos de dimensión superior a 3. Grigori Perelman, basándose en numerosos trabajos en torno a este problema, terminó por concluir de manera general que, si se excluyen «monstruos» como los fractales, las dos pruebas dan el mismo resultado.
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