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				limiar

				A verdade non hai que anunciala, hai que inquirila.

				Frei Martiño Sarmiento1

				Nada hai máis importante que os camiños de invención. Na miña opinión, son aínda máis importantes que as propias invencións.

				Leibniz2

				Este libro trata os contidos matemáticos propios do bacharelato, intentando poñer de manifesto reflexións, habitualmente implícitas, acerca do sentido dos conceptos, das propiedades e das fórmulas que utilizamos: cales son os seus fundamentos, o porqué da súa pertinencia, que rol desempeñan na ciencia e na cultura, que proce-sos conduciron á súa creación e como evolucionaron.

				Non pretendemos, pois, conformar un libro de texto alternativo, senón ofrecerche un material complementario, de consulta, que poida resultarche útil para resol-ver dúbidas, establecer relacións, fixar ideas, mellorar a comprensión e recordar durante máis tempo.

				NOTAS PARA UNHA UTILIZACIÓN CONVENIENTE:

				Aínda que na organización dos contidos matemáticos que se decidiu para este libro subxace unha secuencia estándar (Aritmética, Álxebra, Análise, Xeome-tría e Estatística), non se presentan estes en compartimentos estancos, de maneira que un mesmo tema podemos encontralo en capítulos diferentes.

				O índice alfabético permite acceder directamente ao concepto ou á propieda-de en que esteamos interesados nun momento determinado.

				Complétase con diversos anexos, que veñen indicados polo símbolo (*), nos que se achegan coñecementos complementarios que poidan resultar de inte-rese.

				
					1	Aínda que nas relixións as verdades son transmitidas por revelación, o monxe bieito Sarmiento (des-tacado científico, humanista e filólogo do século XVIII, defensor do uso do galego na escola e na igrexa) suxírenos que o enfoque dos procesos de aprendizaxe debe seguir o curso da indagación. É patrón da Facultade de Ciencias da Educación da USC.

					2	Filósofo e matemático alemán, séculos XVII-XVIII. Desenvolveu a teoría das «mónadas» (elementos simples constitutivos de todas as cousas), artellou un sistema de numeración binario no que se basea a linguaxe actual dos ordenadores e foi un dos creadores do Cálculo Diferencial e Integral.

				

			

		

	
		
			
			

		

	
		
			
				Hai xa moito tempo, alá polo século V a.C., un fabuloso atleta, invicto nas máis de mil carreiras que tiña disputado, logo de gañar os grandiosos xogos que se celebraban en honor a Apolo, sería proclamado rei da velocidade e alcumado como pés lixeiros, facendo así xustiza aos seus indiscutibles e inigualables dotes de corredor.

				Afeccionados habíaos de todas as cores, pero poucos, moi poucos espe-rarían encontrarse ese día cunha vella tartaru-ga que, impasible, ollaba en fite o campión. Unha suor fría percorreu a súa fronte. Trocou o arden-te sorriso por un xesto ancestral de rabia que foi captado con estupor por todos os presentes.

				—Que queres?–dixo á fin o atleta cun aire de superioridade desde o podio que o erixía en ás de ases.

				—Concédeme trinta metros de vantaxe e gañareiche a carreira –respon-deu impertérrita a tartaruga.

				Tribunas e bancadas, todo o público estoupou nunha gargallada que liberaba a tensión desconcertante dos últimos minutos. Dispuxéronse os preparativos e, cando o perplexo público agardaba expectante unha confrontación dispara-tada, a tartaruga repuxo que o atleta había de estar canso pola gran carreira que acababa de facer, e que non era necesario que se esforzase de novo nesta ocasión, pois ía perder de todos os modos. E comezou a súa argumentación:

				—Cando ti, Aquiles, en xustiza coñecido como pés lixeiros, percorras rápido os trinta metros que nos separan, eu, máis por manter viva a incerteza da 

			

		

		
			
				1. Cara a onde van os números cos seus segredos?

				1.1 Unha carreira sen final: Aquiles, a tartaruga e a ra
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				vitoria que por acadar a gloria e a prata que esta me traería, xa non estarei alí. Aínda que non sexa moito, algo andarei nese tempo, de sorte que terei chegado un pouco máis adiante.

				Ti non te deterás e, estimulado pola proximidade acadada, máis axiña aín-da voarás sobre as areas do estadio para avanzar ese pequeno treito que che levarei de vantaxe. Pero cando o consigas, como eu non vou ficar alí pasmada á túa espera, estarei un pouquiño máis alá.

				E así será sempre, por moito que te empeñes, ata que os folgos che falten e caias ao chan, exhausto e derrotado.

			

		

		
			
				As aporías coas que Zenón de Elea negaba o movemento sempre me desconcer-taran, desde os tempos do instituto. Aínda que calquera que entendese –grosso modo– aquilo dos límites e das progresións xeométricas podería resolver tec-nicamente a cuestión, o substrato conceptual da mesma permanecería incólume, desafiante, corruptor: Aquiles que non dá chapado a tartaruga. Aquel pesadelo no que cada vez estaba máis preto dela pero no que sempre faltaba algo para alcanza-la, por moi pouco que fose. Sempre unha distancia irredutible.

				1.1.1 Correndo Infinitamente

				Supoñamos –razoamento hipotético– que Aquiles é 10 veces máis rápido que a tartaruga, sendo ese número 10 un valor calquera (fácil de manexar).

				Pero a Matemática acode persistente-mente á abstracción: interacción inte-lectual co medio.

				Non precisamos atleta nin sapocon-cho, abonda con imaxinar dous puntos que se desprazan a diferente velocidade. Fagamos un esquema, só un bosquexo que recolla o esencial da idea.
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				Todo sucedería, mesmo se o debullásemos en infinitos episodios, en menos de 34 metros.

				E se a Aquiles lle asignamos unha velocidade de competición olímpica actual, 10 m/s, adiantaría a tartaruga en menos de 3´4 segundos.

			

		

		
			
				Imos sumar estes intervalos, 

				colocando os números en columna:

				 30

				 + 3

				 + 0´3

				 + 0´03

				 + 0´003

				 + ………

				 33´333…
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				Aflixido e desconcertado, Aquiles abandonou o rigor e a austeridade dos esixentes adestramentos e descoidouse da hixiene e da mantenza. Famento e desastrado, durante meses vagou en soidade tentando explicarse como era posible que a máis lenta das criaturas viventes puidese derrotalo a el, o máis rápido corredor do mundo coñecido.

				Pasaron días, semanas, meses de inocencia ata que un día amigou cunha humilde ra. Ela era feliz no seu croar, se tal se pode afirmar dunha criatura que é ao tempo de auga e de sequeiro, que comparte ambiguamente a súa natureza entre dous medios, que é por iso que lles din –sen ánimo de as insultar– que son anfibias.

				—A que non dás cruzado á outra beira desta poza –desafiouna Aquiles sinalando unha charqueira.

				Diante dela, dous metros de auga carrañenta, pousada das primeiras choivas do outono. Concéntrase, toma alento, salta e… chegou ata a metade; quédalle aínda outro metro.

				Resentiuse do esforzo e no seguinte salto non consegue avanzar máis ca medio metro; fáltalle, pois, outro medio.

				Intenta animarse dicindo para si que xa está cerca. Outra vez, veña!, ooouh!… pero só adianta un cuarto, quédalle o outro.

				Ergue a cabeza ao alto, respira fondo sorbendo un recendo antigo que trae o vento, salta e… metade do cuarto, que vén sendo un oitavo, fáltalle outro oitavo.

				—Un pouco máis! –dicíase tratando de encontrar azos para ese pequeno treito que lle faltaba.

				—Manda carallo! –exclamou moi contrariada ao comprobar que nada máis avanzara a metade da distancia; quedáballe…

				E así seguiu e seguiu, metade a metade, sumida naquel pesadelo no que cada vez estaba máis preto do final pero no que sempre faltaba algo para chegar, por moi pouco que fose. Sempre unha metade inabarcable.

				Contan os veciños do lugar que se tiña visto unha ra, salta que salta sen parar no medio dunha poza ata que nun día de primavera, á saída dos ofi-cios relixiosos, uns cativos chapárona e metérona nunha estraña vasilla transparente en que gardaban outras ras que cazaran nesa mesma mañá.

				A través do vidro víaselle dar moitas explicacións e, disque, lles contaba ás súas colegas os avatares que pasara por causa dunha lonxeva tartaruga que, alá polo século V antes de Cristo, desafiou o máis veloz dos humanos a unha carreira sen final.
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				1.1.2 Matematizando: sucesión xeométrica

				Se na serie de números (sucesión) encontrásemos unha lóxica interna, quizais nos sería posible idear un procedemento para sumar os infinitos termos, algo que un a un non poderiamos facer (nunca acabariamos):

				Efectivamente, cada termo podemos obtelo multiplicando o anterior por ½. Dici-mos, entón, que se trata dunha progresión xeométrica de razón ½ («razón» ten o sentido de cociente: cada termo entre o anterior).

				En xeral, este tipo de situacións resolvémolas xogando coa infinitude:

				Restemos: 

				1.1.3 Construíndo fórmulas (*)

				Se o número de termos é finito (poñamos seis, por exemplo), entón permanecerían o primeiro da serie inicial e o último dos engadidos. Imos botar as contas, non bus-cando o resultado, senón facendo explícita a forma:

				En xeral, se hai n termos, con a1 designamos o primeiro e con an o último da serie orixinal. O último dos engadidos será an·r. Desta maneira obtemos a suma dos n primeiros termos dunha progresión xeométrica:
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				1.1.4 No límite

				Se r < 1, as súas potencias son cada vez máis pequenas (xa que multiplicamos suce-sivamente por menos de 1). Baixo esta perspectiva podemos prever que rn chegará a ser moi pequeno, infinitesimal (practicamente 0. Pensemos que (1/2)15 = 0´00003…).

				Por moi grande que fose a1 sempre podemos encontrar unha potencia rn que faga o produto a1·rn tan pequeno como desexemos. Poñamos, p. ex.: 1000000 · (1/2)50 = 0´0000000008…

				É, con esa seguridade, como atribuímos un valor límite: 

				1.1.5 Ícaro na escola (*)

				
					[image: ]
				

			

		

		
			
				O mozo Ícaro e seu pai, Dédalo, estaban retidos na illa de Creta polo rei Minos. Para fuxir, Dédalo foi pouco a pouco, ás agochadas, construíndo unhas ás con plumas de paxaro, uníndoas con cera. Cando estiveron listos para voar, Déda-lo advertiu o seu fillo de que non subise demasiado alto. Pero Ícaro, seducido polo brillo do Sol quixo chegar onda el. Ao acercarse, a calor derreteulle a cera das ás e caeu violentamente ao mar, onde afogou.

				Uns milenios despois, nunha clase de matemáticas, o profe, para explicar as fraccións, entregoulle un folio a cada alumna/o indicando que o dobrasen ao medio (metades), despois que volvesen dobralo (cuartos), e outra vez que o dobrasen (oitavos). Ensimesmado nas dobreces, un neno de nome Ícaro seguiu e seguiu dobrando, vendo como aqui-lo ía engrosando, gañando máis e máis altura… Desafiante! 

				Chegou a hora do recreo pero, abraiados polo espectáculo de crecemento exponencial que lles ofrecían de balde, ninguén quixo saír da aula, agás o profe, que carecía de inocencia. Abriron unha ventá para que a torre de papel puidese seguir expandíndose. E veña e dálle. No ceo, o Sol lucía esplendoroso naquel mediodía de primavera. Incansable e irredutible, o Ícaro soñou con alcanzalo… e case o consegue, a non ser porque cando estaba chegando as labaradas solares pegáronlle lume no folio e aquilo foi máis lindo ca unha cacharela de san Xoán. 
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