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Maman, Papa,


Maman Victorine, Papa Bouyom,


Emmanuelle,


sources généreuses, phares flamboyants.


Je vous dédie ces vues et mots, offrandes du temps.


Plaise à Dieu qu’ils se propagent à tous les échos,


et contribuent à démêler au moins un écheveau.





Avant-propos


Ainsi l’on m’entendait dans ma geôle crier.


Le monologue avait le temps de varier.


Et je m’exaspérais, faisant la faute énorme,


Ayant raison au fond, d’avoir tort dans la forme.


Après l’abbé Tuet, je maudissais Bezout ;


Car, outre les pensums où l’esprit se dissout,


J’étais alors en proie à la mathématique.


Temps sombre ! Enfant ému du frisson poétique,


Pauvre oiseau qui heurtait du crâne mes barreaux,


On me livrait tout vif aux chiffres, noirs bourreaux ;


On me faisait de force ingurgiter l’algèbre ;


On me liait au fond d’un Boisbertrand funèbre ;


On me tordait, depuis les ailes jusqu’au bec,


Sur l’affreux chevalet des X et des Y ;


Hélas ! On me fourrait sous les os maxillaires


Le théorème orné de tous ses corollaires ;


Et je me débattais, lugubre patient


Du diviseur prêtant main-forte au quotient.


De là mes cris.


Un jour, quand l’homme sera sage,


Lorsqu’on instruira plus les oiseaux par la cage,


Quand les sociétés difformes sentiront


Dans l’enfant mieux compris se redresser leur front,


Que, des libres essors ayant sondé les règles,


On connaîtra la loi de croissance des aigles,


Et que le plein midi rayonnera pour tous,


Savoir étant sublime, apprendre sera doux.


VICTOR HUGO


Les contemplations


Dans les civilisations humaines, de tout temps, l’enseignement des mathématiques a été un pan important de la formation intellectuelle. Pour la civilisation égyptienne antique notamment, cette réalité est attestée par les PAPYRUS DE MOSCOU et DE RHIND. Il en fut de même en Grèce antique, où l’essentiel du savoir mathématique se résumait à des résultats d’arithmétique et de géométrie venus de l’Empire égyptien, compilés et développés par THALÈS et PYTHAGORE dans une première période, puis par EUCLIDE, ARCHIMÈDE et APOLLONIUS DE PERGE dans un second temps.


« Que nul n’entre ici s’il n’est géomètre ». Selon la légende, cette mise en garde était inscrite au fronton de l’Académie, l’école que PLATON créa en 387 avant Jésus-Christ à Athènes. Au compte de cette légende, et de l’avis de spécialistes, pendant l’époque classique de la Grèce antique, la maîtrise de la géométrie, et par extension du raisonnement mathématique, aurait vraisemblablement été un prérequis exigé pour l’étude approfondie des sciences, de la philosophie et de ses applications dans l’organisation de la cité.


De nos jours, l’enseignement des mathématiques supérieures est fort développé, et la recherche mathématique prodigieusement florissante. Leurs fruits sont en filigrane d’un nombre important d’activités humaines et d’objets du quotidien. Toutefois, des enquêtes récentes révèlent que l’enseignement des mathématiques, au primaire comme au secondaire, suscite chez les apprenants, de plus en plus, rejet, appréhension et frustration. De nombreux échanges avec des élèves, de 1997 à nos jours, dans des cadres formels ou informels, au Cameroun et en Allemagne, m’ont permis de toucher cette réalité du doigt. En l’espèce, il n’est pas excessif de parler d’une crise de l’apprentissage et de la transmission des mathématiques. À mon sens, les causes de cette crise sont à la fois structurelles et didactiques.


Les causes structurelles gîtent dans les programmes scolaires. En effet, au cours des dernières décennies, dans une volonté de valoriser les mathématiques appliquées, un certain nombre de thèmes, considérés à tort ou à raison comme étant purement théoriques, ont été abandonnés. C’est par exemple le cas des thèmes liés à la logique mathématique qui, dans les meilleures situations, ont été réduits à leur plus simple expression. Au demeurant, l’idéologie qui, pour l’apprentissage de la lecture et l’écriture, a dicté l’abandon de la méthode syllabique au profit de la méthode dite globale, a également conduit au développement d’approches intuitives des mathématiques.


Ces choix structurels engendrent des difficultés didactiques. Les mathématiques sont en effet une discipline d’essence formelle. De ce fait, les méthodes didactiques, fortement basées sur l’intuition, et faisant peu de cas de la logique mathématique, trouvent leurs limites à terme. D’une part, elles rendent difficile, voire impossible, la définition rigoureuse et la compréhension profonde des concepts. D’autre part, elles ne permettent pas de suivre ou conduire des raisonnements formels, qu’ils soient inductifs, déductifs ou discursifs.


La littérature mathématique contemporaine à l’attention des élèves et enseignants du secondaire, en tant qu’elle s’inscrit dans des programmes scolaires inadéquats et des orientations pédagogiques inadaptées, est largement porteuse des difficultés et insuffisances ci-dessus évoquées. Elle participe donc de la crise de l’enseignement des mathématiques au secondaire.


Le présent ouvrage, constitué de quatre volumes, est une réponse à cette crise. Il souhaite favoriser l’épanouissement des élèves et enseignants dans l’apprentissage et la transmission des savoirs mathématiques, par une prise en compte du caractère formel de cette discipline. Les principaux thèmes abordés dans les quatre volumes sont ceux du programme des trois dernières années de l’enseignement secondaire. Toutefois, certains sujets de l’ouvrage ont vocation à être abordés en amont dudit cursus.


Le premier volume est dédié aux fondements des mathématiques et à la géométrie du plan euclidien. Le deuxième traite de divers aspects de la théorie des fonctions numériques d’une variable réelle. L’arithmétique et la théorie des probabilités constituent la matière du troisième volume. Le quatrième est consacré aux nombres complexes et à la géométrie de l’espace euclidien.


Le premier volume que vous avez sous les yeux, partagé en deux parties, est fondateur de toute l’œuvre.


La partie introductive, intitulée fondations des mathématiques, se décline en trois chapitres. Le premier souligne le caractère formel des mathématiques, tandis que les deuxième et troisième, baptisés respectivement logique mathématique et théorie des ensembles, donnent des éléments de compréhension et de mise en action de la démarche mathématique. Ces sujets formels, à savoir la logique mathématique et la théorie des ensembles, sont les bases de cette démarche. Le présent ouvrage est un plaidoyer pour que les élèves y soient initiés au plus tôt. À cet effet, le deuxième chapitre présente les deux pierres angulaires de la logique mathématique : les langages formels et les règles de déduction. Dans la foulée de cette présentation, une illustration de l’usage de ces éléments est développée. Cette illustration est réalisée dans le cadre de la géométrie du plan euclidien. Par ailleurs, à la suite d’un discours introductif d’ordre général sur la théorie des ensembles, le troisième chapitre s’étend sur la construction des ensembles de nombres ; précisément, les ensembles [image: ] des entiers naturels, [image: ] des entiers relatifs, [image: ] des rationnels et [image: ] des réels.


La géométrie du plan est une discipline millénaire. Dans sa forme développée vers l’an 300 avant Jésus-Christ par EUCLIDE et ses disciples, puis formalisée en 1899 par DAVID HILBERT, elle a une dimension intuitive indéniable. À ce titre, elle a été choisie pour mettre en exergue le rôle et l’usage de la logique mathématique. En outre, la modernisation des mathématiques a engendré des abords alternatifs du plan euclidien. L’approche basée sur les espaces vectoriels est l’objet de la seconde partie de ce premier volume. Cette partie est constituée de deux chapitres : les quatrième et cinquième du livre. Le quatrième chapitre définit le plan vectoriel euclidien et l’utilise comme prisme de lecture du plan euclidien originel. Le cinquième chapitre est un exposé sur les applications affines du plan euclidien, avec emphase sur les translations, homothéties, symétries, projections, rotations et les similitudes affines.


La section dédiée aux rotations planes est l’un des points culminants du présent volume. Par une conception subtile du cercle, elle définit et articule les concepts d’orientation du plan, d’angle orienté, de mesure d’angle et de rotation. Ce discours consacré aux rotations planes est adossé sur trois groupes abéliens ; à savoir : l’ensemble des isométries vectorielles du premier type muni de la composition des applications, l’ensemble des angles orientés équipé d’une addition ad hoc, et l’ensemble des mesures d’angles orientés doté de son addition naturelle. Il enseigne du reste que tout cercle unité est une manifestation de ces groupes abéliens et que ces derniers sont alter ego. Ces enseignements seront mis à contribution dans le deuxième volume pour la construction et l’étude des fonctions circulaires (cosinus, sinus, tangente et cotangente).


* * *


L’architecture de ce premier volume, et de l’ouvrage en général, est constituée de définitions, remarques, propositions, preuves, exemples, exercices, schémas et tableaux. Les exemples favorisent l’assimilation des concepts et procédés, tandis que les remarques attirent l’attention sur des points jugés importants.


Pour faciliter les renvois et références dans le livre, définitions, exemples, remarques et propositions sont numérotés relativement au chapitre et à la section dans lesquels ils apparaissent. Ainsi, la définition 2.2.36 apparaît dans la section 2.2 du chapitre 2 à la suite soit d’une définition, soit d’un exemple, d’une remarque ou d’une proposition portant le numéro 2.2.35. Par ailleurs, les schémas et tableaux sont marqués en fonction du chapitre qui les contient. Il sied cependant de noter que la numérotation des schémas est indépendante de celle des tableaux. Par exemple, le tableau 2.4 est le quatrième tableau du chapitre 2, tandis que le schéma 2.1 est le premier schéma du même chapitre. Dans le texte, les nombres entre crochets, à l’instar de [5], font référence aux ouvrages listés dans la bibliographie. Toujours par commodité, certaines expressions sont mises en exergue et dotées de numéros entre parenthèses, situés à droite de celles-ci. Des exercices sont proposés à la fin de certains chapitres. Ils portent la mention du chapitre concerné. L’exercice 3.5 apparaît par exemple à la fin du chapitre 3.


Le symbole [image: ] marque la fin d’une définition, d’un exemple ou d’une remarque. Dans le même esprit, par fidélité à une coutume consacrée, la fin de la preuve d’une proposition est signalée par le symbole [image: ], signifiant quod erat demonstrandum (ce qu’il fallait démontrer).


La recherche d’outils didactiques efficaces a conduit à l’élaboration d’une recette que l’expérience a consacrée. Il s’agit de la présentation systématique des procédés sous forme de graphiques, inspirés des structogrammes utilisés en informatique pour la représentation des algorithmes. Ces graphiques, particularités de cet ouvrage, sont également utilisés pour résumer certaines démonstrations et en livrer des vues d’ensemble.


* * *


Cette œuvre est l’heureux dénouement d’une chaîne spirituelle et humaine vertueuse.


Mon amie et épouse, EMMANUELLE, ma maman, PAULINE TAGNE, mon papa, TAGNE, mes parents, VICTORINE et EMMANUEL BOUYOM, sont les nœuds fondateurs de cette chaîne. Ils ont inspiré, impulsé et supporté cette aventure éditoriale. Leur amour bienveillant a jalonné et accompagné l’ensemble du processus, de la composition à la publication. Humblement, je leur en rends grâce.


À l’avenant, mes remerciements et faveurs s’adressent à mes frères, mes sœurs et mon cousin : GILLES D. TAGNE TAGNE, STEVE L. KOUAWA TAGNE, GAELLE O. BUGAIN TAGNE, CHRISTELLE M. CHUEM TAGNE, EMMANUEL K. KONTCHEU TAGNE, FRANK H. KOUOKAM TAGNE. Les expressions de leur affection et altruisme, catalyseurs de ce projet, ont imprimé mon être profond et ce texte, a fortiori.


D’autres, amis, proches, connaissances ou anonymes, ont apporté leurs pierres à cet édifice. Puissent-ils trouver ici le témoignage de ma profonde gratitude et me pardonner cette évocation allusive.


Francfort-sur-le-Main, le 28 mars 2018


Christian V. Nguembou Tagne 1


1. Vous pouvez poser des questions, faire des commentaires, ou avoir des informations complémentaires à la page suivante : formalis-mathematica.net





Première partie


Fondations des mathématiques




Si vous avez fait des châteaux en l’air, vous n’avez pas travaillé en vain, car c’est là que tous devraient être.


Maintenant, mettez dessous les fondations.


HENRY DAVID THOREAU


Dans le premier volume de son ouvrage Analyse mathématique [5], ROGER GODEMENT considère que la publication par RICHARD DEDEKIND en 1872 d’un exposé sur la construction de l’ensemble R des nombres réels marque le début des mathématiques modernes. Cette modernité exige désormais de construire et définir les entités et notions au moyen de la théorie des ensembles, la langue des mathématiques, dans le respect des règles de la logique, sa grammaire. La pratique sereine des mathématiques exige donc une maîtrise suffisante des principes de la logique mathématique et de la théorie des ensembles. Présenter ces principes est le dessein de cette partie.


La logique et les ensembles ont un rôle central et une importance cruciale dans la pratique des mathématiques. Saisir l’essence de cette discipline et comprendre sa démarche permettent de s’en rendre compte. À cet effet, le présent volume s’ouvre par un exposé sur la nature des mathématiques.





Chapitre 1


Nature et conséquences des mathématiques


Les mathématiques, science de l’éternel et de l’immuable,


sont la science de l’irréel.


ERNEST RENAN


Les principaux attributs d’une science sont ses objets et méthodes. Pour saisir la nature des mathématiques, il est donc nécessaire d’en caractériser les objets et d’en décrire les méthodes. En s’inspirant de la classification des sciences de PEIRCE2, la première section de ce chapitre liminaire souligne le caractère abstrait et hypothétique des objets mathématiques. Elle livre par ailleurs une esquisse de la démarche mathématique. En sus, une comparaison avec le modus operandi dans les sciences expérimentales met davantage en exergue les spécificités des mathématiques.


En dépit du caractère abstrait, hypothétique, voire même irréel de ses objets, les mathématiques ont un rapport au réel. Elles peuvent en outre soutenir la pensée logique, et par conséquent les activités de l’esprit humain. Ces deux aspects sont brièvement évoqués dans la seconde section.





1.1. Nature des mathématiques


Les mathématiques n’ont pas besoin pour être vraies que leurs objets soient réels. Le mathématicien construit, sans autre instrument que sa pensée, une science dont les objets n’ont de réalité que dans sa pensée.


EDMOND GOBLOT


Traité de Logique


Dans le premier chapitre de ses Conférences de Cambridge [13], PEIRCE classe les sciences en fonction de l’abstraction de leurs objets. Dans cette classification, il identifie les mathématiques et la philosophie comme étant les seules sciences étudiant des objets et faits abstraits. Il précise toutefois que la philosophie s’inscrit dans la réalité, tandis que les objets des mathématiques n’ont qu’une existence potentielle. Les mathématiques constituent de ce fait la plus abstraite de toutes les sciences. En effet, selon PEIRCE, les mathématiques constituent la seule science hypothétique ; leur rôle est d’explorer non pas les faits réels, mais plutôt des hypothèses. Le but des mathématiques est donc de développer une constellation de formes constituant un monde de réalité potentielle. Autrement dit, les mathématiques n’étudient pas forcement « ce qui est », mais davantage « ce qui pourrait être ».


En dehors de la nature de leurs objets (potentiels en mathématiques et réels dans les autres sciences), les mathématiques se distinguent des autres sciences par la démarche. Les lois régissant les objets mathématiques sont obtenus et validés par des raisonnements déductifs : pas par l’expérience ou l’observation.


En résumé, les objets mathématiques n’ont aucune existence réelle, ils ne sont soumis ni à l’expérience, ni aux phénomènes naturels (même s’ils en sont parfois inspirés). Du reste, hors des lois et considérations de bases (c’est-à-dire celles admises au préalable), tous les autres faits et lois mathématiques ne sont validés qu’après une démonstration (c’est-à-dire une séquence de raisonnements déductifs).


Les nombres entiers naturels (1, 2, 3, etc.), par exemple, sont des objets purement abstraits ; ils n’ont aucune existence réelle. En effet, même si le nombre 3 peut être associé à des situations concrètes et réelles, comme dans l’affirmation « J’ai trois oranges ! », il échappe à toute perception des sens de l’humain. Par ailleurs, le fait de se rendre compte que la division euclidienne3 par 2 de chaque nombre pair compris entre 1 et 1000, livre un reste égal à 0, ne suffit pas pour se prononcer sur la validité ou non de ce résultat pour les autres nombres pairs. La mise en place d’un programme informatique capable d’effectuer rapidement ce calcul pour un nombre pair quelconque ne permet pas non plus de répondre à cette question de manière générale ; il existe en effet une infinité de nombres pairs.


La démarche mathématique consiste, dans un premier temps, à décrire les objets avec précision (axiomatisation). Cette description doit, entre autres, permettre de raisonner sur une collection d’objets ayant les mêmes propriétés sans avoir à traiter chaque cas en particulier. Dans un second temps, il s’agit de dériver des lois régissant les objets étudiés et de les justifier par une démonstration. Le schéma 1.1 ci-dessous illustre les différences entre la démarche mathématique et la méthode des sciences expérimentales. Le chapitre 2 dédié à la logique mathématique livre des éléments supplémentaires pour une meilleure compréhension de la démarche mathématique. Il offre en outre un cadre adéquat pour la définition des concepts de raisonnement et de démonstration.






[image: ]




Schéma 1.1 – Différences entre la démarche mathématique et la démarche des sciences expérimentales








1.2. Mathématiques, pensée logique et réalité


Grâce aux mathématiques l’esprit n’apparaît plus comme un intrus dans le royaume de la matière.


JAMES JEANS


Dans de nombreuses situations, l’être humain est appelé à penser et agir avec raison, c’est-à-dire :


1. examiner et se faire une idée générale,


2. se faire une opinion,


3. agir par la suite en conséquence.


La pensée logique est à la base de cette démarche. La logique est l’étude des structures, formes et lois de la pensée (voir [3]). Une pensée est donc logique lorsqu’elle se construit dans le respect de structures, formes et lois inhérentes à la nature de l’objet de la réflexion ou de l’action. Au demeurant, la classification des sciences de PEIRCE (voir [13] ou [14]), suggère de distinguer trois types de logique :




	la logique mathématique (pour les objets abstraits du monde hypothétique ou potentiel),


	la logique philosophique (pour les objets abstraits du monde réel),


	les logiques des sciences dédiées aux objets concrets du monde réel.





Dans la perspective de la pensée logique abstraite, se pose la question du lien entre potentiel hypothétique et réel. La problématique de la relation entre les logiques mathématique et philosophique, somme toute.


Les formes basiques de la pensée philosophique ont été identifiées depuis le 16e siècle. Il s’agit en l’occurrence des concepts, des jugements, et des moyens de déduction. La logique philosophique, notamment celle exposée par EMMANUEL KANT4 (voir [8]), est basée sur ces trois formes. En outre, les mathématiques, eu égard à leur riche palette de structures, ont la faculté particulière d’ordonner et de structurer, de manière formelle, le contenu ou l’essence de toute pensée. Elles sont de ce fait vecteurs de transparence et de clarté. Au demeurant, le formalisme mathématique confère de la fiabilité aux méthodes de déduction. Les vertus des mathématiques (transparence, clarté et fiabilité) peuvent ainsi enrichir la logique philosophique par le biais des concepts et des moyens de déduction.


L’application des mathématiques à la philosophie fut le cheval de bataille de PEIRCE. Dans le premier exposé des célèbres Conférences de Cambridge [13], il plaide notamment pour un ancrage marqué de la métaphysique5 dans la logique mathématique.


La modélisation (ou la mathématisation), c’est-à-dire l’abstraction de situations ou concepts réels, engendre une interaction entre les mathématiques et la logique philosophique (et par extension les logiques des sciences traitant d’objets concrets). Cette abstraction permet à la logique philosophique (et à la philosophie en général) de tirer profit de la transparence, de la clarté et de la fiabilité des structures et moyens de déduction des mathématiques. En outre, par la confrontation des résultats de ses modèles au réel, les mathématiques gagnent en sens, contenu et portée.


Dans le même sillage, il sied de noter que certaines structures mathématiques sont des idéalisations d’actes de la pensée pratique tels que regrouper, distinguer, associer, mettre en correspondance, etc. La théorie des ensembles est par exemple une théorisation de la formation des collections. Cette dimension, développée par PHILIP KITCHER6 dans un ouvrage sur l’épistémologie des mathématiques [9], constitue un pont avec la réalité.







Post-scriptum


Comment se fait-il que la mathématique, qui est un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience, s’adapte d’une si admirable manière aux objets de la réalité ?


ALBERT EINSTEIN


Des conférences de Cambridge de PEIRCE ([13] ou [14]), il ressort que les mathématiques constituent la seule science hypothético-déductive se rapportant à la réalité potentielle (ce qui pourrait être), contrairement à toutes les autres sciences qui s’inscrivent dans la réalité empirique (ce qui est). Ces conférences sont au demeurant une excellente source pour les questions relatives aux liens entre les mathématiques et la philosophie.


Les mathématiques, nonobstant le caractère abstrait, hypothétique, ou irréel de leurs objets, interagissent avec le réel et les autres sciences, par la modélisation et grâce à leur riche palette de formes et de structures. Pour un exposé détaillé sur la nature des mathématiques, la richesse de leurs structures et leur rapport à la réalité, le lecteur est invité à consulter l’ouvrage [9] de PHILIP KITCHER.





2. Charles Sanders Peirce (1839 - 1914) est un philosophe, logicien, mathématicien et physicien américain. Il est le fondateur de la sémiotique (théorie des signes) et du pragmatisme (mouvement souvent associé au matérialisme, à l’empirisme, et aux noms de WILLIAM JAMES et JOHN DEWEY).


3. La division euclidienne ou division entière est une opération qui, à deux entiers naturels non nuls a (le dividende) et b (le diviseur), associe deux entiers q (le quotient) et r (le reste). Exemple : la division euclidienne de 21 par 4 a pour quotient 5 et pour reste 1 ; autrement dit 21 = 4 × 5 + 1.


4. Emmanuel Kant (Immanuel Kant en allemand) (1724 – 1804) est un philosophe allemand. Son travail, considérable et divers dans ses intérêts, est centré autour de trois œuvres : la Critique de la raison pure, la Critique de la raison pratique et la Critique de la faculté de juger.


5. La métaphysique est la branche de la philosophie qui étudie les objets immatériels (âme, Dieu, etc.), les principes fondamentaux de la connaissance, l’être, les choses telles qu’elles sont en elles-mêmes et non telles qu’elles nous apparaissent.


6. Philip Kitcher (1947) est un philosophe britannique. Ses travaux les plus connus portent sur la philosophie des sciences, notamment des mathématiques et de la biologie.





Chapitre 2


Logique mathématique


La logique est l’hygiène que le mathématicien pratique pour garder ses idées saines et fortes.


HERMANN WEYL


Le présent chapitre est une introduction à la logique mathématique. Il s’ouvre par un exposé sur le rôle de cette dernière dans la démarche mathématique. Les langages formels constituent la première facette de la logique mathématique. Ils sont présentés dans la deuxième section. Le raisonnement, la deuxième facette, s’appuie principalement sur les règles de déduction. Ces dernières sont traitées dans la troisième section, avec pour objectif la clarification de la notion de démonstration. La quatrième section présente une formalisation de la géométrie euclidienne du plan. Sa vocation est l’illustration des concepts théoriques abordés précédemment. La dernière section de ce chapitre est une réflexion sur la rédaction des textes mathématiques. Elle est une invitation à la prise de conscience des difficultés de cohabitation entre la langue de communication et les langages formels.


2.1. Rôle de la logique


Pour saisir le rôle de la logique, il est essentiel de comprendre la démarche mathématique. De manière générale, la construction des théories mathématiques se réalisent en trois phases : présentation, explication et développement.


La présentation ou axiomatisation consiste en l’introduction, c’est-à-dire la définition, d’objets et concepts de base et en la formulation de lois de base régissant ces derniers. Ces lois de base sont appelées axiomes.


L’explication permet de se familiariser avec les nouvelles entités et notions. Elle peut se faire par des exemples ou par confrontation avec des concepts d’autres théories. Elle doit en outre permettre de se rendre compte de la pertinence, de la cohérence et de la consistance des axiomes.


Dans la phase de développement, il s’agit de dériver d’autres objets et concepts, d’examiner minutieusement toutes les entités de base et dérivées, de formuler et valider par la démonstration des lois gouvernant celles-ci.




[image: ]




Schéma 2.1 – Les trois phases de l’élaboration des théories mathématiques








Dans cette démarche, la logique est omniprésente. Elle met notamment à disposition :


1. un langage pour définir les objets et pour formuler les concepts et lois,


2. des règles d’inférence et moyens de déduction.


La logique est donc la partie des mathématiques qui régit la rédaction des textes et encadre le raisonnement. Le premier de ces deux aspects est le thème de la section suivante.


2.2. Langages formels


L’introduction de nouveaux langages se justifie par le fait que les phrases et expressions du langage courant, en l’état, ne se prêtent pas à une étude mathématique rigoureuse.


Comme tout système d’expression, les langages formels présentés ici ont une syntaxe (c’est-à-dire un alphabet et des règles d’agencement des symboles en vue de la formulation de formules valides) et une sémantique (c’est-à-dire des règles d’étude du sens des formules syntaxiquement valides).


La syntaxe


En amont de la présentation de l’alphabet des langages formels, il sied de clarifier les notions suivantes : variable, constante, relation, correspondance.


Définition 2.2.1. Une variable est un symbole représentant un objet inconnu ou quelconque appartenant à une collection d’objets donnée.
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Les lettres minuscules et majuscules des alphabets latin et grec (voir le tableau 2.1 ci-dessous) sont généralement utilisées pour désigner des variables :


a, b, c, . . . , x, y, z, A, B, C, . . . , X, Y, Z,


α, β, γ, . . . , Χ, Ψ, ω, Γ, Φ, Ω, . . .


Chacune de ces lettres peut par ailleurs être indexée ou accentuée. Il en découle alors des symboles tels que x0, x1, x2 ou y′, y″, etc. (lire « y prime », « y seconde », . . .). Un stock illimité de variables est ainsi constitué.


Tableau 2.1 – L’alphabet grec






	Lettres

	Noms






	Minuscules

	Majuscules






	α

	A

	alpha






	β

	B

	bêta






	γ

	Γ

	gamma






	δ

	Δ

	delta






	
ε, ∊


	E

	epsilon






	ζ

	Z

	zêta ou dzêta






	η

	H

	êta






	θ, ϑ

	Θ

	thêta






	Ι

	I

	iota






	κ

	K

	kappa






	λ

	Λ

	lambda






	μ

	M

	mu






	ν

	N

	nu






	ξ

	Ξ

	xi ou ksi






	o

	O

	omicron






	π

	Π

	pi






	
ρ, 	ϱ


	P

	rhô






	
σ, ς


	Σ

	sigma






	τ

	T

	tau






	υ

	Υ

	upsilon






	
ϕ, Φ


	φ

	phi






	χ

	X

	khi






	Ψ

	ψ

	psi






	ω

	Ω

	oméga







Définition 2.2.2. Une constante est un symbole qui désigne un objet précis et déterminé.
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Les symboles 0, 1, 2, 3, . . . , 9 sont par exemple des constantes ; ils désignent en effet des nombres entiers naturels bien précis. Du reste, il arrive dans certaines théories qu’une lettre (de l’alphabet grec ou latin) soit utilisée comme constante. Le cas échéant, elle ne peut plus être une variable. C’est le cas par exemple, en géométrie ou dans la théorie des nombres réels, de la lettre grecque π, qui désigne l’aire d’un cercle de rayon 1. De même, dans la théorie des fonctions logarithmiques, la lettre latine e désigne la base du logarithme népérien (voir le Volume II). Les nombres π et e jouent d’ailleurs un grand rôle dans la théorie des fonctions trigonométriques et logarithmiques, respectivement. Ils apparaissent de ce fait à plusieurs reprises dans le deuxième volume de cet ouvrage.


Pour le confort de la discussion à venir, il est commode de généraliser l’utilisation des symboles d’appartenance (∈) et de non-appatenance (∉), connus des cours de géométrie élémentaire. À cet effet, un objet x et une collection C d’objets sont considérés. Le fait pour l’objet x d’appartenir à la collection C, s’exprime par x ∈ C. Au contraire, x ∉ C signifie que x n’appartient pas à C. Il est notable que, dans l’énoncé précédent, les lettres x et C sont des variables. La lettre x est un objet quelconque et C une collection quelconque d’objets.


Étant donné un nombre entier naturel n et n objets x1, . . . , xn, la collection constituée des objets x1, . . . , xn est notée {x1, . . . , xn}. Ainsi, C = {x1, . . . , xn} signifie que C est la collection constituée des objets x1, . . . , xn.


Définition 2.2.3 (Relation binaire). Soient C1 et C2 des collections d’objets, puis x1 et x2 des objets tels que x1 ∈ C1 et x2 ∈ C2. Alors, un nouvel objet, symbolisé par (x1, x2) et appelé couple, est défini. Une collection R de couples ainsi construits est appelée relation binaire de C1 vers C2. Lorsqu’un couple d’objets (x1,x2) appartient à une relation binaire R, les notations R(x1, x2) et x1Rx2 sont des alternatives à la notation (x1, x2) ∈ R. Toutes ces notations s’expriment littéralement par la phrase « l’objet x1 est en relation avec l’objet x2 via R ». Si C1 = C2 = C, la relation R est dite binaire sur C (au lieu de binaire de C vers C).


[image: ]


Pour des objets x1 et x2, les couples (x1, x2) et (x2, x1) ne sont égaux que si les objets x1 et x2 le sont. L’ordre de placement des objets dans les couples est donc crucial.


Exemple 2.2.4. Dans le plan, un parallélogramme ABCD est considéré. De plus, O désigne le point de rencontre des diagonales de ce parallélogramme. Soient les collections P = {A, B, C, D, O} et S = {[AB], [AC], [AD], [BC], [BD], [CD]} constituées respectivement de points et de segments.
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L’intérêt ici est porté sur la collection R de tous les couples formés par un point de P et un segment de S (dans cet ordre) tels que le point soit le milieu du segment. Alors, R est une relation de P vers S. Dans un parallélogramme, les diagonales se coupent en leur milieu. De ce fait, le point O est en relation via R avec d’une part le segment [AC], et d’autre part le segment [BD]. En réalité, R n’est constitué que des deux couples (O, [AC]) et (O, [BD]).
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Exemple 2.2.5. Soit C la collection infinie {0, 1, 2, 3, . . . } des nombres entiers naturels. La collection de tous les couples (x, y) tels que x soit inférieur ou égal y définit une relation binaire sur C. Elle est généralement symbolisée par ≤. Ainsi, 3 ≤ 8, 0 ≤ 1, 5 ≤ 5, etc.
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L’exemple 2.2.6 suivant est central en géométrie du plan.


Exemple 2.2.6 (Parallélisme). Dans le plan, la collection D de toutes les droites est considérée. Les couples de droites (D1, D2) tels que D1 soit parallèle à D2 constituent une relation qui est notée ||. Ainsi, D1||D2 signifie que la droite D1 est parallèle à D2. Dans le cas spécifique de la relation de parallélisme, l’ordre de placement des objets peut, chaque fois, être inversé. En effet, si D1||D2, alors D2||D1. Le terme pour qualifier ce phénomène est symétrie : la définition 3.2.9 à la page → en donne une description précise.
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Exemple 2.2.7. Soit C la collection constituée des nombres entiers de 0 à 6. Tous les couples (x1, x2) formés d’objets de C tels que x1 divise x2 sont rassemblés dans une collection nommée R. Alors, R est une relation binaire sur C.
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Les couples appartenant à R sont matérialisés dans le tableau ci-dessus par une croix. Par exemple, 5R0, 2R6 et R(5, 5).
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Une généralisation du concept de relation binaire est concevable.


Définition 2.2.8 (Relation n-aire). Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal à 2. Au demeurant, soient C1, . . . , Cn des collections d’objets, puis x1, . . . , xn des objets tels que x1 ∈ C1, . . . , xn ∈ Cn. Alors, (x1, . . . , xn) symbolise un nouvel objet appelé n-uplet. Une collection R de tels n-uplets est appelée relation n-aire sur C1, . . . , Cn. Lorsqu’un n-uplets (x1, . . . , xn) appartient à une relation n-aire R, la notation R(x1, . . . , xn) est une alternative à (x1, . . . , xn) ∈ R. Ces deux notations s’expriment littéralement par la phrase suivante : « les objets x1, . . . , xn (dans cet ordre) sont en relation par R ».
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Exemple 2.2.9. Soit R la collection de tous les triplets (x1, x2, x3) constitués de nombres entiers naturels tels que l’égalité
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soit satisfaite. Alors, R est une relation ternaire (3-aire). Elle contient une infinité de triplets. Par exemple, R(2, 5, 8) et R(100, 100, 100).
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Définition 2.2.10 (Correspondance). Soit C une relation binaire d’une collection A vers une collection B. Si, pour chaque objet a ∈ A, il existe un et un seul objet b ∈ B tel que aCb, la relation C est appelée correspondance de A vers B. Dans ce cas, la notation b = C(a) est adoptée en lieu et place de aCb ou C(a, b). En outre, l’objet b est appelé image de a par C. Si la collection de départ A est constituée de n-uplets, la correspondance est dite de n variables et l’image d’un n-uplet (a1, . . . , an) est symbolisée par C(a1, . . . , an). Autrement, C est une correspondance d’une variable.
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Exemple 2.2.11. Soit C0 la collection de tous les couples constitués d’entiers naturels. Celle ne contenant que les couples d’entiers naturels non nuls est par ailleurs noté C ; ainsi, (0, 2) appartient à C0 mais pas à C. Soit un couple (a, b) ∈ C. La division euclidienne de a par b livre, de manière unique, un couple (q, r) ∈ C0 d’entiers naturels tels que a = b ·q+r (a étant le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste). La collection D de couples ((a, b), (q,r)) ainsi formés est une relation binaire de C vers C0. En raison de l’unicité de la division euclidienne, D est une correspondance. Ainsi, D(a, b) = (q,r) exprime que q et r sont respectivement les quotient et reste de la division de a par b. Puisque la collection de départ est constituée de couples, D est une correspondance de deux variables.
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En fixant le diviseur et en ne s’intéressant qu’au reste, il résulte de l’exemple 2.2.11 précédent une correspondance d’une variable.


Exemple 2.2.12. Soit C la collection des nombres entiers naturels et n un nombre entier supérieur ou égal à 2. La collection constituée de couples (a, r), où r est le reste de la division euclidienne de a par n, est une correspondance de C vers {0, 1 , . . . , n − 1}. En effet, le reste d’une division par n est certes supérieur ou égal à 0, mais strictement inférieur à n.
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Les précédents paragraphes ont pour seul but la sensibilisation du lecteur aux actions fondamentales de la pensée mathématique ; à savoir : identification, formation de collections, mise en relation, mise en correspondance. Ces actions sont réglementées par la théorie des ensembles (voir le chapitre 3 à la page →). L’alphabet des langages formels tient compte de leur existence.


Définition 2.2.13 (Alphabet). L’alphabet d’un langage formel est constitué des symboles suivants :




	signes délimiteurs (parenthèses, crochets, accolades, etc.) ;


	= (symbole d’égalité) et ∈ (symbole d’appartenance) ;


	¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ (connecteurs logiques) ;


	V (quantificateur universel) et ∃ (quantificateur existentiel) ;


	variables ; et éventuellement,


	des symboles de constantes, de relations et de correspondances.
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Les symboles cités de (a) à (e) sont regroupés dans une collection notée A. Ils sont contenus dans l’alphabet de chaque langage formel. Étant donné un langage L, les symboles de la catégorie (f) dans la définition 2.2.13 ci-dessus sont regroupés dans une collection notée AL. Cette dernière varie d’un langage formel à l’autre et permet de distinguer ces langages formels. Les objets contenus dans AL sont de ce fait appelés symboles du langage L. Il est par ailleurs théoriquement concevable que AL soit vide, c’est-à-dire que le langage formel L ne possède ni symboles de constantes, ni symboles de relations, encore moins des symboles de correspondances. Cela peut par exemple être le cas, lorsque la théorie à développer n’en a pas besoin. En résumé, l’alphabet d’un langage formel L est la réunion des symboles des collections A et AL.


Tableau 2.2 – Traductions littérales des connecteurs logiques et des quantificateurs






	Symboles

	 

	Traductions littérales






	Connecteurs logiques

	¬

∧


∨


⇒


⇔



	non

et


ou


si . . . alors


si et seulement si








	Quantificateurs

	∀

∃



	pour tout

il existe









À cette étape de l’étude des langages formels, en dehors des traductions littérales des connecteurs logiques et des quantificateurs livrées dans le tableau 2.2, aucun sens n’est rattaché à ces symboles.


L’alphabet seul ne détermine pas un langage. Pour compléter la définition de la syntaxe des langages formels, deux choses doivent être mis à disposition :




	un « dictionnaire », c’est-à-dire une liste complète de tous les mots, ou alors, mieux, des règles de construction de ceux-ci ;


	un ensemble de règles de composition des phrases valides.





Toutefois, dans les langages formels, les vocables « terme » et « expression » sont utilisés en lieu et place de « mot » et « phrase », respectivement.


Définition 2.2.14 (Terme). Dans un langage formel, les termes sont déterminés par les règles suivantes :




	Toute variable est un terme.


	Tout symbole de constante est un terme.


	Si t1, . . . , tn sont des termes et C un symbole de correspondance de n variables, alors C(t1, . . . , tn) est un terme.
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Les termes obtenus via les règles (1) et (2), les variables et constantes, sont dits élémentaires. Par ailleurs, la règle (3) est un procédé inductif permettant, à partir de termes élémentaires ou déjà connus, d’en construire de nouveaux. La définition des expressions intègre également ce principe d’induction.


Définition 2.2.15 (Expression). Dans un langage formel, les expressions (encore appelées formules) sont déterminées par les règles suivantes :




	Si t1 et t2 sont des termes, alors t1 = t2 et t1 ∈ t2 sont des expressions.


	Si t1, . . . , tn sont des termes et R un symbole de relation n-aire, alors R(t1, . . . , tn) est une expression.


	Si p est une expression, alors ¬p est aussi une expression.


	Si p et q sont des expressions, alors (p ∧ q), (p ∨ q), (p ⇒ q) et (p ⇔ q) sont des expressions.


	Si x et S sont des variables et p une expression, alors





(∀x ∈ S) p et (∃x ∈ S) p


sont des expressions.
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Les suites de symboles ainsi obtenues sont dites syntaxiquement correctes. Dans un souci de simplification, les règles (1), (2) et (3) de la définition 2.2.14 sont désignées respectivement par (T1), (T2) et (T3) (« T » comme terme). De manière analogue, les notations (E1) – (E5) désignent les règles de la définition 2.2.15. Les expressions obtenues par application des règles (E1) et (E2) sont dites atomiques. Par ailleurs, chacune des expressions résultant des règles (E3) et (E4) porte un nom qui est indiqué dans le tableau 2.3 ci-dessous.


Tableau 2.3 – Noms des expressions composées






	Expressions

	Noms






	¬p


	négation de p







	
p ∧ q


	conjonction de p et q







	
p ∨ q


	disjonction de p et q







	
p ⇒ q


	implication de p vers q







	
p ⇔ q


	équivalence de p et q








Les concepts de variable liée et variable libre définis ci-dessous permettent d’examiner les expressions obtenues par la règle (E5), c’est-à-dire celles contenant le quantificateur universel (∀) ou le quantificateur existentiel (∃).


Définition 2.2.16. Dans chacune des expressions (∀x ∈ S) p et (∃x ∈ S) p, la variable x est dite liée au quantificateur ∀ ou ∃. Dans une expression donnée, toute variable qui n’est liée à aucun quantificateur est dite libre.
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Exemple 2.2.17. Dans un langage formel L, soient R un symbole de relation binaire, x, y et C des variables. Alors, la séquence de symboles xRy est une expression atomique. Dans cette dernière, chacune des variables x et y est libre. Par ailleurs, dans l’expression (∀x ∈ C) xRy, la variable x est liée au quantificateur universel, tandis que la variable y est libre.
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Un langage formel L étant donné, il est désormais possible de dire sans ambiguïté, si une suite de symbole est un terme ou une expression syntaxiquement corrects de L. Par la description de l’alphabet et la clarification des concepts de terme et expression, les langages formels sont donc, du point de vue de la syntaxe, complètement définis (voir le schéma 2.29 à la page →). Avant l’examen de la sémantique des langages formels, les exemples 2.2.18 et 2.2.19 suivants permettent de digérer les concepts introduits dans la présentation de la syntaxe et de comprendre leurs interactions.


Exemple 2.2.18. Soit L un langage formel dont la collection des symboles AL est constituée d’un symbole de relation binaire R, d’un symbole de relation ternaire S, d’un symbole de correspondance de deux variables f, ainsi que de deux symboles de constantes a et b. Ces dernières sont, d’après la règle (T2), des termes du langage formel L. En vertu de (T2), la séquence f(a, b) est donc également un terme de L. En tant que variable, la lettre x est, selon (T1), un terme. Alors,


f(a, b)Rx


(2.1)


est une expression atomique dans L : voir (P2). De même, la suite de symboles


x = f(a, b)


(2.2)


est une expression syntaxiquement correcte et atomique. Elle s’obtient en effet par application de la règle (E1) aux termes x et f(a, b). En outre, l’expression atomique


S(a, b, y)


(2.3)


se déduit par considération de la variable y et par application de la règle (E2) au symbole de relation ternaire S et aux termes a, b et y. La règle (E4) autorise la liaison des expressions (2.1) et (2.2) par le symbole ∨. Ce qui livre la disjonction


f(a, b)Rx ∨ x = f(a, b).


(2.4)


La lettre M symbolisant une variable, s’obtient de (E5) l’expression


(∃y ∈ M) S(a,b,y).


(2.5)


Un nouveau recours à (E4) livre l’implication de (2.4) vers (2.5), c’est-à-dire


(f(a, b)Rx ∨ x = f(a, b) ) ⇒ (∃y ∈ M) S(a, b, y).


(2.6)


Le schéma 2.2 à la page → donne un aperçu des raisonnements menés ci-dessus.
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Dans l’expression (2.6), les symboles de parenthèses permettent d’éviter toute ambiguïté. En effet, il est difficile de dire si


f(a, b)Rx ∨ x = f(a, b) ⇒ (∃y ∈ M) S(a, b, y).


est l’implication de f(a, b)Rx ∨ x = f(a, b) vers (∃y ∈ M) S(a, b, y) ou plutôt la disjonction de f(a, b)Rx et x = f(a, b) ⇒ (∃y ∈ M) S(a, b, y).
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Schéma 2.2 – Schématisation des calculs de termes et expressions de l’exemple 2.2.18








Exemple 2.2.19. Soit L le langage formel dont l’alphabet n’est constitué que des symboles de la collection A (voir le paragraphe suivant la définition 2.2.13). En d’autres termes la collection AL est vide, c’est-à-dire qu’il n’y a aucun symbole de relation, de correspondance ou de constante. Alors, les variables sont les uniques termes dans ce langage. Par ailleurs, chaque expression atomique est de la forme t1 = t2 ou t1 ∈ t2, où t1 et t2 sont des variables. L’emploi des règles (P3), (P4) et (P5) livre alors des expressions telles que


∀a ∈ M)(∃b ∈ M) ¬(a = b),


(2.7)


∀a ∈ M)(∀b ∈ N) a ∈ b,


(2.8)


(∀a ∈ M)(∃b ∈ N) (¬(a ∈ b) ⇒ a = b),


(2.9)


etc.
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Le procédé utilisé dans les exemples 2.2.18 et 2.2.19, consistant en la déduction de nouveaux termes ou de nouvelles expressions à partir de ceux ou celles déjà connus et au moyen des règles, est appelé calcul de termes ou calcul d’expressions.


La sémantique


Soit R un symbole de relation binaire et L un langage formel tel que AL = {R}. Autrement dit, en dehors des symboles contenus dans chaque langage formel, l’alphabet de L ne contient que le symbole de relation binaire R. La considération de deux variables x et S permet alors de construire l’expression


(∀x ∈ S) xRx


(2.10)


qui, en l’état, n’est qu’une suite de symboles sans aucune signification. Mais cela change si une collection d’objets C est considérée et si les symboles x, S et R sont interprétés comme suit :




	la variable x est un objet quelconque de la collection C ;


	le symbole R désigne une relation binaire sur C ;


	la variable S désigne une sous collection de C.





Par exemple, si la variable x prend ses valeurs dans la collection C = {0, 1, 2, 3, . . . } des nombres entiers naturels, R est la relation de divisibilité (xRy signifiant x | y, c’est-à-dire, y est divisible par x) et S désigne la collection C des nombres entiers naturels, alors l’expression (2.10) s’interprète comme suit :


« Pour tout nombre entier naturel x, la relation x |x est valide. »


Autrement dit,


« Tout nombre entier naturel est divisible par lui-même. »


Conformément à la théorie élémentaire de nombres entiers naturels, ceci est vrai.


Toutes choses étant égales par ailleurs, si R est plutôt la relation d’infériorité stricte (xRy signifiant x < y, c’est-à-dire, x est strictement inférieur à y), alors l’expression (2.10) se traduit par l’énoncé suivant :


« Tout nombre entier naturel est strictement inférieur à lui-même. »


Ce qui est faux.


De l’exemple précédent, il apparaît clairement que le sens et la véracité d’une expression dépendent du contexte dans lequel l’expression est considérée. Le premier objectif de cette section consacrée à la sémantique des langages formels est la clarification de la notion de contexte. Dans un deuxième temps, il sera indiqué comment interpréter une expression dans un contexte donné. Les notions de contexte et d’interprétation sont définis de sorte que, dans un contexte donné, chaque expression possède une et une seule interprétation, qui est appelée assertion ou énoncé. La section s’achève par la description du modèle permettant de déterminer de la valeur vérité des assertions mathématiques.


Avant la définition de la notion de contexte, il est utile d’apporter quelques précisions concernant les collections et correspondances (voir la définition 2.2.10 à la page →).


Une collection est appelée sous-collection d’une seconde collection si tout objet de la première appartient également à la seconde. Du reste, pour une correspondance C d’une collection A vers une collection B, la notation C : A → B est de coutume. Les collections A et B sont alors appelées, respectivement, départ et arrivée de la correspondance C.


Définition 2.2.20. Une correspondance donnée est dite sur une collection A si ses collections de départ et d’arrivée sont des sous-collections de A; ou si sa collection d’arrivée est une sous-collection de A et sa collection de départ est constituée des n-uplets (x1, . . . , xn), avec n ∈ {2, 3, 4, . . . }, tels que x1 ∈ A, . . . , et xn ∈ A.
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Exemple 2.2.21. Soit A la collection {0, 1, 2, . . . } de tous les nombres naturels. Alors, la collection C de tout les couples (n, 2n), où n ∈ A, est une correspondance de la collection A vers elle-même. Autrement dit, C : A → A est le procédé qui associe à chaque nombre n ∈ A son double 2n, c’est-à-dire C(n) = 2n. Donc, C est une correspondance sur A. Soit à présent P la collection de tous les triplets (x1, x2, x3) constitués d’éléments de A. Par ailleurs, est considérée la collection f de tous les couples de la forme
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avec (x1, x2, x3) ∈ P (le premier argument du couple étant un triplet, et le second la somme des nombres constitutifs dudit triplet). De manière formelle, la correspondance f est définie de P vers A par f(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3. Ainsi, f est une correspondance sur A.
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Définition 2.2.22 (Contexte, Structure). Soit L un langage formel et C une collection d’objets tels que les conditions suivantes soient vérifiées :




	chaque symbole de constante dans AL est le nom d’un objet déterminé de C,


	chaque symbole de relation dans AL est le nom d’une relation sur C,


	tout symbole de correspondance dans AL est le nom d’une correspondance sur C.





Alors, la collection C, munie de ces constantes, correspondances et relations (dont les noms sont contenus dans AL), est appelée contexte associé au langage L, ou L-contexte, ou encore une L-structure.
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La définition 2.2.22 précédente renferme une subtilité. Elle marque la différence entre le nom d’un objet, qui est un symbole, et l’objet proprement dit, qui est un ensemble de propriétés et caractéristiques le définissant. Il en est de même pour les relations et correspondances. Les exemples 2.2.23, 2.2.24 et 2.2.25 ci-dessous permettent de saisir ce principe.


Exemple 2.2.23. Soit L le langage formel dont l’alphabet n’est constitué que des symboles de la collection A (voir le paragraphe consécutif à la définition 2.2.13). En d’autres termes, la collection AL est vide, c’est-à-dire que l’alphabet de L ne contient pas de symbole de relation, de correspondance, ou de constante. Alors, chaque collection d’objets est une L-structure.
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En prélude de la révélation d’exemples de structures sur la collection des nombres entiers naturels, il convient de faire l’observation suivante : les nombres entiers naturels peuvent être rangés du plus petit au plus grand, de manière à obtenir une chaîne infinie.
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Ce rangement définit une relation binaire appelée ordre naturel. Cet ordre livre un plus petit élément. Dans cette chaîne, l’élément qui suit directement un nombre naturel n est appelé successeur de n. A contrario, n est le prédécesseur de ce dernier.


Exemple 2.2.24. Soit L un langage formel tel que AL = {+,0}, où + est un symbole de correspondance de deux variables et 0 un symbole de constante. Soit à présent C la collection de tous les nombres entiers naturels, P la collection de tous les couples (c1, c2) avec c1 ∈ C et c2 ∈ C. La correspondance qui a pour départ P et pour arrivée C, qui à tout couple (c1, c2) fait correspondre la somme de c1 et c2 est nommée +. Elle est bel et bien une correspondance sur C au sens de la définition 2.2.20. Mais, au lieu de +(c1, c2), le correspondant de (c1, c2) est noté c1 + c2. Donc, + : P → C, (c1, c2) ↦ c1 + c2 (le symbole ↦ signifiant « correspond à »). Par ailleurs, le plus petit objet de C (au sens de l’ordre naturel) est désigné par le symbole 0. Alors, (C, +, 0) est une L-structure, c’est-à-dire un contexte associé au langage L.
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Exemple 2.2.25. Soit L un langage formel dont l’alphabet est donné par


AL = {+, ×, ≤, 0, 1},


où + et × sont des symboles de correspondances à deux variables, ≤ un symbole de relation binaire, 0 et 1 des symboles de constantes. Comme dans l’exemple 2.2.24 précédent, C est la collection de tous les nombres entiers naturels, P la collection de tous les couples (c1, c2) avec c1 ∈ C et c2 ∈ C, et la correspondance qui a pour départ P et pour arrivée C, qui à tout couple (c1, c2) fait correspondre la somme de c1 et c2 est nommée +. De plus, la correspondance de P vers C, qui à tout couple (c1, c2) associe le produit de c1 et c2 est désignée par ×. Il a déjà été mentionné que + est une correspondance sur C. Il en est de même pour ×. Toutefois, dans le même esprit que précedemment, la notation c1 × c2 est utilisée en lieu et place de ×(c1, c2). Ainsi, les correspondances + et × sont définies comme suit :


+ : P → C, (c1, c2) ↦ c1 + c2 et × : P → C, (c1, c2) ↦ c1 × c2.


La relation binaire d’infériorité sur C est désignée par le symbole ≤, c’est-à-dire c1 ≤ c2 signifie que c1 est inférieur ou égal à c2. Une fois de plus, le plus petit objet de C (au sens de la relation d’ordre naturel) est désigné par le symbole 0. Son successeur est noté 1. Alors, (C,+,×, ≤, 0, 1) est un contexte associé à L.
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Les exemples 2.2.24 et 2.2.25 précédents montrent qu’un contexte donne à chaque symbole du langage formel un contenu sémantique, un sens précis. Chaque expression, qui est une suite de symboles (voir la définition 2.2.15 à la page →), hérite, dans la foulée d’une signification précise. Cette observation permet de définir le concept d’interprétation comme suit.


Définition 2.2.26 (Interprétation, Assertion). Soient L un langage formel et p une expression de L. Alors chaque L-contexte C (contexte associé au langage L) attribue à l’expression p une signification appelée interprétation de p dans C (ou encore C-interprétation de p). L’expression p munie de son interprétation dans le contexte C est appelée assertion et notée pC ou simplement p lorsqu’aucune confusion n’est possible.
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Les définitions ci-dessus des notions d’interprétation et d’assertion marquent le premier volet de l’étude sémantique des langages formels. À présent, il convient de concevoir la vérité mathématique. Précisément, il s’agit de donner un modèle permettant de déterminer la valeur de vérité de toute assertion d’un langage formel.


La définition des expressions (2.2.15 à la page →) suggère une classification des assertions en quatre catégories :




	assertions atomiques ;


	négations ;


	assertions connectées ;


	assertions quantifiées.





Définition 2.2.27 (Assertion atomique). Une assertion atomique est une assertion qui découle d’une expression de la forme


t1 = t2, t1 ∈ t2 ou R(t1, . . . , tn),


où t1, . . . , tn sont des termes et R un symbole de relation à n-aire. En d’autres termes, les assertions atomiques découlent des expressions des catégories (1) et (2) de la définition 2.2.15 à la page →.
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Définition 2.2.28 (Négation). Si p est une expression, alors l’assertion induite par l’expression ¬p est appelée négation de p.
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Définition 2.2.29 (Assertion connectée). Soient deux expressions p et q. En vertu de la définition 2.2.15(4), il est possible de construire les expressions


p ∧ q, p ∨ q, p ⇒ q et p ⇔ q.


Toute assertion déduite de l’une de ces quatre formes d’expressions est dite connectée, en raison de l’usage des connecteurs logiques ∧, ∨, ⇒ et ⇔.
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Chaque assertion connectée porte le nom de l’expression sous-jacente, conformément au tableau 2.3 à la page →.


Définition 2.2.30 (Assertion quantifiée). Sont considérées des variables x et S, ainsi qu’une expression p. D’après la définition 2.2.15(5), il est possible de construire les expressions


(∀x ∈ S) p et (∃x ∈ S) p.


Chaque assertion découlant d’une expression ainsi construite est dite quantifiée, eu égard aux quantificateurs universel (∀) et existentiel (∃).
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À présent, la question de la vérité sera discutée successivement pour chacune de ces classes d’assertions. Cette discussion s’ouvre par la définition 2.2.31 suivante qui porte sur la vérité des assertions atomiques.


Définition 2.2.31. Soit L un langage formel et C un contexte associé à L.




	Pour des termes t1 et t2 du langage L, l’assertion t1 = t2 est vraie (ou a V pour valeur de vérité) dans le contexte C si les objets dudit contexte désignés par les symboles t1 et t2 sont identiques. Autrement, elle est fausse (ou sa valeur de vérité est F) dans le contexte C.


	Pour des termes t1 et t1 du langage L, l’assertion t1 ∈ t2 est vraie dans le contexte C si t2 désigne une collection d’objets et l’objet symbolisé par t1 appartient à cette collection. Dans le cas contraire, sa valeur de vérité est F.


	Pour des termes t1, . . . , tn et un symbole R de relation n-aire dans le langage L, l’assertion R(t1, . . . , tn) a pour valeur de vérité V dans le contexte C si le n-uplet (t1, . . . , tn), constitué d’objets du contexte C, appartient à R qui, par définition, désigne une collection de n-uplets. Elle est fausse autrement.
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Exemple 2.2.32. Soit L un langage formel tel que AL = {+, 0}, où + est un symbole de correspondance de deux variables et 0 un symbole de constante. Par ailleurs, le L-contexte (C,+, 0) de l’exemple 2.2.24 est considéré. Étant donné une variable x, l’assertion atomique x + 0 = 0 n’est vraie que si x désigne le nombre entier naturel 0. Pour tous les autres nombres entiers naturels, elle est fausse. En outre, si la variable I désigne la collection de tout les nombres entiers impairs, alors la valeur de vérité de l’assertion 0 ∈ I est F.
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Une extension du langage formel de l’exemple 2.2.32 augmente les possibilités de formulation d’assertions atomiques.


Exemple 2.2.33. Soit L un langage formel dont l’alphabet est donné par


AL = {+, ×, R, 0, 1, 2} ,


où + et × sont des symboles de correspondances à deux variables, R un symbole de relation binaire, 0, 1 et 2 des symboles de constantes. À présent, soit N la collection de tous les nombres entiers naturels. Si les symboles +, ×, R, 0, 1 et 2 désignent respectivement l’addition, la multiplication, la relation d’infériorité stricte, le plus petit nombre entier naturel, son successeur, le successeur de ce dernier, alors C1 = (N,+, ×, R, 0, 1, 2) est un contexte associé à L. Il en est de même, si, toutes choses étant égales par ailleurs, le symbol R désigne plutôt, la relation de divisibilité. Le L-contexte ainsi obtenu est noté C2. Alors, chacune des expressions


1 + 1 = 2, 0 × 2 = 0+2 et 1 + 2 ∈ S,


où la variable S désigne la collection {0, 1, 2}, a la même interprétation dans les contextes C1 et C2. Chacune des assertions atomiques obtenue a donc la même valeur de vérité dans C1 et C2. La première est vraie et les deux dernières sont fausses. L’assertion atomique


2R(1 + 2)


(2.11)


s’interprète dans C1 par la phrase « 2 est strictement inférieur à 1+2 ». Ceci est vrai. Par ailleurs, l’interprétation de (2.11) dans C2 est : « 2 est un diviseur de 1 + 2 ». Sa valeur de vérité est donc F.
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La définition 2.2.34 suivante examine la vérité des négations et des assertions connectées.


Définition 2.2.34. Soit L un langage formel et C un contexte associé à L. Par ailleurs, soient p et q deux assertions dans le contexte C.




	Les assertions p et ¬p ont des valeurs de vérités contraires. Autrement dit, si l’assertion p est vraie, sa négation ¬p est fausse ; et cette dernière est vraie lorsque l’assertion p est fausse.


	La disjonction p ∨ q est fausse si les deux assertions p et q sont fausses. Elle est vraie dans toutes les autres situations.


	La conjonction p ∧ q est vraie si les deux assertions p et q sont vraies. Autrement, elle est fausse.


	
L’implication p ⇒ q est fausse lorsque p est vraie et q fausse. Elle est vraie dans toutes les autres situations.


	L’équivalence p ⇔ q est vraie lorsque les assertions p et q ont la même valeur de vérité. Elle est fausse si la valeur de vérité de p diffère de celle de q.
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Les tables de vérité des tableaux 2.4 et 2.5 récapitulent les informations livrées par la définition 2.2.34 précédente.


Tableau 2.4 – Table de vérité de la négation






	p

	¬p







	V

	F






	F

	V







Tableau 2.5 – Tables de vérité de la disjonction, conjonction, implication et équivalence






	p

	q

	
p ∨ q


	
p ∧ q


	
p ⇒ q


	
p ⇔ q







	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	F

	V

	F

	F

	F






	F

	V

	V

	F

	V

	F






	F

	F

	F

	F

	V

	V







Exemple 2.2.35. Soit L un langage formel dont l’alphabet est donné par


AL = {+,×,≤, |, 0, 1, 2},


où + et × sont des symboles de correspondances à deux variables, ≤ et | des symboles de relations binaires, 0, 1 et 2 des symboles de constantes. Soit à présent N la collection de tous les nombres entiers naturels. Si les symboles +, ×, ≤, |, 0, 1 et 2 désignent respectivement l’addition, la multiplication, la relation d’infériorité large, la relation de divisibilité, le plus petit nombre entier naturel, son successeur, le successeur de ce dernier, alors C = (N,+,×,≤, |, 0, 1, 2) est un contexte associé à L.


Les assertions atomiques


1 + 1 = 2, 1 × 1 = 2, 2 | (1 + 2) et 1 + 1 ≤ 2


sont respectivement désignées par les symboles p, q, r et s. Il est clair que p et s sont vraies, et que q et r sont fausses. Par conséquent, les négations ¬p et ¬s sont fausses, tandis que ¬q et ¬r sont vraies. Par ailleurs, les disjonctions p ∨ s et p ∨ r ont V pour valeur de vérité. Mais q ∨ r est fausse. La conjonction p ∧ s est vraie. Par contre, p ∧ q, p ∧ r et q ∧ r sont fausses. À présent, sont considérées les implications suivantes : p ⇒ q, p ⇒ s, r ⇒ s et r ⇒ q. Les trois dernières sont vraies, tandis que la première est fausse. Les équivalences p ⇔ s et r ⇔ q sont vraies, mais r ⇔ p et s ⇔ q sont fausses.
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Avant de s’intéresser aux assertions quantifiées, il est utile de rappeler qu’une variable x est libre dans une expression si elle n’est liée à aucun quantificateur dans cette expression (voir la définition 2.2.16 et l’exemple 2.2.17). Si une variable x est libre dans une expression p, alors l’expression obtenue en remplaçant, dans p, la variable x par un terme a est notée p[x=a].


Exemple 2.2.36. Dans un langage formel L, soit R un symbole de relation binaire, f un symbole de correspondance à deux variables, c un symbole de constante ; soient x, y et S des variables. Alors, les variables x et y sont libres dans l’expression atomique f(x, c)Ry. En revanche, dans l’expression (∀x ∈ S) f(x, c)Ry, la variable x est liée, tandis que y est libre. De plus, si p désigne l’expression (∀x ∈ S) f(x, c)Ry, alors p[y=a] désigne l’expression (∀x ∈ S) f(x, c)Ra obtenue en remplaçant y par un terme a.
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Définition 2.2.37. Soit L un langage formel, C un contexte associé à L, et p une expression de L. Par ailleurs, sont considérés des variables x et S telles que la première x soit libre dans l’expression p.




	L’assertion (∀x ∈ S) p est vraie dans le contexte C lorsque S désigne une collection d’objets du contexte C et l’assertion p[x=a] est vraie pour tout objet a ∈ S. Elle est fausse s’il existe au moins un objet a de la collection S telle que l’assertion p[x=a] soit fausse. Si la collection S est vide, c’est-à-dire, si elle ne contient aucun objet, alors l’assertion (∀x ∈ S) p est vraie.


	L’assertion (∃x ∈ S) p est vraie dans le contexte C lorsque S symbolise une collection d’objets du contexte C et l’assertion p[x=a] est vraie pour au moins un objet a ∈ S. Elle est fausse si p[x=a] est fausse pour chaque objet a de la collection S. Si la collection S est vide, alors l’assertion (∃x ∈ S) p est fausse.
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Soit L un langage formel tel que AL contienne un symbole de relation binaire R et deux symboles de constantes c1 et c2. Si C est un contexte associé au langage L, alors c1 et c2 désignent des objets précis contenu dans C, tandis que R est une relation binaire bien définie sur C. Dans ces conditions, l’expression atomique c1Rc2 a une interprétation claire et sa valeur de vérité peut être déterminée. En revanche, si x désigne une variable, la valeur de vérité de l’assertion xRc1 ne peut être déterminée que lorsque la variable x est remplacée par un objet de C. Par ailleurs, il est possible de faire varier x dans une collection S d’objets contenus dans C, et d’obtenir ainsi une collection d’assertions. Les quantificateurs ∀ (universel) et ∃ (existentiel) permettent alors d’examiner toutes les assertions ainsi obtenues, non pas individuellement, mais collectivement. Ainsi, dire que l’assertion


(∀x ∈ S) xRc1


est vraie signifie que la relation xRc1 est valide chaque fois que la variable x est remplacée par un objet de la collection S. Par ailleurs, sa valeur de vérité est F, lorsqu’il existe un objet a dans S tel que l’assertion atomique aRc1 soit fausse, c’est-à-dire, tel que la négation ¬(aRc1) soit vraie. Donc,


(∀x ∈ S) xRc1


est fausse lorsque


(∃x ∈ S) (xRc1)


est vraie.


Exemple 2.2.38. Soit L un langage formel dont l’alphabet est donné par


AL = {+, ×, ≤, |, 0, 1, 2} ,


où + et × sont des symboles de correspondances à deux variables, ≤ et | des symboles de relations binaires, 0, 1 et 2 des symboles de constantes. Soit à présent N la collection de tous les nombres entiers naturels. Si les symboles +, ×, ≤, |, 0, 1 et 2 désignent respectivement l’addition, la multiplication, la relation d’infériorité large, la relation de divisibilité, le plus petit nombre entier naturel, son successeur, le successeur de ce dernier, alors C = (N, +, ×, ≤, |, 0, 1, 2) est un contexte associé à L. À présent, la collection de tous les nombres entiers naturels pairs est désignée par P, et celle de tous les nombres impairs par I. Il sied de rappeler qu’un nombre entier naturel n est dit pair, s’il est divisible par 2, c’est-à-dire s’il existe un autre nombre entier naturel k tel que n = 2k. Par ailleurs, n est impair lorsqu’il existe un entier naturel k tel que n = 2k + 1.




	Dans le contexte C, l’assertion

(∀n ∈ N) (n ∈ P ⇔ 2|n)


(2.12)


s’interprète comme suit : « Pour tour nombre entier naturel n, les assertions atomiques 2 ∈ P et 2|n ont la même valeur de vérité ». La valeur de vérité de l’assertion (2.12) est par conséquent V; en effet, les nombres pairs sont par définition divisibles par 2.




	Étant donné que 0 est le plus petit nombre entier naturel, l’assertion

(∃n ∈ N) (n ≤ 0 ∧ n ≠ 0)


(2.13)


est fausse. Elle exprime en effet l’existence d’un nombre entier naturel strictement inférieur à 0.




	Chaque nombre impair a la forme 2k+ 1, où k est un nombre naturel. Par conséquent, l’assertion

(∃m ∈ I) 2|m,


(2.14)


dont l’interprétation dans le contexte C est « il existe au moins un nombre impair qui est divisible par 2 », est fausse.




	
L’assertion

(∀m ∈ P)(∀n ∈ I) m + n ∈ I


(2.15)


s’interprète comme suit : « la somme m + n de chaque nombre pair m et de tout nombre impair n est un nombre impair ». Soit m un nombre pair quelconque et n un nombre impair arbitrairement choisi. Alors, par définition, il existe deux nombres entiers naturels k et ℓ tels que m = 2k et n = 2ℓ + 1. Ceci a pour conséquence m + n = 2k + 2ℓ + 1 = 2(k + ℓ) + 1. Par suite, le nombre m + n est impair. Donc, l’assertion (2.15) est vraie.




	L’assertion

(∀m ∈ I)(∀n ∈ I) 2|(n + m)


(2.16)


s’interprète comme suit : « la somme m + n de deux nombres impairs quelconques m et n est un nombre pair ». Pour déterminer sa valeur vérité, il suffit de considérer deux nombres impairs quelconques m et n, et ensuite de se souvenir que m = 2k + 1 et n = 2ℓ + 1 pour des nombres entiers k et ℓ convenablement choisis. Il s’ensuit m + n = 2k + 1 + 2ℓ + 1 = 2k + 2l + 2 = 2(k + ℓ + 1). De ce fait, m + n est pair. Ainsi, la valeur de vérité de l’assertion (2.16) est V.




	L’interprétation de l’assertion

(∀n ∈ I) (n ≤ 2 ⇒ n = 1)


(2.17)


est : « pour tout nombre impair n, l’implication n ≤ 2 ⇒ n = 1 » est vraie, en d’autres termes, « si n est un nombre impair inférieur ou égal à 2, alors n = 1 ». Il sied de noter que la collection des nombres entiers naturels n vérifiant la condition n ≤ 2 est constituée des trois nombres 0, 1 et 2. Le seul nombre impair parmi ces derniers est 1. Ce constat assure la véracité de l’assertion (2.17).
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Définition 2.2.39. Deux assertions p et q sont dites équivalentes ou logiquement équivalentes lorsque l’assertion p ⇔ q est vraie. Dans ce cas, p ⇔ q est appelée équivalence logique. D’après la définition 2.2.34(5) et la table de vérité correspondante (voir tableau 2.5), p ⇔ q est vraie lorsque les assertions p et q ont la même valeur de vérité. Ainsi, deux assertions sont logiquement équivalentes lorsqu’elles ont la même valeur de vérité.
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Définition 2.2.40. Les équivalences logiques au caractère universel, c’est-à-dire celles valides pour chaque langage et dans tout contexte, sont appelées tautologies.
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Des tautologies utiles sont formulées dans les paragraphes suivants. L’une des tautologies les plus élémentaires est la double négation. Elle se justifie par le tableau 2.6, et est formulée dans la remarque 2.2.41 ci-dessous.


Remarque 2.2.41 (Double négation). Soit p une assertion. Alors, l’équivalence


p ⇔ ¬(¬p)


est une tautologie.
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Le tableau 2.7 assure que la disjonction et la conjonction satisfont les lois de commutativité qui sont formulées dans la remarque 2.2.42 suivante.


Tableau 2.6 – Double négation






	p

	¬p


	¬(¬p)

	
p ⇔ ¬(¬p)






	V

	F

	V

	V






	F

	V

	F

	V







Remarque 2.2.42 (Lois de commutativité). Soient p et q des assertions. Alors, les équivalences suivantes sont des tautologies :




	(p ∨ q) ⇔ (q ∨ p).


	(p ∧ q) ⇔ (q ∧ p).
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Tableau 2.7 – Commutativité de la disjonction et de la conjonction






	p

	q

	
p ∨ q


	
q ∨ p


	(p ∨ q) ⇔ (q ∨ p)

	
p ∧ q


	
q ∧ p


	(p ∧ q) ⇔ (q ∧ p)






	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	F

	V

	V

	V

	F

	F

	V






	F

	V

	V

	V

	V

	F

	F

	V






	F

	F

	F

	F

	V

	V

	V

	V







L’associativité est également satisfaite par la disjonction (voir la remarque 2.2.43 et le tableau 2.8).


Remarque 2.2.43 (Associativité de la disjonction). Soient p, q et r des assertions. Alors, l’équivalence


(p ∨ (q ∨ r)) ⇔ ((p ∨ q) ∨ r)


est une tautologie. Elle exprime l’associativité de la disjonction.
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Tableau 2.8 – Associativité de la disjonction






	p

	q

	r

	
q ∨ r


	
p ∨ q


	
p ∨ (q ∨ r)

	(p ∨ q) ∨ r


	(p ∨ (q ∨ r)) ⇔ ((p ∨ q) ∨ r)






	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	V

	F

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	F

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	F

	F

	F

	V

	V

	V

	V






	F

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	F

	V

	F

	V

	V

	V

	V

	V






	F

	F

	V

	V

	F

	V

	V

	V






	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F

	V







La conjonction, comme la disjonction, est associative. Cette associativité est exprimée par la remarque 2.2.44 et le tableau 2.9.


Remarque 2.2.44 (Associativité de la conjonction). Soient p, q et r des assertions. Alors, l’équivalence


(p ∧ (q ∧ r)) ⇔ ((p ∧ q) ∧ r)


est une tautologie. Elle exprime l’associativité de la conjonction.


[image: ]


Tableau 2.9 – Associativité de la conjonction






	p

	q

	r

	
q ∧ r


	
p ∧ q


	
p ∧ (q ∧ r)

	(p ∧ q) ∧ r


	(p ∧ (q ∧ r)) ⇔ ((p ∧ q)∧ r)






	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	V

	F

	F

	V

	F

	F

	V






	V

	F

	V

	F

	F

	F

	F

	V






	V

	F

	F

	F

	F

	F

	F

	V






	F

	V

	V

	V

	F

	F

	F

	V






	F

	V

	F

	F

	F

	F

	F

	V






	F

	F

	V

	F

	F

	F

	F

	V






	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F

	V







Les tautologies jusqu’ici formulées sont d’une certaine façon évidentes. Celles qui vont suivre le sont moins.


Les tableaux 2.10 et 2.11 livrent deux tautologies qui sont formulées dans la remarque 2.2.45 suivante.


Remarque 2.2.45 (Lois de distributivité). Soient p, q et r des assertions. Alors, les équivalences suivantes sont des tautologies :




	(p ∨ (q ∧ r)) ⇔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r)).


	(p ∧ (q ∨ r)) ⇔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r)).





[image: ]


Certaines tautologies expriment la négation des connecteurs logiques. Celles exprimant la négation de la disjonction et de la conjonction sont formulées respectivement dans les remarques 2.2.46 et 2.2.47. Elles sont dues au mathématicien et logicien britannique Auguste De Morgan (1806 - 1871), qui est l’un des fondateurs de la logique moderne.


Remarque 2.2.46 (Première loi de De Morgan). Pour des assertions p et q, l’équivalence


¬(p ∨ q) ⇔ (¬p ∧ ¬q)


(2.18)


est une tautologie appelée première loi de De Morgan.


[image: ]


Tableau 2.10 – Première loi de distributivité






	P

	q

	r

	
q ∧ r


	
p ∨ q


	
p ∨ r


	
p ∨ (q ∧ r)

	(p ∨ q) ∧ (p ∨ r)






	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	V

	F

	F

	V

	V

	V

	V






	V

	F

	V

	F

	V

	V

	V

	V






	V

	F

	F

	F

	V

	V

	V

	V






	F

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	F

	V

	F

	F

	V

	F

	F

	F






	F

	F

	V

	F

	F

	V

	F

	F






	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F







Tableau 2.11 – Seconde loi de distributivité






	p

	q

	r

	
q ∨ r


	
p ∧ q


	
p ∧ r


	
p ∧ (q ∨ r)

	(p ∧ q) ∨ (p ∧ r)






	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V

	V






	V

	V

	F

	V

	V

	F

	V

	V






	V

	F

	V

	V

	F

	V

	V

	V






	V

	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F






	F

	V

	V

	V

	F

	F

	F

	F






	F

	V

	F

	V

	F

	F

	F

	F






	F

	F

	V

	V

	F

	F

	F

	F






	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F

	F







Tableau 2.12 – Première loi de De Morgan






	p

	q

	
p ∨ q


	¬(p ∨ q)

	¬p


	¬q


	¬p ∧ ¬q


	¬(p ∨ q) ⇔ (¬p ∧ ¬q)






	V

	V

	V

	F

	F

	F

	F

	V






	V

	F

	V

	F

	F

	V

	F

	V






	F

	V

	V

	F

	V

	F

	F

	V






	F

	F

	F

	V

	V

	V

	V

	V







Tableau 2.13 – Seconde loi de De Morgan






	p

	q

	
p ∧ q


	¬(p ∧ q)

	¬p


	¬q


	¬p ∨ ¬q


	(¬p ∧ q) ⇔ (¬p ∨ ¬q)






	V

	V

	V

	V

	F

	F

	F

	V






	V

	F

	F

	V

	F

	V

	V

	V






	F

	V

	F

	V

	V

	F

	V

	V






	F

	F

	F

	F

	V

	V

	V

	V







Remarque 2.2.47 (Seconde loi de De Morgan). Étant donné des assertions p et q, l’équivalence


¬(p ∧ q) ⇔ (¬p ∨ ¬q)


(2.19)


est une tautologie appelée seconde loi de De Morgan.


[image: ]


D’après les lois de De Morgan, la négation d’une disjonction est la conjonction des négations ; par ailleurs, la négation d’une conjonction est la disjonction des négations.


Avant la négation de l’implication, une expression équivalente à cette dernière est livrée par la remarque 2.2.48 ci-dessous.


Remarque 2.2.48. Soient p et q des assertions. Alors, l’équivalence


(p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)


est une tautologie.


[image: ]


Tableau 2.14 – Expression de l’implication par la négation et de la conjonction






	p

	q

	
p ⇒ q


	¬p


	¬p ∨ q


	(p ⇒ q) ⇔ (p ∨ q)






	V

	V

	V

	F

	V

	V






	V

	F

	F

	F

	F

	V






	F

	V

	V

	V

	V

	V






	F

	F

	V

	V

	V

	V







La négation de l’implication s’obtient de manière analogue par comparaison des tables de vérité de ¬(p ⇒ q) et p ∧ ¬q.


Remarque 2.2.49 (Négation de l’implication). Soient p et q des assertions. Alors, l’équivalence


¬(p ⇒ q) ⇔ (p ∧ ¬q)


est une tautologie.


[image: ]


La définition 2.2.37 à la page → règle la question de la vérité des assertions quantifiées. Elle permet par ailleurs d’exprimer la négation de ces dernières.


Tableau 2.15 – Négation de l’implication






	p

	q

	
p ⇒ q


	¬(p ⇒ q)

	¬q


	¬p ∧ ¬q


	¬(p ⇒ q) ⇔ (p ∧ q)






	V

	V

	V

	F

	F

	F

	V






	V

	F

	F

	V

	V

	V

	V






	F

	V

	V

	F

	F

	F

	V






	F

	F

	V

	F

	V

	F

	V







Remarque 2.2.50 (Négation des quantificateurs). Soient p une assertion, x et S des variables. Alors, les équivalences suivantes sont des tautologies :




	¬((∀x ∈ S) p) ⇔ ((∃x ∈ S) ¬p.


	¬((∀x ∈ S) p) ⇔ ((∀x ∈ S) ¬p).





[image: ]


Cette remarque clôt l’exposé sur les tautologies et la section consacrée à la sémantique des langages formels.


Ici, il important de souligner que les tautologies sont des conséquences du modèle conventionnel définissant la vérité mathématique. Ce modèle est déterminé par les définitions 2.2.31, 2.2.34 et 2.2.37.


En outre, dans la section dédiée à la syntaxe des langages formels, ont été livrées des règles syntaxiques permettant de construire des expressions mathématiquement valides à partir d’un alphabet. Le lien entre syntaxe et sémantique est le procédé permettant de donner une interprétation concrète et unique à chaque expression dans un contexte précis. Ledit procédé d’interprétation et le modèle définissant la vérité mathématique sont les piliers de la sémantique des langages formels.


Définitions et axiomes constituent le point de départ de toute démarche d’élaboration d’une théorie mathématique. Les principes et règles des langages formels, évoqués cidessus, permettent de formuler de manière rigoureuse, non seulement ces définitions et axiomes, mais aussi de nouvelles lois déduites des axiomes. Toutefois, la détermination de la valeur de vérité des ces nouvelles lois nécessite de nouveaux outils. Ces derniers sont le sujet de la section suivante.


2.3. Règles de déduction et démonstration mathématique


Dans la présentation des langages formels, une assertion a été définie comme étant une expression munie de son interprétation dans un contexte précis. Évidemment, pour le mathématicien, il est question, au-delà de la simple formulation et de l’interprétation, de déterminer la valeur vérité des assertions formulées. Car, une assertion à la valeur de vérité indéterminée est stérile. Une proposition est une assertion dont la valeur de vérité est connue. Les axiomes, qui constituent le point de départ des théories mathématiques, sont notamment des propositions conventionnelles.


La démonstration ou la preuve d’une proposition conduit à sa valeur de vérité, à partir de propositions déjà connues et en passant par d’autres propositions établies. Dans cette démarche, les outils permettant d’aller d’une étape à l’autre sont appelés règles de déduction ou règle d’inférence. Une démonstration mathématique est donc une séquence de règles de déduction. Pour une meilleure intelligence de cette définition, et en amont de la présentation d’exemples, les principales règles de déduction sont dévoilées dans la section à venir.


Règles de déduction


Chaque règle de déduction est constituée d’un nombre fini d’hypothèses H1, . . . , Hn et d’une conclusion C. Elle est alors symbolisée par un schéma de la forme


[image: ]


pour signifier que, chaque fois que les hypothèses H1, . . . , Hn sont vérifiées, alors la conclusion C est valide.
 

Le principe d’introduction des connecteurs logiques engendre une catégorie importante de règles de déduction.


Définition 2.3.1 (Introduction de la conjonction). Soient p et q des assertions. Si p et q sont vraies, la règle d’introduction de la conjonction ou règle d’introduction du “et” permet d’affirmer que la conjonction p ∧ q est également vraie. Le schéma


[image: ]


symbolise cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.2 (Introduction de la disjonction). Soient p et q des assertions. Si p est vraie, la règle d’introduction de la disjonction ou règle d’introduction du “ou” permet d’affirmer que les disjonctions p ∨ q et q ∨ p sont également vraies. Le schéma


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.3 (Introduction de l’implication). Soient p et q des assertions. Si, en supposant que p est vraie, il résulte que q est également vraie, alors la règle d’introduction de l’implication permet d’affirmer que l’implication p ⇒ q est également vraie. Le diagramme


[image: ]


exprime cette règle.


Dans l’hypothèse de la règle d’introduction de l’implication, contrairement à celles des règles d’introduction de la conjonction et de la disjonction, la valeur de vérité de l’assertion p n’est pas connue. En effet, la véracité de p, dans ce cas, est supposée. Cette supposition est matérialisée dans la représentation (2.22) par des crochets. La règle d’introduction de l’équivalence obéit au même principe.


Définition 2.3.4 (Introduction de l’équivalence). Soient p et q des assertions. Si la véracité de p entraîne celle de q, et réciproquement, la véracité de q entraîne celle de p, alors la règle d’introduction de l’équivalence permet d’affirmer que l’équivalence p ⇔ q est également vraie. Le dessin


[image: ]


esquisse ce précepte.


[image: ]


Il existe également des règles d’élimination des connecteurs logiques.


Définition 2.3.5 (Élimination de la conjonction). Soient p et q des assertions. Si la conjonction p ∧ q est vraie, la règle d’élimination de la conjonction ou règle d’élimination du “et” permet d’affirmer que les assertions p et q sont également vraies. Les schémas


[image: ]


symbolisent cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.6 (Élimination de la disjonction). Soient p et q des assertions. Si la disjonction p ∨ q est vraie et l’assertion q est fausse, la règle d’élimination de la disjonction ou règle d’élimination du “ou” ou encore règle de l’alternative permet d’affirmer que l’assertion p est vraie. Le diagramme


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.7 (Élimination de l’implication). Soient p et q des assertions. Si p et l’implication p ⇒ q sont vraies, la règle d’élimination de l’implication ou modus ponens permet d’affirmer que l’assertion q est également vraie. L’esquisse


[image: ]


symbolise cette règle.


[image: ]


L’équivalence étant la conjonction de deux implications, la définition 2.3.8 suivante découle des définitions 2.3.5 et 2.3.7.


Définition 2.3.8 (Élimination de l’équivalence). Soient p et q des assertions. Si p et l’équivalence p ⇔ q sont vraies, la règle d’élimination de l’équivalence permet d’affirmer que l’assertion q est également vraie. De manière analogue, si q et p ⇔ q sont vraies, alors p est vraie. Les schémas


[image: ]


représentent cette loi.


[image: ]


La règle de la disjonction des cas est une autre règle d’élimination digne d’intérêt.


Définition 2.3.9 (Disjonction des cas). Étant donné un nombre entier naturel positif n, ainsi que des assertions p1, . . . , pn et q. Si la disjonction p1 ∨ ⋯ ∨ ∨pn est vraie, et si la supposition de la véracité de chacune des assertions p1, ⋯, pn, respectivement, entraîne la véracité de q, alors la règle de disjonction des cas permet d’affirmer que l’assertion q est vraie. Le schéma


[image: ]


symbolise cette règle.


[image: ]


Si par exemple, dans la définition précédente, n = 3, alors la règle de disjonction des cas est représentée comme suit :


[image: ]


Soit p une assertion. En vertu de la table de vérité de la négation (voir le tableau 2.4 à la page →), une des deux assertions p et ¬p est vraie. De ce fait, la disjonction p ∨ ¬p est vraie. Cette remarque, appelée principe du tiers exclu (du latin tertium non datur), permet de formuler une variante de la règle de la disjonction des cas.


Définition 2.3.10 (Disjonction des cas avec tiers exclu). Soient p et q des assertions. Si la supposition de la véracité de p d’une part, et celle de ¬p d’autre part, entraînent la véracité de q, alors la règle de disjonction des cas avec le principe du tiers exclu permet d’affirmer que l’assertion q est vraie. Le schéma


[image: ]


symbolise cette règle.


Définition 2.3.11 (Implication matérielle). Soient p et q des assertions. Si p est fausse, la règle d’implication matérielle permet d’affirmer que l’implication p ⇒ q est vraie. Le schéma


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.12 (Contraposition). Soient p et q des assertions. Si la supposition que q est fausse entraîne que p est fausse, la règle de contraposition permet d’affirmer que l’implication p ⇒ q est vraie. Le diagramme


[image: ]


exprime cette règle.


[image: ]


La règle d’élimination de l’implication (voir définition 2.3.7) suggère une variante de la règle de contraposition formulée ci-dessous.


Définition 2.3.13 (Variante de la contraposition). Soient p et q des assertions. Si l’implication p ⇒ q est vraie et q fausse, la règle de contraposition ou modus tollens permet d’affirmer que l’assertion p est également fausse. L’esquisse


[image: ]


symbolise cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.14 (Raisonnement par l’absurde). Soit p une assertion. Si la supposition que p est fausse entraîne une assertion fausse quelconque, la règle du raisonnement par l’absurde (du latin reductio ad absurdum) permet d’affirmer que l’assertion p est vraie. Le schéma


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


La règle du raisonnement par l’absurde peut être également formulée en d’autres termes, notamment ceux de la définition 2.3.15 suivante.


Définition 2.3.15 (Reductio ad absurdum). Soient p et q des assertions. Si q est vraie et si la supposition que p est fausse entraîne que q est fausse, la règle du raisonnement par l’absurde permet d’affirmer que l’assertion p est vraie. Le dessin


[image: ]


symbolise cette règle.


Une variable x est libre dans une expression si elle n’est liée à aucun quantificateur dans cette expression (voir la définition 2.2.16 et l’exemple 2.2.17). Cette « liberté » est parfois symbolisée par la notation p(x). Par ailleurs, pour tout objet c de même nature que la variable x, l’assertion obtenue en remplaçant x par c est notée p(c).


Ces observations permettent de formuler des règles de déduction faisant intervenir les quantificateurs.


Définition 2.3.16 (Généralisation). Soit x une variable libre dans une assertion p(x). Si pour chaque objet c d’une collection C l’assertion p(c) est vraie, la règle de généralisation permet d’affirmer que l’assertion (∀x ∈ C) p(x) est vraie. Le schéma


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


La règle donnée par la définition 2.3.17 suivante porte sur les assertions dotées du quantificateur existentiel.


Définition 2.3.17 (Contradiction des contre-exemples). Soit x une variable libre dans une assertion p(x). Si la supposition, qu’il existe un objet c d’une collection C pour lequel l’assertion p(c) est fausse, conduit à une assertion fausse, la règle de contradiction des contre-exemples permet d’affirmer que l’assertion (∀x ∈ C) p(x) est vraie. Le schéma


[image: ]


symbolise cette règle.


[image: ]


L’analogue de la règle de contradiction des contre-exemples est donnée par la définition 2.3.18 ci-dessous.


Définition 2.3.18 (Existence non-constructive). Soit x une variable libre dans une assertion p(x). Si la supposition que l’assertion (∀x ∈ C) ¬p(x) est vraie conduit à une assertion fausse, la règle d’existence non-constructive permet d’affirmer que l’assertion (∃x ∈ C) p(x) est vraie. Le schéma


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


Toutes les règles de déduction présentées ci-dessus découlent du modèle définissant la vérité mathématique, présenté dans la section consacrée à la sémantique des langages formels. Ces règles sont notamment des conséquences des tableaux 2.4 à la page → et 2.5 à la page →, ainsi que de la définition 2.2.37 à la page →.


La règle d’induction et sa version modifiée (voir les définitions 2.3.19 et 2.3.20 ci-dessous) se justifient par des éléments de la théorie des ensembles. Elle sont notamment des conséquences de la définition de l’ensemble N des nombres naturels (voir la proposition 3.4.9 à la page →).


Définition 2.3.19 (Induction). Soit n une variable libre dans une assertion p(n). Si l’assertion p(0) est vraie, et si la supposition de la véracité de p(n) entraîne la véracité de p(n + 1), la règle d’induction permet d’affirmer que l’assertion (∀n ∈ [image: ]) p(n) est vraie. Le schéma


[image: ]


esquisse cette règle.


[image: ]


Définition 2.3.20 (Induction généralisée). Soit n une variable libre dans une assertion p(n). Si l’assertion p(k) est vraie pour un nombre entier naturel k ∈ [image: ], et si la supposition de la véracité de p(n) entraîne la véracité de p(n + 1), la règle d’induction généralisée permet d’affirmer que l’assertion (∀n ∈ [image: ]) (n ≥ k ⇒ p(n)) est vraie. Le schéma


[image: ]


représente cette règle.


[image: ]


Le principe d’induction généralisée s’applique par exemple pour démontrer qu’une assertion p(n) est vraie pour tout nombre entier naturel n supérieur ou égal à 4. À cet effet, il faut prouver que l’assertion p(4) est vraie, puis établir que la véracité de p(n) entraîne celle de p(n + 1). Ces actions sont schématisées de la manière suivante :


[image: ]


À toutes fins utiles, le tableau 2.16 ci-dessous donne une vue d’ensemble des principales règles de déduction.


Tableau 2.16 – Principales règles de déduction


[image: ]


[image: ]



Typologie des propositions mathématiques


Les propositions d’une théorie mathématique n’ont pas toutes la même portée. La règle est d’utiliser les termes axiome, théorème, lemme ou corollaire pour signifier la valeur et l’importance d’une proposition.


Il a déjà été indiqué que les axiomes sont les propositions qui constituent la base et le point de départ du développement d’une théorie mathématique.


Un théorème est une proposition qui livre une information majeure, et qui est le faîte d’un domaine des mathématiques. En général, la démonstration d’un théorème n’est pas triviale. Par exemple, les théorèmes des valeurs intermédiaires et des accroissements finis, puis le théorème fondamental du calcul différentiel et intégral sont emblématiques de la théorie des fonctions numériques d’une variable réelle (voir le volume II de l’ouvrage).


Le terme lemme est utilisé pour désigner un résultat intermédiaire permettant de démontrer une autre proposition plus importante. Certaines propositions importantes, qui sont utiles dans des situations diverses et variées, sont également appelées lemmes.


Un corollaire est une proposition qui découle facilement, sans grands efforts, d’une autre proposition ou de la démonstration de cette dernière.


Tout résultat qui ne respecte pas l’une des descriptions présentées ci-dessus est appelé proposition. En général, la démonstration d’une proposition n’est pas ardue. Au demeurant, la coutume commande d’utiliser le mot remarque pour labelliser les propositions qui découlent de manière triviale des définitions ou des axiomes.


2.4. Axiomatisation et développement de la géométrie du plan euclidien


Comme toute science, la mathématique ne peut être construite sur la seule logique.


DAVID HILBERT


Les fondements des mathématiques


La présente section présente des exemples pour illustrer l’utilisation des règles de déduction et clarifier le concept de démonstration. Elle s’inscrit dans le cadre de la géométrie euclidienne du plan, telle qu’enseignée dans les premières classes au collège. Pour rester dans l’esprit de la démarche mathématique décrite en début de chapitre (voir la section 2.1 et le schéma 2.1), il convient de préciser le background axiomatique de cette théorie. Cette précision comporte deux éléments :


1. la formulation des axiomes, c’est-à-dire, des lois de base de cette géométrie ;


2. la désignation et la définition de ses objets de base.


Ces deux aspects sont traités en s’appuyant sur le concept intuitif de distance, à l’aune des nombres réels. À cet effet, seront mises à contribution les lois régissant les opérations (addition, multiplication, etc.) et la relation d’ordre ≤ entre des nombres réels. Celles-ci sont décrites de manière formelle dans la section 3.7 du chapitre 3 à partir de la page →.



Définitions et axiomes de la géométrie euclidienne du plan


Le plan euclidien [image: ] est une collection d’objets, appelés points, munie d’une correspondance d qui, à chaque paire de points (A, B), associe un nombre réel noté


d(A, B) ou AB


et appelé distance de A à B. Cette correspondance satisfait les quatre axiomes suivants.


Axiome GE 1. La distance entre deux points quelconques du plan est nulle ou strictement positive.


[image: ]


Axiome GE 2. La distance entre deux points du plan est nulle si et seulement si ces points sont égaux.


[image: ]


Axiome GE 3. Pour tous points P et Q, la distance PQ est égale à la distance QP.


[image: ]


Axiome GE 4. Pour tous points P, Q et R du plan, l’inégalité PQ ≤ PR + RQ est satisfaite.


[image: ]


Si [image: ] × [image: ] désigne la collection des paires de points, et [image: ] × [image: ] × [image: ] celle des triplets de points, alors ces axiomes peuvent être présentés en termes formels comme suit :


GE 1. (∀(P, Q) ∈ [image: ] × [image: ]) PQ ≥ 0.


GE 2. (∀(P, Q) ∈ [image: ] × [image: ]) (PQ = 0 ⇔ P = Q).


GE 3. (∀(P, Q) ∈ [image: ] × [image: ]) PQ = QP.


GE 4. (∀(P, Q, R) ∈ [image: ] × [image: ] × [image: ]) PQ ≤ PR + RQ.


À cette étape, au seul moyen de la distance, il est possible de définir les concepts de bases suivants : segment, alignement, droite, demi-droite, et cercle.


Définition 2.4.1 (Segment). Soient A et B des points, le segment [AB] d’extrémités A et B est constitué de tous les points M vérifiant l’égalité AM + MB = AB.


Définition 2.4.2 (Alignement). Trois points A, B et C sont dits alignés si l’un d’eux appartient au segment formé par les deux autres.


[image: ]


Définition 2.4.3 (Droite). Étant donné deux points distincts A et B, la droite (AB) est constituée de tous les points M alignés avec A et B.


[image: ]


Définition 2.4.4 (Demi-droite). Étant donné deux points distincts A et B, la demidroite [AB) d’origine A contenant B est constitué de tous les points M de la droite (AB) tels que M appartienne au segment [AB] ou B appartienne au segment [AM].


[image: ]


Définition 2.4.5 (Cercle). Soient A un point et r un nombre réel strictement positif, le cercle de centre A et de rayon r est constitué de tous les points M tels que AM = r. Le terme rayon est aussi utilisé pour désigner tout segment [AM] où le point M appartient à ce cercle.


[image: ]


L’appartenance d’un point A à la droite D peut être exprimée par l’une des expressions suivantes :




	le point A est sur la droite D;


	la droite D contient le point A;


	la droite D passe par le point A.





Cette terminologie s’applique également aux segments, demi-droites et cercles.




[image: ]




Schéma 2.3 – Segment, droite, demi-droite et cercle








Les concepts d’alignement et de droite permettent de formuler les axiomes GE 5 et GE 6 suivants.


Axiome GE 5. Le plan [image: ] contient au moins trois points non alignés.


[image: ]


Axiome GE 6. Soient D une droite et M un point appartenant à cette droite. Si r désigne un nombre réel strictement positif, alors il existe sur la droite D un unique couple (A, B) de points tels que M ∈ [AB] et AM = BM = r.


[image: ]


Axiome GE 7. Dans le plan euclidien, si des points M et N appartiennent à un segment [AB], alors N ∈ [AM] ou N ∈ [MB].


[image: ]




[image: ] La relation d’égalité pour les collections de points du plan.


Des collections C1 et C2, constituées de points du plan euclidien, sont dites égales ou confondues lorsqu’elles contiennent exactement les mêmes points. Le cas échéant, la notation C1 = C2 est d’usage.







[image: ] Le symbole d’inclusion ⊆.


Soient C1 et C2 des collections de points du plan euclidien. Si chaque point de C1 appartient à C2, la collection C1 est dite incluse dans C2. La coutume recommande alors d’adopter la notation C1 ⊆ C2, qui se lit « C1 est inclus dans C2 ». À ce compte-là, deux collections C1 et C2 sont égales si et seulement si C1 ⊆ C2 et C2 ⊆ C1.





Par exemple, pour des points distincts A et B, tout point du segment [AB] appartient à la droite (AB). Ceci s’exprime formellement par [AB] ⊆ (AB). De plus, [AB) ⊆ (AB).




[image: ] Intersection et réunion de collections.


Soient C1 et C2 deux collections de points du plan. L’intersection de C1 et C2, notée C1 ∈ C2, est constituée de tous les points M tels que M ∈ C1 et M ∈ C2, c’est-à-dire de tous les points appartenant simultanément à ces deux collections. Cette intersection est dite vide lorsqu’elle ne contient aucun point ; en langage formel, ce fait est symbolisé par C1 ∩ C2 = ∅.


La réunion de C1 et C2, notée C1 	∪ C2, est constituée de tous les points M appartenant à au moins l’une des deux collections C1 et C2.





Définition 2.4.6 (Droites sécantes). Deux droites sont dites concourantes ou sécantes si leur intersection contient exactement un point.


[image: ]


Ainsi, si des droites D et D′ sont sécantes, alors il existe un point A tel que D∩D′ = {A}. Dans ce cas, les droites D et D sont dites sécantes ou concourantes en A.


Définition 2.4.7 (Droites parallèles). Deux droites sont dites parallèles si elles sont égales ou si leur intersection est vide.


[image: ]
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Schéma 2.4 – Droites sécantes et droites parallèles








La relation de parallélisme est symbolisée par ||. Ainsi, la notation D||D′ traduit que les droites D et D′ sont parallèles. Ce symbole permet d’exprimer la définition 2.4.7 sous la forme d’une équivalence. Notamment,


D||D′ ⇔ (D = D′ ∨ D 	∩ D′ = ∅).


Par ailleurs, [image: ] signifie que les droites D et D′ ne sont pas parallèles.


La relation de parallélisme est encadrée en sus par l’axiome GE 8 suivant.


Axiome GE 8 (Axiome des parallèles). Étant donné une droite D et un point A n’appartenant pas à D, il existe une et une seule droite parallèle à D et contenant A.
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Schéma 2.5 – Illustration de l’axiome des parallèles








Lorsque l’intersection C1 ∩ C2 de deux collections de points est non vide, il est coutume de dire qu’elles se rencontrent ou se coupent ; ou encore que l’une rencontre ou coupe l’autre. Dire par exemple que deux droites D1 et D2 sont sécantes en un point A est synonyme de dire que la droite D1 rencontre D2 en A.


L’axiome GE 9 ci-dessous est un héritage du mathématicien allemand Moritz Pasch (1843 – 1930), qui est l’un des pionniers de la méthode axiomatique.


Axiome GE 9 (Pasch). Dans le plan euclidien, étant donné une droite D, soient A, B et C des points non alignés et n’appartenant pas à D. Si la droite D rencontre le segment [AB], alors elle rencontre également [AC] ou [BC] (pas les deux à la fois).


[image: ]
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Schéma 2.6 – Illustration de l’axiome GE 9 de Pasch








La définition de la perpendicularité, un autre concept central de la géométrie euclidienne, s’appuie sur la notion d’angle.


Définition 2.4.8 (Angle). Un angle est une collection formée par deux demi-droites de même origine. Plus précisément, deux demi-droites [AB) et [AC) de même origine A forment un angle noté [image: ] ou [image: ]. Le point A est alors appelé sommet de l’angle BAC, et les côtés de cet angle sont les demi-droites [AB) et [AC).


[image: ]


Une typologie des angles est concevable à l’aune du rapport entretenu par leurs côtés.


Définition 2.4.9 (Angle nul). Un angle [image: ] est dit nul lorsque les demi-droites [AB) et [AC) sont égales.


[image: ]


En d’autres termes, étant donné des points A, B et C tels que A ≠ B et A ≠ C, un angle [image: ] est nul si C ∈ [AB) ou B ∈ [AC).


Définition 2.4.10 (Angle plat). Un angle [image: ] est dit plat lorsque son sommet A appartient au segment [BC].


[image: ]


À l’évidence, si un angle [image: ] est plat, alors les points A, B et C sont alignés ; de plus, les droites (AB) et (AC) sont confondues et égales à la réunion des côtés [AB) et [AC) (voir la proposition 2.4.30 à la page →).


Chaque angle divise le plan en deux secteurs. Pour une visualisation plus précise de cet état de chose, il est opportun de distinguer les angles plats des autres.


Définition 2.4.11 (Intérieur d’un angle non plat). L’intérieur ou le secteur intérieur d’un angle non plat [image: ] est la collection constituée de tous les points M appartenant à un segment [PQ] où P appartient à la demi-droite [AB) et Q appartient à la demi-droite [AC).


[image: ]


L’intérieur d’un angle [image: ] est donc la réunion de tous les segments [PQ] tels que P ∈ [AB) et Q ∈ [AC).




[image: ]




Schéma 2.7 – Secteurs intérieur et extérieur d’un angle non plat








Définition 2.4.12 (Extérieur d’un angle non plat). L’extérieur ou le secteur extérieur d’un angle non plat [image: ] est la collection constituée de tous les points du plan qui n’appartiennent pas au secteur intérieur de l’angle [image: ].


[image: ]


Selon l’axiome GE 5 à la page →, pour toute droite, il existe un point n’appartenant pas à celle-ci. Les définitions 2.4.13 et 2.4.14 ci-dessous sont donc cohérentes.


Définition 2.4.13 (Demi-plan ouvert). Dans le plan euclidien [image: ], soit D une droite et A un point n’appartenant pas à D.




	Le demi-plan ouvert de frontière D contenant A est la collection des points M ∈ [image: ] tels que le segment [AM] ne coupe pas la droite D; il est symbolisé par ]D, A).


	Le demi-plan ouvert de frontière D ne contenant pas A est la collection des points M ∈ [image: ] n’appartenant ni à D, ni à ]D, A) ; il est désigné par ]D, ¬A).





[image: ]


Définition 2.4.14 (Demi-plan fermé). Dans le plan euclidien [image: ], soit D une droite et A un point n’appartenant pas à D.




	Le demi-plan fermé de frontière D contenant A est la réunion de la droite D et du demi-plan ouvert ]D, A) ; il est symbolisé par [D, A).


	Le demi-plan fermé de frontière D ne contenant pas A est la réunion de la droite D et du demi-plan ouvert ]D, ¬A) ; il est désigné par [D, ¬A).





[image: ]
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Schéma 2.8 – Demi-plans fermés








Il sied de noter que la définition 2.4.13 entraîne


[image: ] = ]D, A) ∪ D ∪ ]D, ¬A).


Chaque droite divise donc le plan en deux demi-plans. Du reste, puisque tout angle plat correspond à une droite, les demi-plans peuvent également être perçus comme étant des secteurs angulaires.


Définition 2.4.15 (Angles opposés). Deux angles [image: ] et [image: ] de même sommet A tels que le point A appartienne aux segments [BE] et [CF] sont dits opposés.


[image: ]


Il est utile de noter que deux droites sécantes livrent quatre angles qui sont deux à deux opposés. Plus précisément, si deux droites D et D′ sont sécantes en un point A, alors il existe quatre points B, C, E et F distincts de A tels que :




	les points B et E appartiennent à la droite D;


	les points C et F appartiennent à la droite D′;


	le point A est contenu dans chacun des segments [BE] et [CF].





Par conséquent, les angles [image: ] et [image: ] d’une part, puis [image: ] et [image: ] d’autre part, sont opposés.


Définition 2.4.16 (Angles adjacents). Deux angles ayant un côté en commun sont dits adjacents.


[image: ]


Définition 2.4.17 (Angles supplémentaires). Deux angles adjacents [image: ] et [image: ] sont dits supplémentaires lorsque l’angle [image: ] est plat.


[image: ]
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Schéma 2.9 – Angles opposés, angles adjacents, angles supplémentaires








Dans le plan euclidien, soient A, B et C des points deux à deux distincts. En vertu de l’axiome GE 6 à la page →, il existe un point B′ distinct de A et B, appartenant à la droite (AB), tel que A ∈ [BB′]. Alors, les angles [image: ] et [image: ] sont supplémentaires. De manière analogue, il existe un point C′ sur la droite (AC), distinct de A et C, tel que les angles [image: ] et [image: ] soient supplémentaires. Cette réflexion justifie la remarque 2.4.18 suivante.


Remarque 2.4.18. Chaque angle possède exactement deux angles supplémentaires. Précisément, étant donné un angle [image: ], il exite un point B′ distinct de A et B tel que A ∈ [BB′], ainsi qu’un point C′ distinct de A et C tel que A ∈ [CC′]. Alors, [image: ] et [image: ] sont les uniques angles supplémentaires à [image: ]. Ils sont du reste opposés.


[image: ]


Définition 2.4.19 (Triangle). Soient A, B et C des points non alignés. La réunion des trois segments [AB], [BC] et [AC] est appelée triangle ABC. En d’autres termes, le triangle ABC est constitué de tous les points contenus dans l’un des trois segments [AB], [BC] et [AC]. Les points A, B et C sont alors appelés sommets du triangle. Par ailleurs, les segments [AB], [BC] et [AC] sont les côtés du triangle.


[image: ]


Dans la notation des triangles, l’ordre de citation des sommets n’a pas d’importance. Ainsi, ABC, BCA ou CBA désignent le même triangle.


La dénomination « triangle » se justifie par le fait que trois points non alignés A, B et C engendrent trois angles, à savoir [image: ] et [image: ]. Au demeurant, lorsqu’il n’y aucun risque de confusion, ces angles peuvent être désignés, de manière simplifiée, respectivement par [image: ], [image: ] et [image: ].


Définition 2.4.20 (Triangle isocèle). Un triangle ABC est dit isocèle en A si les distances AB et AC sont égales, c’est-à-dire AB = AC.


[image: ]


Définition 2.4.21 (Triangle équilatéral). Un triangle ABC est dit équilatéral si les distances AB, AC et BC sont égales, c’est-à-dire AB = AC = BC.


[image: ]
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Schéma 2.10 – Triangle isocèle et triangle équilatéral








Définition 2.4.22 (Congruence des segments). Soient A, B, C et D des points. Le segment [AB] est dit congruent au segment [CD] si AB = CD.


[image: ]


La relation de congruence peut également être définie pour les triangles et les angles.


Définition 2.4.23 (Congruence des triangles). Un triangle ABC est dit congruent à un triangle A′B′C lorsque les égalités


AB = A′B′, AC = A′C′ et BC = B′C′


sont satisfaites.


[image: ]


Définition 2.4.24 (Congruence des angles). Un angle [image: ] est dit congruent à un angle [image: ] existe quatre points


P ∈ [AB) \ {A} et Q ∈ [AC) \ {A},


puis


P′ ∈ [A′B′) \ {A′} et Q′ ∈ [A′C′) \ {A′},


tels que AP = A′P′, puis AQ = A′Q′et PQ = P′Q′. Pour des angles non nuls et non plats, ceci signifie que les triangles APQ et A′P′Q′ sont congruents.


[image: ]


L’axiome GE 10 suivant encadre la congruence des angles.


Axiome GE 10. Soit une demi-droite [OP) et un angle [image: ] non plat et non nul. Alors, il existe exactement deux demi-droites [OM) et [ON) telles que les angles [image: ] et [image: ] soient congruents à [image: ]. De plus, M ∉ (OP) et N ∉ (OP), puis N ∈](OP), ¬M).


[image: ]
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Schéma 2.11 – Illustration de l’axiome GE 10








La définition 2.4.25 suivante est justifiée par le fait que chaque droite scinde le plan en deux demi-plans ouverts.


Définition 2.4.25 (Côtés d’une droite). Soit D une droite. Des points ou des collections de points sont dit être du même côté par rapport à la droite D lorsqu’ils sont tous contenus dans l’un des deux demi-plans ouverts déterminé par la droite D.


[image: ]


Cette nouvelle terminologie permet une réécriture de l’axiome GE 10.


Remarque 2.4.26. D’après l’axiome GE 10, étant donné une demi-droite [OP), il existe de chaque côté de la droite (OP) exactement une demi-droite [OM) telle que l’angle [image: ] soit congruent à un angle non nul et non plat donné.


[image: ]


L’axiome GE 11 suivant indique le lien entre la congruence des segments et des angles.


Axiome GE 11. Soient ABC et A′B′C′ des triangles tels que AB = A′B′ et AC = A′C′. Si l’angle [image: ] est congruent à [image: ], alors l’angle [image: ] est congruent à [image: ], et l’angle [image: ] est congruent à [image: ].


[image: ]




[image: ]




Schéma 2.12 – Illustration de l’axiome GE 11








La relation de congruence, qui intuitivement signifie « superposable », permet de définir les angles droits et la perpendicularité.


Définition 2.4.27 (Angles droits). Un angle est dit droit s’il est congruent à chacun des ses angles supplémentaires.


[image: ]


Définition 2.4.28 (Droites perpendiculaires). Deux droites sécantes en un point A sont dites perpendiculaires lorsque l’un des quatre angles de sommet A qu’elles engendrent est un angle droit. La relation de perpendicularité est symbolisée par ⊥.


[image: ]


Dans ce cas, tous les quatre angles de sommet A engendrés par ces droites sont droits. L’expression « la droite D est perpendiculaire à la droite D′ en A » signifie que les droites D et D′ sont sécantes en un point A et sont perpendiculaires.


Définition 2.4.29 (Triangle rectangle). Un triangle ABC est dit rectangle en B si l’angle [image: ] est droit.


[image: ]




[image: ]




Schéma 2.13 – Perpendicularité et triangle rectangle








Exemples de démonstrations en géométrie euclidienne du plan


La réflexion sur la géométrie du plan qui va suivre s’inscrit dans le contexte présenté ci-dessus. Elle s’ouvre sur une caractérisation de l’égalité des droites.


Proposition 2.4.30. Une droite D et deux points distincts A et B sont considérés. De plus, les lettres p et q désignent respectivement les assertions suivantes :




	Les points A et B appartiennent à la droite D.


	Les droites D et (AB) sont égales.





Alors, l’implication p ⇒ q est valide. Autrement dit, si des points distincts A et B appartiennent à une droite D, alors la droite (AB) est égale à D.


Preuve. D’après la règle d’introduction de l’implication (voir la définition 2.3.3 à la page →), partant de l’hypothèse que les points distincts A et B appartiennent à la droite D, il faut arriver à l’égalité D = (AB). Il est donc supposé que deux points distincts A et B appartiennent à une droite D. En raison de la définition du concept de droite, il existe deux points distincts P et Q qui portent la droite D, c’est-à-dire D = (PQ). Par conséquent, chacun des points A et B est aligné avec P et Q. Soit à présent M un point appartenant à la droite (AB). Alors, par définition, le point M est aligné avec A et B. Il est par conséquent aussi aligné avec P et Q. Il en résulte que M appartient à la droite (PQ) = D. Ainsi, tout les points de la droite (AB) sont contenus dans la droites D. Une argumentation similaire montre que tout les points de la droite (PQ) = D sont contenus dans la droite (AB). En conclusion les droites (AB) et D contiennent exactement les mêmes points. Elles sont de ce fait égales. En vertu de la règle d’introduction de l’implication, ceci conclut la démonstration de la véracité de l’assertion p ⇒ q.


[image: ]


Le schéma 2.14 résume la démonstration de la proposition 2.4.30 précédente. Il permet en outre de visualiser l’enchaînement des arguments utilisés.




[image: ]




Schéma 2.14 – Vue d’ensemble de la preuve de la proposition 2.4.30








Proposition 2.4.31 (Caractérisation de l’égalité des droites). Deux droites D1 et D2 sont considérées. De plus, les lettres p et q désignent respectivement les assertions


« D1 et D2 sont égales »


et


« D1 et D2 ont au moins deux points communs ».


Alors, l’équivalence p ⇔ q est vraie. En d’autres termes, deux droites sont égales si et seulement si elle ont au moins deux points communs.


Preuve. D’après la règle d’introduction de l’équivalence (voir la définition 2.3.4), la preuve doit être menée en deux temps. Dans un premier temps, il faut montrer que l’égalité D1 = D2 induit l’existence de deux points distincts A et B appartenant à la fois à D1 et D2. Dans un second temps, partant de l’hypothèse que les droites D1 et D2 ont deux points distincts communs, il faut arriver à l’égalité D1 = D2.


Premièrement, il est supposé que deux droites D1 et D2 sont égales. Selon la définition du concept de droite, il existe deux points distincts A et B tels que D1 = (AB). En vertu de l’égalité D1 = D2, il s’ensuit que les points distincts A et B sont communs à D1 et D2.


Deuxièmement, il est supposé que deux points distincts A et B sont contenus dans chacune des droites D1 et D2. D’après la proposition 2.4.30, il en découle que chacune des droites D1 et D2 est égale à la droite (AB). Ceci a pour conséquence l’égalité D1 = D2.


Finalement, la règle d’introduction de l’équivalence permet de conclure que deux droites D1 et D2 sont égales si et seulement si elles ont au moins deux points communs.


[image: ]
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Schéma 2.15 – Vue d’ensemble de la preuve de la caractérisation de l’égalité des droites








À la suite de la caractérisation de l’égalité des droites, il est utile d’analyser la négation de la relation de parallélisme.


Proposition 2.4.32. Les lettres p et q désignent respectivement les assertions


« les droites D1 et D2 sont parallèles »


et


« les droites D1 et D2 sont sécantes ».


Alors, l’équivalence ¬p ⇔ q est vraie. En d’autres termes, deux droites ne sont pas parallèles si et seulement si elles sont sécantes.


Preuve. Il est utile de rappeler que, par définition, deux droites sont parallèles si elles sont égales ou si leur intersection est vide. En vertu de la première loi de De Morgan (voir la remarque 2.2.46 à la page →), deux droites ne sont pas parallèles si et seulement si elles sont distinctes et leur intersection n’est pas vide.
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