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Vorwort


In diesem Buch werden Anwendungen der Stochastik in der Oberstufe mit vielen Beispielen beschrieben. Die Beschreibungen orientieren sich an den Aufgaben- und Problemstellungen, wie sie in der Oberstufe an Gymnasien als auch an Fachoberschulen behandelt werden. Das Buch kann auch zur Abiturvorbereitung verwendet werden und zum selbstständigen Aufarbeiten des Stoffes der Klassen 12 und 13. Ergänzende Beispiele und Aufgaben finden sich auf der Webseite www.mathe-total.de zum Buch.


Zum Inhalt des Buches gehören die Grundlagen der Kombinatorik, die Erstellung von Wahrscheinlichkeitsbäumen, die Berechnung des Erwartungswertes und der Varianz, die Berechnung von Kenngrößen von Stichproben, bedingte Wahrscheinlichkeiten und Kreuztabellen, das Bernoulli-Experiment und die Binomialverteilung, die Berechnung der Sigma-Umgebung, die Durchführung von Hypothesentests sowie Grundlagen zur Normalverteilung.


Es wurden viele Erklärungen, wichtige Hinweise für bestimmte Aufgabentypen, Aufgabenbeispiele mit Lösungstipps und Grafiken eingefügt. Bei allen Beschreibungen wurde darauf geachtet, dass diese für Schülerinnen und Schüler möglichst verständlich sind. Weitere Aufgaben und Beispiele zum Buch sind auf der Seite www.mathe-total.de zu finden und in der aktuellen Auflage wurden Links zu entsprechenden Übungsaufgaben mit Lösungen hinzugefügt.


Dr. Marco Schuchmann


(e-mail: schuchmann@mathe-total.de)









1 Grundlagen


1.1 Grundbegriffe


Wir beginnen auf der ersten Seite mit einem etwas theoretischen Einstieg, der sich so in diversen Schulbüchern findet. Er dient der formalen Beschreibung von Zufallsexperimenten. In der Wahrscheinlichkeitstheorie an Hochschulen wird dies noch weiter ausgebaut, was hier in diesem Buch, wie allgemein in der Schulmathematik, nicht gemacht wird. Wir kommen danach zu praktischen Beispielen.


Alle möglichen Ereignisse eines Zufallsexperiments fassen wir in einer Ereignismenge Ω zusammen, die auch teils mit einem großen S bezeichnet wird. Ereignisse sind Teilmengen von Ω. Umfasst das Ereignis nun ein Element von Ω, dann handelt es sich um ein Elementarereignis.


Beispiel:


Bei einem Würfel mit sechs Seiten wäre [image: ]


Ein mögliches Ereignis A wäre, dass wir eine gerade Zahl würfeln:


[image: ]


Ein Elementarereignis wäre B={6}, also das Ereignis, dass eine 6 gewürfelt wird.


Laplace-Experiment:


Wir gehen hier davon aus, dass es nur endlich viele Elementarereignisse gibt: [image: ]


Jedes Elementarereignis E soll mit derselben Wahrscheinlichkeit auftreten [image: ]


Somit gilt für ein Ereignis [image: ]


Bemerkungen:


1) |M| ist die Anzahl der Elemente in M.


2) Im Folgenden wird von einem „fairen“ Zufallsexperiment gesprochen, wenn es sich um ein Laplace-Experiment handelt, wie bei „fairem Würfel“ oder „fairer Münze“, wo jede Seite mit der gleichen Wahrscheinlichkeit oben liegen kann.


Beispiel „fairer“ Würfel:


Hier gibt es 6 mögliche Elementarereignisse, wobei jedes (deshalb „fairer Würfel“) mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/6 auftritt. Beispielsweise gilt dann:


[image: ]


Es gilt folgendes Gesetz für zwei Ereignisse A und B:


[image: ]


Beispiel:


In einer Urne sind 20 Kugeln mit den Ziffern von 1, 2, …, 20 beschriftet. Es wird zufällig eine Kugel gezogen.


Wir betrachten folgende Ereignisse:


A: Es wird eine Kugel mit einer Ziffer gezogen, die durch 9 teilbar ist.


B: Es wird eine Kugel mit einer Ziffer gezogen, die durch 6 teilbar ist.


[image: ]


Das ist das gleiche wie P(A∪B) = P({6, 9, 12, 18}).


Weiterhin gilt: [image: ]


Beispiel:


A sei das Ereignis, dass keine 6 geworfen wird: A = {1, 2, 3, 4, 5}


Damit ergibt sich das Komplement von A (dies sind alle Elemente von [image: ] die nicht in A liegen): [image: ]


Somit gilt:


[image: ]


Bemerkungen:


Diese Formel wird bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten über die Binomialverteilung später auch verwendet. Sie findet oft Anwendung, wenn die direkte Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(A) zu aufwändig wäre und P(A) einfacher berechnet werden kann. Beispielsweise, wenn berechnet werden soll, dass beim zehnmaligen Würfeln mindestens eine 6 erscheint. Im Beispiel 3 des nächsten Kapitels wird diese auch angewendet.


Erklärungen zum Thema Mengen:


http://www.mathe-total.de/new15b/Grundlagen-zu-Mengen.pdf









1.2  Wahrscheinlichkeitsbaum 


Beispiel 1: a) Ziehen mit Zurücklegen 


Im Folgenden versuchen wir den Formalismus relativ gering  zu halten und schreiben für die Wahrscheinlichkeit , dass das Ereignis  eintritt, dass  eine rote Kugel gezzogen wird, einfach P(rot).  Wir betrachten folgend des Beispiel : In einer  Urne sind 2 2 rote und 3 3 blaue Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit  für das Ziehen jeder einzelnen Kugel ist natürlich, wie in den folgenden Beispielen, gleich  („Laplace Experiment“). Beim Ziehen einer  Kugel ist die Wahrscheinlichkeit  für eine rote Kugel


[image: ]


denn von 5 Kugeln  sind 2 rot.


[image: ]


Hier wurde – wie beschrieben – angenommen, dass jede Kugel mit  derselben Wahrscheinlichkeit  auftritt. Die Wahrscheinlichkeit für eine blaue Kugel ist dann


[image: ]


Damit ist die Wahrscheinlichkeit für „rot“ “ gleich [image: ] und für „ blau“ gleich  [image: ] = 60%. Die Summe über alle  Wahrscheinlichkeiten beträgt  hier 1 oder 100% (da sich die Ereignisse gegenseitig ausschließen).


Legen wir die gezogene Kugel zurück  und ziehen noch  einmal, dann ändert sich die Wahrscheinlichkeit  im zweiten  Zug nicht  D.h. die Wahrscheinlichkeit, dass eine blaue Kugel im 2. Zug gezogen wird, beträgt wieder [image: ]


Beim zweimaligen  Ziehen gibt es hier insgesamt 4 mögliche Ergebnisse:




	rot,  rot


	rot,  blau


	blau,  rot


	blau,  blau





Diese  können wir in einem Baum darstellen:



[image: ]



Möchte wir nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass 2- mal „rot“ gezogen  wird (wir behalten  hier die einfache Notation bei und schreiben  kurz P( rot,  rot) statt  P({(rot, rot) )}), dann können die einzelnen Wahrscheinlichkeiten für „rot“ beim jeweiligen Ziehen mutipliziert werden: 


[image: ]


Wir können also die Wahrscheinlichkeit  entlang eines Pfades (der Äste) multiplizieren . Die Wahrscheinlichkeit, dass  die erste Kugel rot und  die zweite blau ist, beträgt dann:


[image: ]


Dieselb  Wahrscheinlichkeit erhalten wird natürlich für „blau“ im 1. Zug und „rot“ im  2. Zug:


[image: ]


Für die letzte Wahrscheinlichkeit, d.h. hierfür (blau  blau), bleiben damit noch 100% % -16% - 24% = 36%, denn die Summe über die Wahrscheinlichkeiten aller dieser  Ereignisse  beträgt 100% ( bzw. 1). Oder wir berechnen diese  wieder über das Produkt:


Damit gilt:


[image: ]





	Ereignisse

	Wahrscheinlichkeit





	rot, rot

	0,16 





	rot, blau

	0,24 





	blau , rot

	0,24 





	blau , blau

	0,36 







Als nächstes wollen wir die Wahrscheinlichkeit für genau eine rote Kugel  bestimmen.


Hier gibt es 2 Möglichkeiten bzw. Pfade  im Baumdiagramm: rot, blau oder blau, rot. Damit müssen wir die entsprechenden Wahrscheinlichkeit  addieren (+) :


P(genau  eine rote Kugel) = P(rot, blau) +  P(blau, rot)


= 0,24  + 0,24 = 0 ,48 = 48%


Die Wahrscheinlichkeit für keine rote Kugel beträgt,  wie oben berechnet:


P(keine rote Kugel) = P( blau, blau)  = 0,36 =  36%


Hier werden die  Wahrscheinlichkeiten in einer Tabelle dargestellt:





	Anzahl roter Kugeln

	Wahrscheinlchkeit





	0

	0, 36





	1

	0, 48





	2

	0, 16







Nun können wir auch die Wahrscheinlichkeit für höchstens eine  rote Kugel  bestimmen :


P(höchstens eine  rote Kugel l = P(keine  rote Kuge) + P(genau  eine rote  Kugel)


= 0,36 + 0,48 = 0,84 = 84%


Die Wahrscheinlichkeit für höchstens eine rote Kugel ist hier somit P(blau, blau) + P(rot, blau) + P(blau, rot) ), mit (wenn  wir die Produkte noch  nicht berechnet hätten )


P(blau, blau) = P(blau) ∙ P(rot), u.s.w.. 


Da die  Summe über alle Wahrscheinlichkeiten wieder 1 beträgt, hätten wir die Wahrscheinlichkeit  für „höchstens eine rote Kugel“  auch über  die Gegenwahrscheinlichkeit berechnen können, , d.h. über die Wahrscheinlichkeit für „genau zwei rote  Kugeln“ ( denn es gibt nur  die Möglichkeiten „keine rote Kugel“, „genau eine rote  Kugel“ und „genau z zwei rote Kugeln“ ).


P(höchstens   eine rote Kugel) = 1 -  P(genau zwei rote Kugeln)
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