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    Esse livro,




    Bate Bola da Matemática e Estatística no Campo da Função Afim,




    foi concebido pelo desenvolvimento da minha dissertação de mestrado com o título,




    Relações entre variáveis estatísticas na contextualização e apropriação da função afim.
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    O livro “Bate bola da Matemática e Estatística no campo da Função Afim” é fruto da dissertação de mestrado do Cláudio Vitor intitulada “Relações entre variáveis estatísticas na contextualização e apropriação da função afim”, que avança para além das medidas de tendência central e de dispersão, nas pesquisas na área de Educação Estatística voltadas para o ensino de Estatística na Educação Básica.




    Convida o leitor, em especial, os professores de Matemática para a reflexão de como se ensina funções e como podemos trazer eventos do cotidiano dos estudantes, em que eles coletam seus próprios dados e vão acompanhando o processo de transformação de números e categorias em informação valiosa que pode auxiliar a tomada de consciência e de decisões sobre os problemas/temas abordados e, mais, convidando-os para a ação e para a mudança de postura, propiciando, assim, um ambiente em que eles sejam capazes de ler e entender este mundo em plena mudança.




    Cláudio inicia o livro questionando conceitos simples, que muitas vezes passam batidos, mas que, às vezes, nos dão um nó na cabeça, como, por exemplo, os conceitos de variável, relação, função, variação, covariação e, neste ponto, o desafio de trabalhar com variáveis estatísticas que diferentemente das variáveis trabalhadas na Matemática são marcadas pela sua variabilidade e que fazem parte de nosso cotidiano, como, por exemplo, quando lemos os resultados de um hemograma, com os limites inferior e superior; quando acompanhamos o crescimento de uma criança, comparando sua trajetória com as curvas de crescimento e sabemos que se a criança não está acompanhando a curva “média” ou “mediana”, devemos acionar imediatamente o pediatra; ou, ainda, quando acompanhamos as trajetórias dos candidatos na corrida eleitoral.




    Para mostrar aos estudantes que tudo isso está ao alcance deles, Cláudio os convidou para refletir sobre o avanço da obesidade no Brasil e suas graves consequências na saúde humana, depois os estudantes formularam o problema a investigar: Como estão os estudantes da turma com relação à obesidade?, coletaram seus dados antropométricos e os registraram no cubo estatístico e em banners que propiciaram a inspeção visual da distribuição dos dados.




    Este foi o ponto alto da investigação, pois um dos problemas no ensino e na aprendizagem dos conceitos estatísticos é a “transnumeração”, definida como a transformação dos dados em informação relevante, capaz de comunicar os resultados e capaz de ser entendida por outrem.




    É cativante ver como os estudantes começam a dar sentido ao conceito de média ao inspecionar visualmente a distribuição dos cubos ou dos círculos nos banners, demonstrando a importância do uso do material concreto manipulável na compreensão das medidas estatísticas. Inspecionar o formato da distribuição dos dados e dar palpites, de forma coletiva, possibilita a interação entre os estudantes, que ao defender e argumentar a plausibilidade de seus palpites, se dão conta que a média, por exemplo, está mais perto do centro (massa) dos dados, do que dos extremos e, assim, assistimos a emergência do conceito de forma intuitiva e significativa. Os estudantes foram encorajados a registrar seus palpites e depois a confrontá-los com os resultados dos cálculos. A maioria forneceu palpites muitos acurados, com erro menor de 5% e isso é uma proeza. Intuir o local em que média se encontra sem nenhum cálculo é um grande feito na compreensão do conceito.




    Este trabalho também mostra quão desafiador é trabalhar os conceitos estatísticos com dados reais, dos próprios estudantes, pois envolve muitos números e muitos cálculos, cujo tratamento, se não for bem planejado, se transformará em uma tarefa árdua, enfadonha, infértil e, aqui vem outro desafio, o de ver quais estratégias utilizar para minimizar essas dificuldades. Aqui, novamente, vemos a criatividade e a experiência de Cláudio em conduzir o trabalho em grupos e em levar materiais auxiliares.




    Por fim, neste trabalho, Cláudio mostra que não basta calcular as medidas estatísticas, colocar os dados em tabelas e em gráficos. É preciso buscar alternativas de apresentação dos dados, de forma que os leitores compreendam a informação relevante contida neles. Neste particular, o diagrama de dispersão clássico, relacionando a altura e a massa corpórea não consegue comunicar nada, já os mesmos dados com uma reconfiguração dos eixos cartesianos e com a ajuda de cores sinalizando as diversas faixas de obesidade, surpreenderam os estudantes, quando colocavam seus dados. Eles ficaram preocupados quando visualizaram que 75% estavam com indícios de obesidade.




    Se, de um lado, o livro pode parecer muito detalhista e, nesse caso, sugerimos uma leitura mais focada nos aspectos da implementação da sequência de ensino, de outro lado fornece pistas mais elaboradas para a compreensão dos conceitos envolvidos na covariação estatística e sua contribuição na compreensão das funções. De qualquer modo, nos parece uma leitura obrigatória para os professores que ensinam Matemática e que podem potencializar suas atividades com o uso da Estatística em sala de aula.




    Boa leitura.
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    “A educação é um ato de amor e, portanto,




    um ato de coragem. Não pode temer o debate,




    a análise da realidade;




    não pode fugir à discussão criadora,




    sob pena de ser uma farsa”.
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     INTRODUÇÃO




    A Matemática proposta para os estudantes, segundo a Base Nacional Comum Curricular BNCC, “no Ensino Médio o foco é a construção de uma visão integrada da Matemática, aplicada à realidade” (BRASIL, 2018, p. 518), considerando, com isso, que tem como pressuposto a importância formativa do cidadão, considerando a ampliação de competências e habilidades, que colaboram para a formação do pensamento analítico e do raciocínio dedutivo. Com isso, a Matemática promove uma ação instrumental, uma vez que se constitui em um conjunto de instrumentos que estará presente na vida cotidiana do cidadão em diversas atividades que venha a realizar na sociedade.




    Segundo os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCN), o ensino da Matemática “pode contribuir para que os alunos desenvolvam habilidades relacionadas à representação, compreensão, comunicação, investigação e, também, à contextualização sociocultural” (BRASIL, 2006, p. 69).




    Nesse sentido, as recomendações para a escolha dos conteúdos a serem trabalhados no Ensino Médio devem levar em consideração os diferentes propósitos da formação matemática na Educação Básica, de tal forma que ao término deste nível de ensino, é esperado que:




    os alunos saibam usar a Matemática para resolver problemas práticos do quotidiano; para modelar fenômenos em outras áreas do conhecimento; compreendam que a Matemática é uma ciência com características próprias, que se organiza via teoremas e demonstrações; percebam a Matemática como um conhecimento social e historicamente construído; saibam apreciar a importância da Matemática no desenvolvimento científico e tecnológico (Brasil, 2006, p. 69).




    Nos PCN do Ensino Médio, os conteúdos de Matemática estavam organizados em quatro blocos: Números e operações; Funções; Geometria e Análise de dados, com a recomendação que os conteúdos desses blocos deveriam ser trabalhados de forma articulada. No caso do estudo de Funções, os PCN orientavam sua inicialização com a exploração das relações entre duas grandezas em diferentes situações:




    idade e altura; área do círculo e raio; tempo e distância percorrida; tempo e crescimento populacional; tempo e amplitude de movimento de um pêndulo, entre outras. [...]. É conveniente solicitar aos alunos que expressem em palavras uma função dada de forma algébrica, por exemplo, f(x) = 2 x + 3, como a função que associa a um dado valor real o seu dobro, acrescido de três unidades; isso pode facilitar a identificação, por parte do aluno, da ideia de função em outras situações, como, por exemplo, no estudo da cinemática, em Física. É importante destacar o significado da representação gráfica das funções, quando alteramos seus parâmetros, ou seja, identificar os movimentos realizados pelo gráfico de uma função quando alteramos seus coeficientes (BRASIL, 2006, p. 72).




    Observamos que a relação entre a área do círculo (A) e o raio (r), onde A = πr2, (Figura 1a), e a relação que se estabelece entre a altura de um menino e sua idade (Figura 1b), são de natureza bastante distintas.




    Figura 1a. Relação entre a área do círculo e o raio
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    Fonte: Construção do autor.




    Figura 1b. Relação entre a altura e idade de meninos de 0 a 5 anos
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    Fonte: WHO/OMS: Organização Mundial da Saúde (2006).




    Essa diferença se dá pela natureza das variáveis e pela relação que se estabelece entre elas. No caso do raio e da área do círculo, a relação é determinística, isto é, dado um valor de entrada, o valor de saída sempre será o mesmo, ou seja, sabemos a priori o resultado. Já a relação que se estabelece entre a altura do menino e sua idade, denominada de curva de crescimento1, é estatística, isto é, quando se tem um valor de entrada, o resultado pode não ser o mesmo e pode ser calculado através da teoria de probabilidades (MORITZ, 2004), ou dito de outra forma, não sabemos a priori o resultado.




    No caso da altura do menino (Figura 1b), essa é uma variável estatística marcada pela variabilidade e por isso, a curva de crescimento é construída baseada na distribuição da variável altura, compostas por cinco linhas que são os Percentis2 neste caso formado por: P3 (Percentil 3, linha vermelha inferior), P15 (Percentil 15, linha laranja inferior), P50 (Percentil 50, linha verde), P85 (Percentil 85, linha laranja superior) e P97 (Percentil 97, linha vermelha superior).




    Isto é, se pegarmos os meninos de uma mesma idade, encontraremos meninos com diferentes alturas, mas esperamos que a maioria deles (70%) tenha suas alturas entre P15 e P85; que poucas crianças (3%) tenham suas alturas abaixo da linha vermelha e sinaliza-se para os pais e médico que deverão acompanhar esta criança, pois pode estar com sérios problemas de saúde, o mesmo com os meninos do 3% superior.




    Nesse sentido, a médica Moretzsohn (2017), do Departamento Científico de Nutrologia da Sociedade Brasileira de Pediatria (SBP) recomenda que:




    toda criança deve ser acompanhada pelo pediatra e ter suas medidas antropométricas (peso e estatura) anotadas nos gráficos de referência para sexo e idade que constam da Caderneta de Saúde do Ministério da Saúde. Através destes gráficos é possível avaliar se o crescimento está dentro da normalidade ou se está acontecendo algum desvio na curva, como diminuição da velocidade de crescimento. Se a criança não acompanha o gráfico ou se diminui a velocidade de crescimento, ela deve procurar o pediatra.




    A ampla variabilidade da altura se deve a inúmeros fatores de caráter genético e ambiental, tais como: raça, alimentação etc.




    Assim, observamos que as variáveis estatísticas fazem parte de nossas vidas e são muito úteis na tomada de decisões, pois elas extrapolam o estudo das relações matemáticas e envolvem fatos do mundo real, em especial, as situações do cotidiano dos estudantes, que se trabalhadas, de forma adequada, podem ajudá-los a dar sentido à conceitos abstratos (BRASIL, 2006).




    Com relação ao ensino de Estatística, segundo os PCNs, durante o Ensino Médio, os alunos precisam adquirir entendimento sobre o propósito e a lógica das investigações estatísticas, bem como sobre o processo de investigação:




    Deve-se possibilitar aos estudantes o entendimento intuitivo e formal das principais ideias matemáticas implícitas em representações estatísticas, procedimentos ou conceitos. Isso inclui entender a relação entre síntese estatística, representação gráfica e dados primitivos. (BRASIL, 1997, p.78).




    Recentemente, foi publicada a Base Nacional Comum Curricular, BNCC, (BRASIL, 2018, p. 516), segundo a qual a Matemática no Ensino Médio deve ter como foco a construção de uma visão integrada, aplicada à realidade, levando em consideração as vivências cotidianas dos estudantes, a diversidade socioeconômica, acesso à tecnologia¸ exigências do mercado de trabalho etc. Nesse sentido, é preciso que os estudantes desenvolvam habilidades relativas aos processos de investigação, de construção de modelos e de resolução de problemas, mobilizando seu modo próprio de raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com base em discussões e validações conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representações e procedimentos cada vez mais sofisticados.




    A seguir, destacamos três habilidades elencadas pela BNCC (BRASIL, 2018, p. 523), para o ensino de Matemática, que este trabalho pode contribuir ao relacionar a Estatística no estudo da Função Afim:




    (EM13MAT101) Interpretar situações econômicas, sociais e das Ciências da Natureza que envolvem a variação de duas grandezas, pela análise dos gráficos das funções representadas e das taxas de variação com ou sem apoio de tecnologias digitais.




    (EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral usando dados coletados ou de diferentes fontes sobre questões relevantes atuais, incluindo ou não, apoio de recursos tecnológicos, e comunicar os resultados por meio de relatório contendo gráficos e interpretação das medidas de tendência central e das de dispersão.




    (EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas variáveis numéricas, usando tecnologias da informação, e, se apropriado, levar em conta a variação e utilizar uma reta para descrever a relação observada.




    Vejamos como o ensino de Estatística pode contribuir na compreensão da função afim, para isso apresentamos o diagrama de dispersão da envergadura dos braços e a altura de estudantes do 9º ano do Ensino Fundamental (Figura 2), trabalhado por Silva, Magina e Silva (2010), na sequência de ensino “Homem Vitruviano”, que fundamenta nossa proposta.




    Figura 2: Relação entre variáveis antropométricas por sexo
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    Fonte: construção do autor a partir dos dados de Silva, Magina, Silva (2010, p. 84).




    Os autores testaram a hipótese levantada por Vitruvius e sistematizada por Leonardo da Vinci: “A envergadura dos braços é igual à altura das pessoas?”. Se essa hipótese fosse verdadeira todas as medidas deveriam cair em cima da reta da igualdade (Y = X), na linha vermelha; mas o que observamos é que as medidas dos estudantes formam uma “nuvem de pontos” em torno dessa linha.




    A partir desse diagrama de dispersão podemos trabalhar com os estudantes várias questões que podem despertar seu interesse e aguçar sua curiosidade em relação a função afim, tais como:




    • O que é variável e o que é variável estatística?




    • Qual é a diferença entre a relação entre variáveis “matemáticas”, como a relação entre a área do círculo e seu raio e a relação que se estabelece entre variáveis estatísticas, tal como a envergadura dos braços e a altura do estudante?




    • O que é uma relação/função determinística e que é uma relação entre variáveis estatísticas e como essas podem ser modeladas por uma função?




    • Como a covariação estatística pode ampliar o conceito de covariação numérica ou determinística?




    Isto posto, neste trabalho, propomos responder a seguinte questão de pesquisa:




    Quais são as possíveis contribuições das relações entre variáveis estatísticas na contextualização e apropriação da função afim?




    E como objetivo geral, propomos:




    Investigar as possíveis contribuições das relações entre variáveis estatísticas na contextualização e apropriação da função afim.




    Para operacionalizar o objetivo geral propomos os seguintes objetivos específicos:




    1. Mapear a compreensão das relações que se estabelecem entre as variáveis estatísticas em estudantes do Ensino Médio;




    2. Construir e verificar as potencialidades e limites de uma sequência de ensino, pautada no ciclo investigativo e no letramento estatístico, focando as relações entre as variáveis estatísticas e sua modelagem pela função afim;




    3. Realizar intervenção para verificar a viabilidade da sequência de ensino proposta.




    Para responder à questão de pesquisa e atingir os objetivos propostos, construímos uma sequência de ensino envolvendo as relações entre as variáveis estatísticas, denominada de “Covariação Estatística na Função Afim, CEFA”, pautada no Ciclo Investigativo de Wild e Pfannkuch (1999) e no letramento estatístico proposto por Gal (2002). Além disso, desenvolvemos uma intervenção de ensino, com aplicação de um instrumento diagnóstico, antes e após a intervenção.




    Nesse contexto, esclarecendo a estrutura desta dissertação, foi apresentada a introdução, sinalizando a questão norteadora e os objetivos investigativos delineadores desta pesquisa. No primeiro capítulo apresentamos o aporte teórico onde definimos a função afim, tomando como referência as ideias de Caraça (1963), Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2012) e Stewart (2002), bem como alguns conceitos de base, tais como variável, produto cartesiano e plano cartesianos.




    No segundo capítulo tratamos sobre o Ensino de Estatística na Educação Básica e definimos as variáveis estatísticas e suas relações, a covariação estatística, a função afim modelando as variáveis estatísticas, uma breve nota sobre o Método dos Mínimos Quadrados; bem como, os princípios que nortearam a construção da sequência de ensino CEFA, isto é, o ciclo investigativo e o letramento estatístico.




    No terceiro capítulo realizamos uma revisão de literatura em duas partes, a primeira dedicada aos estudos sobre funções e a segunda sobre covariação estatística, destacando os referenciais teóricos que serviram de base para a realização deste trabalho, bem como pontuar as contribuições desses estudos para a compreensão da função afim e para a importância do ensino de Estatística, dentro da própria Matemática.




    No quarto capítulo apresentamos o percurso metodológico da investigação, detalhando como a pesquisa se desenvolveu e como ocorreu cada uma de suas fases.




    No quinto capítulo, apresentamos a análise dos resultados da pesquisa, bem com a interpretação dos dados coletados.




    Por fim, no sexto capítulo apresentamos as considerações finais da pesquisa, avaliando o que foi realizado, tecendo reflexões acerca das potencialidades e limites deste trabalho.




    




    

      

        1 A curva de crescimento é construída para a altura (massa corpórea), por idade e gênero, partindo do pressuposto de que para uma idade fixa, a distribuição da altura (ou massa corpórea) seguem uma distribuição normal (Moretzsohn, 2017).


      




      

        2 Os Percentis são estatísticas de ordem, os mais conhecidos são a Mediana (Me ou Md) ou segundo quartil (Q2 ou P50), pois divide o conjunto de dados em duas metades, 50% dos dados tomam valores menores ou iguais à mediana e os outros 50% valores maiores ou iguais à mediana. Os outros dois percentis são o primeiro quartil (Q1 ou P25), isto é, 25% dos dados tomam valores menores ou iguais ao P25 (Q1) e, o terceiro quartil (Q3 ou P75), isto é 25% dos dados tomam valores maiores ou iguais ao P75 (Q3).


      


    


  




  

    I APORTE TEÓRICO: A FUNÇÃO AFIM




    Neste capítulo apresentamos o aporte teórico onde definimos a função afim, tomando como referência as ideias de Caraça (1963), Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2012) e Stewart (2002), bem como alguns conceitos de base, tais como variável, produto cartesiano e plano cartesianos.




    As funções são formas de descrever e interpretar diversos fenômenos das ciências exatas e da natureza através de modelos matemáticos, como afirma Stewart (2010, p. 2) e diz, ainda, “que uma função pode ser representada de várias maneiras: por uma equação (no sentido de representação algébrica), uma tabela, um gráfico ou mesmo por meio de palavras”.




    Mas, antes de prosseguir com o conceito de função de forma mais geral e do conceito de função afim, de forma mais específica, precisamos definir alguns conceitos prévios inerentes à função, como variável, condições para que uma relação seja uma função, o produto e o plano cartesiano, restringindo nosso estudo à relação entre duas variáveis.




    1.1 CONCEITO DE VARIÁVEL




    Iniciamos com a definição do conceito de variável. Segundo Caraça (1963):




    “Seja E um conjunto qualquer de números. Conjunto finito ou infinito, e convencionemos representar qualquer de seus elementos por um símbolo, por ex. X. A este símbolo, representativo de qualquer dos elementos do conjunto (E), chamamos de variável” (p. 127).




    No Capítulo II retomamos este conceito, fazendo um contraponto com a definição de variável estatística.




    1.2 PRODUTO CARTESIANO




    O produto cartesiano constitui-se por um conjunto formado por pares ordenados, que são subconjuntos constituídos por dois elementos entre parênteses, sendo que cada elemento obedece a uma ordem representativa relacionada à ordem do produto dos conjuntos que lhes deram origem. Segundo Lima et al. (2012, p. 88):




    Um par ordenado p = (x, y) é formado por um objeto x, chamado a primeira ordenada de p e um objeto y, chamado a segunda coordenada de p. Dois pares ordenados p = (x, y) e q = (u, v) serão chamados iguais quando x = u e y = v, isto é, quando tiverem a mesma primeira coordenada e a mesma segunda coordenada. É permitido considerar o par ordenado (x, x), no qual a primeira coordenada coincide com a segunda.




    Vale reforçar que um par ordenado, não deve ser escrito entre chaves ou outras representações como colchetes, barras, dentre outras.




    Para a construção de um produto cartesiano, partimos da operação de produto de conjuntos não vazios, chamado de produto cartesiano que se origina das relações binárias, conforme Domingues e Iezzi (1979, p. 11):




    Definição 1: Dados dois conjuntos X e Y, não vazios, chama-se produto cartesiano de X por Y o conjunto formado por todos os “pares ordenados” (x, y) com x em X e y em Y. Costuma-se indicar o produto cartesiano de X por Y com a notação X x Y (lê-se: “X cartesiano Y”). Assim, temos:




    X x Y = {(x, y) | x є X e y є Y}




    Definição 2: Chama-se relação binária de X em Y todo subconjunto R de X x Y.




    (R é relação de X em Y) [image: ] R [image: ] X x Y”




    Considerando a definição, percebemos que as relações constituem conjuntos de pares ordenados e que a ordem dos elementos nos pares ordenado é significativa e irá corroborar com a definição de representação geométrica do plano cartesiano que iremos apresentar, logo em seguida.




    Visando reforçar a compreensão sobre produto cartesiano, apresentamos o exemplo utilizado por Lima et al. (2012, p. 89), onde é colocado de forma algébrica e a representação geométrica do produto cartesiano, fomentando o significado geométrico do plano cartesiano:




    Exemplo 1: Sejam AB e CD segmentos de reta. O produto cartesiano AB x CD pode ser interpretado como um retângulo, na forma indicada pela figura. Tomando AB e CD perpendiculares e cada elemento (x, y) є AB x CD é representado pelo ponto P, interseção das perpendiculares a AB e CD tiradas pelos pontos x e y respectivamente. ”




    

      [image: ]

    




    Considerando o exemplo e por conseguinte a figura, fica fácil perceber a relação direta de singularidade entre par ordenado, produto cartesiano e função, uma vez que “o gráfico de uma função f: X → Y é o subconjunto G(f) do produto cartesiano X x Y formado por todos os pares ordenados (x, y), onde x é um ponto qualquer de X e y = f(x). Com isso, podemos enfatizar a ideia de relação binária, conforme Lima et al. (2012, p. 91):




    “ O produto cartesiano X x Y acha-se intimamente ligado à ideia de relação ou, mais precisamente, relação binária. Uma relação (binária) R entre elementos do conjunto X e os elementos do conjunto Y é uma condição ou um conjunto de condições que permitem determinar, dados x є X e y є Y, se x está ou não relacionado com y segundo R.”
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