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Capítulo 1

Da indução à ordenação: como construir e explorar os números naturais



			Vários conceitos matemáticos são construídos durante a vida escolar. O conceito de número é uma das primeiras ideias com a qual o estudante tem contato. Nas primeiras experiências numéricas, o aprendiz desenvolve o conceito de quantidade e a ação de contar. Dessa maneira, o entendimento dos números, que posteriormente são nominados naturais, surge na criança. Portanto, essa ideia intuitiva está presente em todos nós.

			
			Os estudos de análise real objetivam formalizar, rigorosamente na estrutura da ciência matemática, esses conceitos e ideias intuitivos, de modo a que tenhamos uma fundamentação axiomática sólida.

			1 Axiomas de Peano – os números naturais

			
 Esses números chamam-se “naturais” justamente por surgirem naturalmente em nossa experiência com o mundo físico, já nos primeiros anos da infância Deste ponto de vista, “zero” está longe de ser um número natural. Aliás, levou muito tempo para os matemáticos concederem ao zero o “status” de número (Ávila, 2019, p. 23).



			Vamos começar com uma pergunta intrigante: o número zero é um número natural? Essa questão é bastante debatida e a resposta pode variar. Quando olhamos para a história dos números, percebemos que o zero não aparece de forma espontânea nos sistemas de numeração antigos, como o romano, o sumério e o egípcio. Em vez disso, um símbolo para representar o “nada” foi adicionado mais tarde, quando a necessidade foi percebida.

			Portanto, considerando que o zero não aparece naturalmente como os outros números e foi adicionado posteriormente, podemos assumir que os números naturais começam em um ou em zero. Isso não muda os axiomas, apenas a maneira como eles são expressos. Nas referências que usamos para este livro (Lima, 2016), optamos para segui-los e começar com o número um.

			
O conjunto dos números naturais é um dos alicerces fundamentais da matemática. Veremos que toda sua teoria é consequência de apenas três axiomas (proposições que não devem ser demonstradas), conhecidos como axiomas de Peano. Com base neles, extrairemos os princípios de indução finita, ferramenta fundamental na prova de resultados (Victor, 2019, p. 38).



			
			Esses axiomas formam a base para a construção dos números naturais e são essenciais na construção estrutural da teoria dos números na matemática. Vamos explorar cada um deles para aprofundar nosso entendimento sobre esse importante conjunto numérico.

			1.1 Todo número natural tem um sucessor

			Existe uma função injetora [image: ]. A imagem s(n) de cada número natural [image: ] chama-se sucessor de n.

			O segundo axioma afirma que para cada número natural existe um próximo número natural, chamado de sucessor. Isso significa que, partindo do 1, podemos sempre encontrar um número seguinte na sequência dos naturais.

			1.2 Um não é o sucessor de nenhum número natural

			Existe um único número natural [image: ], tal que [image: ] para todo [image: ].

			Este axioma assegura que não existe nenhum número natural cujo sucessor seja um; ou seja, um é o ponto inicial da contagem, mas não é o resultado do sucessor de nenhum número natural.

			1.3 Dois números diferentes com o mesmo sucessor são iguais

			Se um conjunto [image: ] é tal que [image: ] e [image: ] (isto é, [image: ]), então [image: ].

			O terceiro axioma garante que se dois números naturais têm o mesmo sucessor, então esses dois números são, de fato, iguais. Isso contribui para a unicidade na construção dos números naturais.

			
			2 Princípio da indução

			O último axioma, conhecido como o princípio da indução, estabelece que se um conjunto de números naturais inclui o um e também inclui o sucessor de qualquer número que faça parte desse conjunto, então todos os números naturais estão contidos nesse conjunto.

			 [image: Ícone]  IMPORTANTE

			O princípio da indução serve de base para um método de prova de teoremas sobre números naturais, conhecido como método de indução (ou recorrência), o qual funciona assim: “Se uma propriedade P é verdadeira para o número 1 e se, supondo que P é válida para um número n, daí resultar que P é válida para seu sucessor s(n), então P é verdadeira para todos os números naturais” (Lima, 2016, p. 2).

			Ao compreender esses axiomas, adentramos o fascinante universo da teoria dos números naturais, fundamentais em diversas áreas da matemática.

			













			Vamos começar com um exemplo de como a indução funciona. Imagine que queremos provar que para qualquer número natural n, s(n) não é igual a n. 

			 Prova: sabemos que isso é verdade para n = 1, porque, pelo axioma 3, s(1) não é igual a 1. 

			Agora, se assumirmos que isso é verdade para um número n, ou seja, n não é igual ao seu sucessor s(n), podemos concluir que s(n) também não é igual ao seu próprio sucessor s(s(n)). 

			Isso significa que nossa afirmação é verdadeira para o sucessor de n, s(n). 

			
			3 Operações de adição e multiplicação

			Vamos explorar as operações básicas que podemos realizar com os números naturais, representados pelo símbolo [image: ]. Temos duas operações fundamentais: a adição e a multiplicação.

			3.1 Adição

			A adição é uma operação que associa a cada par de números naturais (m, n) a sua soma m + n. Essa operação é definida de forma recursiva.

			Por exemplo, para h = 1, temos a soma: n + 1, que é igual ao sucessor de n, representado por s(n). 

			 De forma recursiva, para qualquer h pertencente aos números naturais [image: ], definimos a soma n + (h + 1) como sendo igual a (n + h) + 1, que é o sucessor de (n + h), ou seja, s(n + h). 

			Dessa forma, para qualquer n pertencente aos números naturais [image: ], temos, pela definição dos números naturais:

			
					
n + 1 é igual ao sucessor de n, ou seja, n + 1 = s(n),

					
n + 2 é igual ao sucessor do sucessor de n, ou seja, [image: ], 

					
n + 3 é igual ao sucessor do sucessor do sucessor de n, ou seja, [image: ]. 

			

			E assim por diante, até encontrarmos a soma n + m. Como o resultado dessa soma é o sucessor de algum número, então a soma (n + m) pertence aos números naturais, ou seja, [image: ] (Panoncelli, 2017, p. 25).

			
			3.2 Multiplicação

			A multiplicação é outra operação fundamental que associa a cada par de números naturais (m, n) o seu produto [image: ]. Essa operação também é definida de forma recursiva.

			Para h = 1, definimos o produto [image: ] como sendo igual a n. De forma recursiva, para qualquer h pertencente aos números naturais [image: ], definimos o produto [image: ] como sendo igual a [image: ]. 

			Dessa forma, para qualquer [image: ], temos, pela definição dos números naturais:

			
					
[image: ] é igual a n, 

					
[image: ] é igual a n + n,

					
[image: ] é igual a n + n + n, 

			

			E assim por diante, até encontrarmos o produto [image: ]. Como o produto [image: ] é uma soma de números naturais, então [image: ]  (Panoncelli, 2017, p. 26).

			As operações de adição e multiplicação seguem as seguintes regras (Lima, 2016, p. 2):

			
					
[image: ]; 			“Somar um é equivalente ao sucessor de m.”



			
			
					
[image: ], isto é, [image: ]; 			“Quando adicionamos m ao sucessor de n, obtemos o sucessor de m + n.”



			
			
					
[image: ]; 			“Elemento neutro da multiplicação.”



			
					
[image: ]			“Se multiplicarmos m pelo sucessor de n, é o mesmo que adicionar [image: ] a m.”



			

			3.3 Teorema

			 Vamos considerar três números naturais: n, m e p (n, m, [image: ]).  Para esses números, as seguintes propriedades são satisfeitas:

			
			
					
Associatividade da adição: a ordem em que agrupamos os números na adição não altera o resultado. Isso é expresso como: [image: ]. 

					
Comutatividade da adição: a ordem dos números na adição não afeta o resultado. Isso é expresso como: [image: ]. 

					
Associatividade da multiplicação: a ordem em que agrupamos os números na multiplicação não altera o resultado. Isso é expresso como: [image: ]. 

					
Comutatividade da multiplicação: a ordem dos números na multiplicação não afeta o resultado. Isso é expresso como: [image: ]. 

					
Distributividade da multiplicação em relação à adição: multiplicar um número pela soma de dois outros é o mesmo que multiplicar o número por cada um dos outros e depois somar os resultados. Isso é expresso como: [image: ]. 

					
Distributividade da multiplicação em relação à multiplicação: multiplicar um número pelo produto de dois outros é o mesmo que multiplicar o número por cada um dos outros e depois somar os resultados. Isso é expresso como: [image: ]. 

					
Lei do corte para a adição: se a soma de m e n é igual à soma de m e p, então n deve ser igual a p. Isso é expresso como: se [image: ], então n = p. 

					
Lei do corte para a multiplicação: se o produto de m e n é igual ao produto de m e p, então n deve ser igual a p. Isso é expresso como: se [image: ], então n = p. 

			

			As demonstrações dessas propriedades são baseadas no princípio da indução. Por enquanto, vamos provar apenas a propriedade “a” (associatividade da adição).

			Se p = 1, então, pela definição da propriedade, temos que [image: ]; ou seja, a propriedade “a” é válida para p = 1.

			Agora, suponhamos que [image: ]para um número natural [image: ]. Assim, temos que [image: ] .

			Pela propriedade, vemos que [image: ] . 

			Equação (I).

			Pela hipótese indutiva, obtemos que

			[image: ].

			Equação (II).

			Mas, utilizando as recorrências das somas de n com (m + h) e de m e h, respectivamente, chegamos a [image: ] e [image: ]. 

			Equações (III) e (IV).

			Logo, comparando as equações I, II, III e IV, obtemos que [image: ]. Portanto, por indução, a propriedade “a” é válida.

			
			Recomendo que o leitor faça como exercício a demonstração das demais propriedades.

			 [image: Ícone] PARA PENSAR 

			A matemática é ao mesmo tempo uma ciência que busca compreender a natureza dos objetos abstratos e uma ferramenta que permite representar e resolver situações concretas em vários campos do saber. Essas duas faces da matemática se influenciam e se complementam, gerando novos conhecimentos e aplicações. Como professores, devemos estimular nossos alunos a refletirem sobre o papel dessas duas matemáticas no ensino e aprendizagem de diversas ciências, mostrando como elas se relacionam e se diferenciam, e como elas contribuem para o desenvolvimento científico e tecnológico.

			













			4 Princípio da boa ordenação

			Uma propriedade importante da relação de ordem [image: ] entre os números naturais é o chamado princípio da boa-ordenação. 

			Vamos agora enunciar o princípio da boa ordenação, importante para a demonstração de algumas proposições sobre os números naturais, firmando que todo subconjunto não vazio de ℕ possui um menor elemento em relação à ordem natural dos números. Antes disso vamos retomar a definição de menor, menor ou igual e a propriedade da transitividade.

			Definição de menor: dado um par de números naturais m e n, dizemos que m é menor do que n (escrevemos [image: ]) se existir um número natural p tal que n = m + p.

			Notação de menor ou igual: usamos a notação [image: ] para indicar que [image: ] ou m = n.  

			
			Propriedade da transitividade: a propriedade da transitividade afirma que se [image: ] e [image: ], então [image: ].  

			Para quaisquer números naturais m e n, apenas uma das seguintes relações é verdadeira: 

			[image: ], [image: ] ou [image: ]. 

			 [image: Ícone]  IMPORTANTE

			Este princípio afirma que todo subconjunto não vazio A de números naturais possui um menor elemento, ou seja, existe um elemento n0 em A tal que [image: ] para todo n em A.

			













			Demonstração

			Para provar esta afirmação, consideramos cada número natural n. Definimos In como o conjunto dos números naturais menores ou iguais a n. Se 1 pertence a A, então 1 é o menor elemento de A. Se 1 não pertence a A, consideramos o conjunto X dos números naturais n tais que In é um subconjunto do complemento de A em ℕ (ou seja, [image: ]). Como [image: ], temos que 1 pertence a X. Como A não é vazio, concluímos que X é diferente de ℕ. Portanto, deve existir um n em X tal que [image: ] não pertence a X. Então, [image: ], mas [image: ] pertence a A. Portanto, [image: ] é o menor elemento do conjunto A (Lima, 2016, p. 3).

			 [image: Ícone] NA PRÁTICA

			A análise real, embora seja um tópico avançado, tem aplicações práticas na construção dos números naturais no ensino fundamental. A introdução dos conceitos de ordem, igualdade e adição, que são fundamentais na análise real, pode ser feita de maneira simplificada para os alunos do ensino fundamental. Por exemplo, a ideia de que um número natural é menor que outro se houver um terceiro número natural que possa ser adicionado ao primeiro para obter o segundo é uma aplicação direta da análise real. Essas noções básicas ajudam a estabelecer a compreensão dos números naturais.
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