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      Capítulo 1


      Funções de duas ou mais variáveis reais

    


    Imagine um mundo bidimensional, plano como um papel, em que tudo se resume a linhas e ângulos. Esse era o universo familiar dos cálculos I e II, com suas funções de uma variável, derivadas e integrais. Nesse ambiente, as funções [image: f abre parênteses de x fecha parênteses.] descrevem relações simples entre uma entrada ‘x’ e uma saída ‘[image: f abre parênteses de x fecha parênteses.]’. As ferramentas matemáticas de derivação e integração nos permitem entender a taxa de variação e a área sob a curva dessas funções. Em cálculo III, adentramos um novo domínio tridimensional, em que as funções não se limitam mais por uma variável, mas sim duas, três ou até mais, como [image: f abre parênteses de x, y fecha parênteses.] ou [image: f abre parênteses de x, y, z fecha parênteses.].


    Nesse novo mundo, as funções são representadas por superfícies em vez de simples curvas, e análise gráfica é feita em três dimensões.


    
1 Funções de duas variáveis


    Mesmo sem estudar profundamente o cálculo III, já estamos familiarizados com o uso de funções de duas variáveis. Um exemplo clássico é o cálculo do volume de um cilindro. A fórmula que usamos para determinar esse volume depende do raio da base r e da altura h, expressando-se como [image: V igual a pi r ao quadrado vezes h.]. Aqui, podemos observar que o volume V é uma função de duas variáveis do tipo [image: V abre parênteses de r, h fecha parênteses igual pi r ao quadrado vezes h.], em que o valor de V é determinado por ambos os valores, o de r e o de h. Em termos formais, Stewart (2016) define função de duas variáveis conforme a seguir.


    Definição: uma função f de duas variáveis é uma regra que associa a cada par ordenado de número reais [image: abre parênteses de x, y fecha parênteses.] de um conjunto D um único valor real, denotado por [image: f abre parênteses de x, y fecha parênteses.]. O conjunto D é o domínio de f e sua imagem é o conjunto de valores possíveis de f ou seja, [image: f de x, y, tal que x, y pertence a D.].


    É bem comum escrever [image: z igual a f de x y.] para deixar claro os valores que estamos tomando por f em um ponto genérico [image: abre parênteses de x, y fecha parênteses.]. Consideram-se as variáveis x e y como sendo as variáveis independentes e z a variável dependente.


    
      Figura 1 – Região D levando o par ordenado (x,y) em f(x,y)


      [image: uma mancha amorfa representando uma área genérica em um plano cartesiano x e y com centro em O. A área tem uma legenda com a letra D. Dois pontos distintos dessa área, intitulados como pares ordenados, sendo abre parênteses x vírgula y fecha parênteses e uma outra abre parênteses a vírgula b fecha parênteses, possuem caminhos em azul como setas que dão a ideia de levar estes pontos a uma reta vertical representando o eixo z, em que os pontos correspondentes neste eixo são f abre parênteses x vírgula y fecha parênteses e f abre parênteses a vírgula b fecha parênteses. ]

      Fonte: adaptado de Stewart (2016).

    


    
      [image: Ícone]  IMPORTANTE


      Funções de três variáveis: uma função de três variáveis é uma expressão matemática que relaciona três variáveis independentes, geralmente representadas por x, y e z, com um valor numérico. Denotada por [image: ], essa função pode ser usada para descrever fenômenos que dependem de três dimensões diferentes.


      
        


        

      

    


    
1.1 Valor numérico de uma função de duas variáveis


    O valor numérico de uma função de duas variáveis, também conhecido como saída, é o resultado final que a função fornece quando valores específicos são substituídos para as variáveis independentes.


    Imagine uma função [image: f abre parênteses de x, y fecha parênteses.] que representa a temperatura em um ponto no espaço em que x é a distância em metros do ponto de referência e y a altura acima do solo. Para determinar a temperatura de um ponto específico, por exemplo, a 3 metros de distância [image: abre parênteses x igual a três fecha parênteses.] e 4 metros de altura [image: abre parênteses y igual a quatro fecha parênteses.], simplesmente substituímos esses valores na função em suas respectivas variáveis independentes. Supomos que essa função seja [image: f abre parênteses x, y fecha parênteses igual a dois x menos y.], teremos:


    [image: f abre parênteses de 3, 4 fecha parênteses igual a 2 vezes 3 menos 4.]


    [image: f abre parênteses de 3, 4 fecha parênteses igual a 6 menos 4.]


    [image: f abre parênteses de 3, 4 fecha parênteses igual a 2.]


    
1.2 Domínio de uma função de duas variáveis


    O domínio de uma função de duas variáveis [image: f abre parênteses de x,y fecha parênteses.] é o conjunto de todos os pares ordenados [image: abre parênteses x,y fecha parênteses.] para os quais a função está definida e produz um número real. Em outras palavras, é a região no plano [image: x,y.] onde a função pode ser avaliada de maneira válida.


    Comparado ao domínio de funções de uma variável, que é o conjunto de todos os valores x para os quais a função [image: f abre parênteses de x fecha parênteses.] está definida, o domínio de uma função de duas variáveis é mais complexo. Enquanto o domínio de uma função de uma variável é uma linha no eixo x, o domínio de uma função de duas variáveis é uma área ou região no plano bidimensional. Isso significa que, ao considerar funções de duas variáveis, precisamos verificar a validade da função em um espaço mais amplo e com mais combinações possíveis de valores.


    Exemplo 1: encontre o domínio da função [image: f abre parênteses de x,y fecha parênteses igual a raiz quadrada de x mais y mais 1.].


    Solução: a expressão de f possui uma raiz quadrada, o que nos leva a fazer com que o número resultante não seja negativo. Daí temos que:


    [image: x mais y mais 1 maior igual a zero.]


    Podendo ser reescrito como [image: y maior igual a menos x menos 1.], o que facilitará o esboço da região gráfica desse domínio.


    Figura 2 – Domínio da função [image: f abre parênteses de x,y fecha parênteses igual a raiz quadrada de x mais y mais 1.]


    
      [image: o gráfico mostra uma área com formato de trapézio invertido, sendo a base menor, para baixo, em cima de um par de eixos ordenados x e y; no eixo x há os números -1 e zero e no eixo y há os números -1 e zero. No lado esquerdo dessa área há uma borda em forma diagonal, em que está indicada por uma seta a equação x + y + 1 = 0, x mais y mais um igual a zero. ]

      Fonte: adaptado de Stewart (2016).

    


    Portanto, o domínio de f será dado por:


    [image: D igual abre chaves, abre parênteses x,y fecha parênteses, tal que x mais y mais 1 maior igual a zero fecha chaves.]


    
      [image: Ícone]  IMPORTANTE


      Para o domínio de funções de duas variáveis, seguiremos com regras semelhantes ao cálculo de domínio de funções de uma variável. A saber:


      
        	
[image: z igual a raiz quadrada de f abre parênteses x,y fecha parênteses.], em que temos [image: d igual a abre chaves abre parênteses x, y fecha parênteses tal que f abre parênteses x,y fecha parênteses maior igual a zero.].


        	
[image: z igual a k dividido por f abre parênteses x,y fecha parênteses.], sendo k um número real qualquer ou [image: z igual a g abre parênteses x,y fecha parênteses dividido por f abre parênteses x, y fecha parênteses.] 

        temos [image: d igual a abre chaves abre parênteses x, y fecha parênteses tal que f abre parênteses x,y fecha parênteses diferente de zero.].




        	
[image: z igual a k dividido por raiz quadrada de f abre parênteses x,y fecha parênteses.], sendo k um número real qualquer ou [image: z igual a g abre parênteses x,y fecha parênteses dividido por raiz quadrada de f abre parênteses x, y fecha parênteses.] temos [image: ].

      


      
        


        

      

    


    
1.3 Gráficos de uma função de duas variáveis


    Uma forma muito comum usada para visualizar o comportamento de uma função de duas variáveis é usando gráficos. Stewart (2016 , p. 800) define os gráficos para funções de duas variáveis conforme a seguir.


    Definição: se f é uma função de duas variáveis com domínio D, então o gráfico de f é o conjunto de todos os pontos [image: abre parênteses x,y fecha parênteses.] em [image: Letra R maiúscula elevado ao cubo.] tal que [image: z igual a f abre parênteses x,y fecha parênteses.] e [image: abre parênteses x,y fecha parênteses.] pertença a D.


    Analogamente aos gráficos de uma função de uma variável em que a equação [image: y igual a f abre parênteses x,y fecha parênteses.] é uma curva C, o gráfico de funções de duas variáveis é uma superfície S com equação [image: z igual a f abre parênteses x,y fecha parênteses.].


    
      Figura 3 – Gráfico de uma função de duas variáveis em um domínio D


      [image: o gráfico mostra duas manchas representando uma área e uma superfície, sendo a área abaixo e a superfície acima. As duas estão em uma representação dos eixos tridimensionais x, y e z. Há na área uma legenda com a letra D e um ponto representado por abre parênteses x vírgula, y vírgula zero fecha parênteses, e desse ponto projeta-se um segmento de reta até um ponto que está na superfície representado por abre parênteses x vírgula y vírgula f abre parênteses x vírgula y fecha parênteses fecha parênteses. ]

      Fonte: adaptado de Stewart (2016).

    


    
1.4 Curvas de nível


    Entre as formas de visualizar uma função de duas ou mais variáveis estão as curvas de nível, representadas em um mapa de contorno de modo que pontos no mesmo nível são ligados formando uma linha. Em Stewart (2016, p. 802), encontramos a seguinte definição.


    Definição: as curvas de nível de uma função f de duas variáveis são aquelas com equação [image: ], em que k é uma constante (na imagem de f ).


    
      Figura 4 – Curvas de nível em um gráfico vista em perspectiva e mapa de contorno


      [image: a figura mostra dois gráficos lado a lado. O do lado esquerdo tem formato de uma montanha, com sete linhas em seu entorno, e em cada linha há um segmento de reta associado a uma escala do lado esquerdo, com a numeração 1, 2, 3, 4, 5, e 6. O do lado direito é uma imagem planificada de linhas de contorno do desenho representativo da esquerda, em que temos linhas numeradas de 1 a 6. ]

      Fonte: adaptado de Anton, Bivens e Davis (2014).

    


    Ao considerarmos uma curva de nível em [image: f abre parênteses x,y fecha parênteses igual a k.], estamos pensando em que este seja o conjunto de todos os pontos que pertencem ao domínio de f em que o valor de f é k. Simplificando, seria onde o gráfico de f possui altura k em relação à origem.


    Para compreender melhor os termos de que falamos até agora, vamos pensar no seguinte: temos um gráfico de uma função de duas variáveis [image: z igual a f abre parênteses x,y fecha parênteses.]e ele foi ‘cortado’ por um plano horizontal [image: z igual a k.], de modo que todos os pontos dessa interseção têm [image: f abre parênteses x,y fecha parênteses igual a k.]. Ao projetar esses pontos da interseção sobre o plano xy, vamos obter o que chamamos de curva de nível (de altura k).


    
      Figura 5 – Exemplo de uma curva de nível de altura k


      [image: a figura mostra um gráfico de representação do espaço tridimensional com os eixos x, y e z. Uma forma de paraboloide flutua sobre o plano que contém o plano x e y com um desenho de um plano interceptando esse paraboloide em uma altura de legenda z = k . No plano xy há um contorno representando a curva de nível originária dessa interceptação entre o plano e o paraboloide.]

      Fonte: adaptado de Anton, Bivens e Davis (2014).

    


    O conjunto de todas essas curvas de nível de altura k forma o que chamamos mapa de contornos de f. Uma interpretação possível do mapa de contornos é que, se uma curva de nível estiver mais próxima uma da outra, indica que a superfície é mais inclinada, ao passo que curvas de nível mais afastadas indicam superfície mais achatada.


    Exemplo 2: faça o esboço das curvas de nível da função [image: f abre parênteses de x, y fecha parênteses igual a 5 mais 2 x menos y.] para os valores [image: k igual a menos três, zero, três e cinco.].


    Solução: como sabemos, [image: f abre parênteses x,y fecha parênteses igual a k.]. Vamos fazer [image: 5 mais 2 x menos y igual a k.] [image: seta para direita 2x menos y mais abre parênteses 5 menos k fecha parênteses igual a zero]. Essa equação nos fornece uma família de retas com inclinação igual a 2. Então, as curvas de nível propostas são:


    
      	
[image: 2x menos y mais 8 igual a zero.], quando [image: k igual a menos 3.]



      	
[image: 2x menos y mais 5 igual a zero.], quando [image: k igual a zero.]



      	
[image: 2x menos y mais 2 igual a zero.], quando [image: k igual a 3]



      	
[image: 2x menos y igual a zero], quando [image: k igual a 5.]


    


    
      Figura 6 – Curvas de nível do exemplo 2


      [image: a figura mostra um plano cartesiano com quatro segmentos de reta inclinados para a direita com as legendas k = -3, k = 0, k = 3 e k = 5. ]
    


    
      Considerações finais


      Ao concluirmos este capítulo, é fundamental reconhecermos a importância dos conceitos apresentados para o estudo avançado do cálculo e de suas aplicações. Exploramos as funções de duas variáveis, o que amplia nossa compreensão dos fenômenos multidimensionais que ocorrem no mundo real. Compreender o valor numérico dessas funções é essencial para analisar e interpretar dados em diversos campos, desde a engenharia até a economia.
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