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INTRODUCCIÓN

Esta quinta edición tiene como objetivo complementar las ediciones anteriores en diferentes aspectos: Incorporar temas nuevos para atender las sugerencias de los usuarios; fortalecer aspectos pedagógicos como aumentar los ejemplos explicativos, sin perder de vista que el texto busca dar las herramientas para los cursos de Finanzas de corto, mediano y largo plazo y para la Formulación y Evaluación de proyectos.

Se espera que el contenido sea claro y fácil de entender para los estudiantes de estos cursos y de otros similares de otras carreras. Los conceptos son explicados con base en la visión de las finanzas y demostrados con las herramientas elementales de álgebra: Solución de ecuaciones, exponenciación y logaritmos; además, algunos conceptos de cálculo, como derivada e integral definida.

Se considera que es importante que el estudiante entienda e identifique de dónde proviene cada una de las fórmulas, ya que en los casos de la vida diaria deberá estar en condiciones de relacionar y aplicar las diferentes expresiones, en busca de la solución a una inquietud o variable, y las demostraciones desarrollan la capacidad de análisis y asociación.

En cada capítulo se explican y demuestran los conceptos y se acompañan de ejemplos que muestran la forma de aplicarlos; al final de los capítulos se presentan un cuestionario de repaso, unos problemas resueltos y unos ejercicios para que el estudiante practique. 

No se anexaron las tablas tradicionales de matemáticas financieras, debido a que con el desarrollo de las calculadoras financieras estos factores se pueden calcular de una forma rápida y ágil.

En esta edición se ha agregado a los capítulos, además de una guía, el diseño de las fórmulas en la calculadora financiera, tales como las de interés simple y gradientes; esto permite que el estudiante se familiarice con las herramientas tecnológicas que se encuentran en el medio y le facilita la solución de ciertos problemas de una forma más ágil; en el desarrollo de ciertos ejercicios resueltos se hace uso de la herramienta bajo los dos modelos de calculadoras financieras más conocidas en el mercado: Casio y Hewlett Packard.

Se agrega una sección para las tablas de amortización para anualidades vencidas, anticipadas y a perpetuidad; también se incluyen las tablas de inversión para cada tipo de anualidades y se generan una serie de equivalencias para el cálculo de intereses pagados o devengados por período, los intereses acumulados y el saldo de cada período. Estas equivalencias se presentan solamente en este texto y constituyen un valor agregado para el estudio de las matemáticas financieras.

Se agregaron otros conceptos, como el manejo de las tasas de referencia, más ejercicios sobre bonos, un análisis comparativo entre el VPN y la TIR, el tiempo de recuperación de la inversión.

Agradecemos a la Universidad del Norte, y en especial a la Escuela de Negocios, por el estímulo brindado, lo que permitió llevar a un feliz término de este trabajo.

Un gran reconocimiento merecen nuestros estudiantes de pregrado y de postgrado, quienes con sus observaciones y sugerencias han contribuido notoriamente al desarrollo de esta obra. También han ayudado los profesores de diferentes universidades que hacen uso del texto y que han hecho sus retroalimentaciones.

Hacemos una especial mención a nuestras familias, que nos brindaron un gran apoyo y fueron pacientes, por el tiempo que les quitamos para la elaboración de este trabajo.

Los autores


CAPÍTULO I

Matemáticas financieras

1.1 OBJETIVOS

Se espera que al terminar este capítulo, el estudiante esté en capacidad de iden­tificar, dis­tinguir y usar los conceptos básicos necesarios para trabajar las ma­temáticas financieras.

1.2 MATEMÁTICAS FINANCIERAS

Las matemáticas financieras son una herramienta para realizar una in­finidad de análisis financieros, tales como determinar el costo de una in­ver­sión financiera, fijar el mejor plan para tomar una deuda, calcular el costo de capital, y otras más.

Antes de iniciar es importante recalcar el valor que tiene el dinero en el tiem­po. Se sabe que por la inflación, el dinero va perdiendo su valor con el paso del tiempo. Con esto deducimos que pagar hoy $100 es di­fe­­rente a hacerlo dentro de un mes. Esta situación se aprecia en la vida diaria cuando se realizan las compras, y se mantiene el mismo consumo: el dinero no alcanza para cubrir las necesidades, si se mantiene fijo el ingreso.

Esto nos conduce a la necesidad de cobrar una tasa mínima de retorno para que la inversión realizada no pierda su valor con el paso del tiempo. Ade­más, la inversión debe producir una utilidad (rendimiento) para que resulte atractiva para el inversionista pues, de lo contrario, es preferible mantener el dinero guar­dado y no arriesgarlo.

Lo anterior indica que el dinero tiene capacidad de generar riqueza. Por un dinero tomado en préstamo se debe pagar un costo. Este se expresa por una suma que se debe pagar por cada unidad monetaria prestada. El interés es el alquiler o rédito que se conviene pagar, en una unidad de tiempo convencionalmente estipulada. Este puede ser por años, semestres, trimestres, bimestres, meses o días. Las tasas se expresan en tanto por ciento, lo cual indica que por cada 100 unidades de dinero prestado o invertido se pagarán o recibirán como intereses i unidades al final de cada período de tiempo.

El interés que cobra un inversionista también depende del riesgo que corre. Entre mayor es el riesgo, mayor interés. El inversionista espera recuperar una suma mayor que la invertida, que es la tasa de rentabilidad. Hay otro concepto a tomar en consideración: el de equivalencia, que consiste en recibir por igual $150 dentro de seis meses o $100 hoy, siempre que los dos valores sean equivalentes, esto es, si tienen el mismo poder adquisitivo; o sea, que dentro de seis meses con $150 se puede adquirir lo que hoy se compra con $100. Los dos valores no son iguales numéricamente, pero representan lo mismo con el paso del tiempo. También es importante definir por cuánto tiempo se utiliza el dinero. Esto indica que el cambio en el valor del di­nero se puede representar como la tasa de interés, y esta debe cubrir la in­fla­ción y el rédito de la inversión. Por lo tanto, si la tasa de interés supera la inflación del período, el rendimiento real de la inversión será positivo.

Como se afirmó en párrafo anterior, un inversionista espera que al comprometer su capital, éste le proporcione una tasa razonable de retorno, que debe ser superior a la tasa que ofrecen los bancos o corporaciones o cualquier otra inversión libre de riesgo. La tasa razonable de retorno debe ser mayor que la tasa libre de riesgo (Tasa Pasiva, DTF), ya que la mayoría de las inversiones presentan riesgo.

Esta tasa razonable de retorno se denomina tasa mínima requerida de retorno (TMRR O TER), es decir, la TMRR es la tasa mínima que es­pe­ra ganar el inversionista para comprometer su capital.

Es importante tener en cuenta otro concepto: el costo de oportunidad, que es el beneficio que obtendríamos de una inversión a la que se renunció para destinar el capital a otra inversión. Por ejemplo, si se tienen dos alter­­na­tivas: la inversión A, que renta un 3% mensual por $100, y una inversión B, que da un 4% mensual por $100. Si se escoge esta última alternativa, podríamos afirmar que el costo de oportunidad de la inversión B es 3%, porque se renunció a $3, para buscar $4 en la alternativa B.

Podemos afirmar que la TMRR y el costo de oportunidad están relacionados, y que muchas veces el costo de opor­tu­nidad es la TMRR.

1.3 REPRESENTACIÓN GRÁFICA

La representación gráfica o el diagrama económico es una herramienta que permite representar sobre un eje horizontal los diferentes movimientos del dinero en el tiempo. El eje horizontal se tabula en períodos de tiempo; las líneas perpendiculares al eje horizontal indican ingresos o egresos de dinero, por ejemplo:

[image: image]

Gráfico 1

En el gráfico 1 se representa la posición de un inversionista que entrega un capital inicial $P en el período 0. Se deja este capital n períodos para recuperar al final una cantidad F a un interés i.
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Gráfico 2

En el gráfico 2 se muestra que la persona recibe un capital $P en el período 0, el cual trabaja por n períodos y, al final debe pagar una cantidad $F, a un interés i.

Es importante resaltar que la unidad de medida del tiempo por lo general es definida por la tasa de interés, es decir, si la tasa pactada acuerda reconocer el uso del dinero cada mes, la unidad de medida del tiempo es mes; pero si la tasa pactada es trimestral, nuestra unidad de medida del tiempo es trimestral; si la tasa es anual, la unidad de medida del tiempo es año.


CAPÍTULO II

Interés simple

2.1 OBJETIVOS

Se espera que al concluir este capítulo, el estudiante demuestre capacidad para usar el interés simple en cualquier tipo de operación financiera y medir sus efectos en las decisiones de inversiones o en las de financiación, ya sea con anualidad o con valores discretos. Por lo tanto, es una meta que al final calcule un valor futuro, un valor presente, una anualidad o los períodos necesarios haciendo uso del concepto de interés simple.

2.2 INTERÉS SIMPLE

Ya explicamos la tasa de interés, pero es importante analizar y diferenciar las dos clases de tasa de interés: simple y compuesto.

En el interés simple, los intereses que un capital gana en cada período no generan intereses; sólo se gana interés sobre el capital. Supongamos que se depositan $5 000 000 y se espera ganar 2% mensual, lo cual apreciamos en el cuadro siguiente, expresado en unidades de $1000.

[image: image]

Con este método de interés simple, en cada mes se recibe una cantidad fija de $100 000, que corresponde al 2% del capital. Se observa que en el período cero, cuando se depositó el dinero, los intereses ganados en ese mes son $0; en el mes 1 se ganaron $100 000; al final del mes, el inversionista cuenta con $5 100 000. En el período 2 gana sólo $100 000, esto es, el 2% de los $5 000 000 que depositó. Como se puede observar, no recibió nada por los $100 000 de interés que ganó en el período 1 y lo mismo se presenta período tras período: los intereses no ganan intereses.

Así lo resumimos en el siguiente cuadro:

[image: image]

Ahora busquemos una expresión que permita resumirlo en una fórmula matemática donde:

P  = Capital o suma prestada, el valor inicial

n  = Número de períodos

i   = Interés o rédito pactado por cada período

F = Cantidad final

[image: image]

La expresión anterior permite calcular el capital inicial o valor presente (P), tasa de interés por pagar o por ganar, número de períodos, según la información con la cual se cuente.

2.3 VALOR PRESENTE

Es la cantidad equivalente en pesos de hoy a un valor $F que se recibirá al finalizar los n períodos, y se pacta bajo una tasa de interés simple i.

[image: image]

Con esta expresión se determina el valor presente que se debe depositar o recibir si se espera obtener un valor futuro, F, al cabo de n períodos, bajo un interés i. La fórmula (2) se obtuvo despejando el valor de P de la fórmula (1).

Ejemplo:

Un ama de casa recibe un préstamo por un período de 2 meses y con el compromiso de pagar un 4% mensual de interés simple ¿Cuál es el valor del préstamo que recibió, si al cabo de los dos meses paga $540 000?

[image: image]

Solución:

De la fórmula inicial (1) se despeja el valor de P, que es el valor que se desea conocer. Aplicando la fórmula (2):

[image: image]

• El ama de casa prestó $500 000

2.4 NÚMERO DE PERÍODOS

[image: image]

De la fórmula (1) se despejó el valor de la incógnita deseada, n; en la fórmula (3), F representa el valor futuro que se recibe, si se deposita un valor presente igual a P, para ganar un interés o rédito igual a i durante un período n.

Ejemplo:

Suponga que un inversionista ahorra $2 000 000 y espera recibir 30% anual de interés simple. Si recibe al cabo de n años $5 000 000, ¿por cuánto tiempo mantuvo la inversión?

Solución:

- Representación gráfica del problema:

[image: image]

En la gráfica observamos que el inversionista depositó en el período 0; P = $2 000 000 y al cabo de n = ? períodos recibirá F = $5000 000, a un interés i = 0,30 = 30%.

- Utilizamos la fórmula (3):

[image: image]

• La inversión duró 5 años.

2.5 TASA DE INTERÉS

[image: image]

La expresión (4) se obtuvo despejando i, tasa de interés, de la fórmula (1) e indica la tasa de interés que se desea ganar, si se espera obtener un valor futuro F cuando se deposita o ahorra un valor presente P durante un número de períodos n.

Ejemplo:

Un estudiante deposita hoy en una cuenta de ahorro su mesada de $500 000 y al cabo de cinco meses recibe $570 000. ¿Qué tasa de interés reconoce mensualmente el banco si los intereses se pagan bajo la modalidad de interés simple?

Solución:

- Representación gráfica:

[image: image]

- Se depositan $500 000 en el período 0, y se reciben al cabo de 5 períodos $570 000. Encontremos el interés que gana el estudiante. Al reemplazar los valores en (4) obtenemos la siguiente expresión:

[image: image]

• El banco paga i = 2.8% mensual.

2.6 ANUALIDADES (CUOTAS UNIFORMES)

Usualmente, en la vida diaria se pactan los pagos de cuotas iguales por un crédito, para que se realicen de una forma periódica, cada mes o trimestre o semestre o año. Por ejemplo, cuando se compra en un almacén de muebles un juego de sala que tiene un valor de $600 000, el vendedor puede proponer el pago de la deuda en 12 cuotas iguales de $X, al inicio o al final de cada mes. Estos pagos iguales o uniformes se conocen como anualidades y al representarlos sobre la recta observamos:

[image: image]

A continuación se analizan los dos casos: el pago de las cuotas al final del período o al inicio del período y se generarán las expresiones correspondientes para sus cálculos.

2.6.1. Futuro de una anualidad vencida

Se acuerda depositar en n períodos una cantidad de $A y se desea determinar qué cantidad estará acumulada al final de los n períodos. Si se reconoce un interés simple de i% por período, esta sería la gráfica:

[image: image]

Para determinar el valor futuro se debe calcular el valor futuro de cada anualidad con la fórmula (1), y luego se deben sumar los futuros obtenidos en el período n. Esto se hace soportado en el concepto de que el dinero tiene diferente valor en el tiempo; por lo tanto, para operar el dinero este debe estar en el mismo tiempo:

F1 = A(1 + (n – 1) · i) Es el valor equivalente a A primera cuota dentro de n – 1 períodos

F2 = A(1 + (n – 2) · i) Es el valor equivalente a A segunda cuota dentro de n – 2 períodos

F3 = A(1 + (n – 3 · i)

.

.

.

Fn-1 = A(1 + 1·i) Es el valor equivalente a A penúltima cuota dentro de 1 períodos

Fn = A Es el valor equivalente a A última cuota en el períodos n

- Sumando estos valores futuros se obtiene:

F = F1 + F2 + F3 + .......... + Fn–1 + Fn

F = A(1 + (n – 1) · i) + A(1 + (n – 2) · i) + (1 + (n – 3) · i +.......... A(1 + · i) + A

- Factorizando A, se tiene:

F = A[1 + (n – 1) · i + 1 + (n – 2) · i + 1 + (n – 3) · i +............+ 1 + · i + 1]

F = A[n + (n – 1) · i + (n – 2) · i + (n – 3) · i +............+ i]

- Factorizando en i:

F = A[n + i [(n – 1) + (n – 2) + (n – 3) +............+1]]

-   Haciendo uso de las matemáticas, uno de los primero teoremas vistos en álgebra, la suma de los números naturales de 1 a (n – 1) es igual [image: image]

- Reemplazando en F:

[image: image]

Esta expresión indica el valor futuro F que se recibe al finalizar los n períodos equivalente a las n cuotas iguales vencidas de $A, depositadas al final de cada período, a una tasa igual a i y puestas todas en el período n.

Ejemplo:

Un estudiante recibe mensualmente un giro de su padre para sus gastos, ahorra $100 000 y los deposita al final de cada mes en un banco que le reconoce un interés simple del 3% mensual. ¿Qué cantidad de dinero tendrá en su cuenta al final del año después de doce depósitos de ahorro?

Solución:

- En la recta siguiente tenemos la siguiente representación:

[image: image]

- Reemplazamos en la ecuación (5):

[image: image]

• El estudiante tendrá ahorrado al final del año $1 398 000.

2.6.2. Presente de una anualidad vencida

Para determinar el valor presente de una anualidad vencida se reemplaza la expresión (1) en (5):

[image: image]

• Hemos expresado que recibir hoy $P equivale a pagar n cuotas vencidas de $A en n períodos, a una tasa i por período.

Ejemplo 1:

Durante tres meses se depositan mensualmente $5000 en una cuenta, el dinero pierde su poder adquisitivo a una tasa del 2,5% mensual. ¿Cuál es el valor presente equivalente a estos tres pagos que se realizan al final de cada mes?

Solución:

[image: image]

• Pagar tres cuotas de $5000 a una tasa de 2,5% mensual, es equivalente a pagar hoy $14.302,33.

Ejemplo 2:

Se realiza un préstamo de $4 000 000 y el pacto es pagarlo en siete cuotas iguales, con una tasa de interés semestral de 15%. Se desea calcular el valor de la cuota y construir una matriz de pago que muestre cómo se distribuye la cuota entre intereses y abonos a capital.

Solución:

[image: image]

- Despejando A de la fórmula (6) se obtiene:

[image: image]

- Reemplazando en la fórmula (7) se tiene:

[image: image]

• La cuota que se debe cancelar semestralmente es de $807 881,77

MATRIZ DE PAGO

[image: image]

En la tabla se observa que la suma de las siete cuotas es de $5 655 172,41 y el capital que se debe cancelar es de $4 000 000,00; luego la diferencia de $1 655 172,41 representa los intereses que se deben pagar por el préstamo. Es importante anotar que cuando se trabaja con interés simple, los intereses de cada período no se calculan sobre saldo, sino que los intereses totales se distribuyen mediante un factor en cada período mediante la siguiente expresión:

Interés del período = [image: image]

I   = Intereses totales

n  = Número de períodos

nj = Período de análisis

El pago de los intereses se puede pactar de dos formas: cancelar al inicio con una mayor cantidad de intereses y menor abono a capital o pagar al inicio una menor cantidad de intereses y menor abono a capital. Esto implicaría que la tabla de amortización se invierte.

Para calcular los intereses que se cancelan en la cuota en el período uno (1):

Intereses del período uno es igual a:

[image: image], y así sucesivamente.

El abono a capital es la diferencia entre la cuota y los intereses correspondientes a cada período. En el período 1 esto es: $ 807 881,77 – 413 793,103 = 394 088,67.

Abono a capital = Cuota – Intereses del período

La expresión (6) no representa la sumatoria de los presentes de las anualidades; recuerde que la fórmula (6) se obtuvo dividiendo el Futuro de una anualidad vencida entre (1 + ni); es decir, se trajo este dinero n periodos hacia atrás; que es muy diferente de la suma del presente de cada cuota puesta en el período cero. Se recomienda ver el artículo “Cavilaciones sobre el Interés Simple” (Cabeza, 2000, pp. 158-175).

2.6.3. Futuro de la anualidad anticipada

En esta sección analizaremos el caso donde los pagos uniformes se realizan al inicio de cada período y se desea determinar el valor que se acumula al final de n períodos. La representación gráfica es:

[image: image]

- Se debe llevar cada cuota a valor futuro en el período n con el apoyo de la fórmula (1):

F0 = A(1 + (n) · i) Es el valor equivalente a A primera cuota dentro de n períodos

F1 = A(1 + (n-1) · i) Es el valor equivalente a A segunda cuota dentro de n - 1 períodos

F2 = A(1 + (n-2) · i)

.

.

.

Fn-2 = A(1 + 2 · i) Es el valor equivalente a A penúltima cuota dentro de 2 períodos

Fn-1 = A(1 + 1 · i) Es el valor equivalente a A última cuota en el períodos n

- Sumando estos valores que se encuentran en el mismo instante de tiempo, n, se obtiene el dinero que se ha acumulado al cabo de los n períodos:

F = F0 + F1 + F2 + F3 + ......................... + Fn-1

F = A(1 + (n) · i) + A(1 + (n – 1) · i) + A(1 + (n – 2) · i) +........ + A(1 + 1 · i)

- Resuelto el factor común A se tiene:

F = A[1 + (n) · i + 1 + (n – 1) · i + 1 + (n – 2) · i +........ + 1 + 2 · i + 1 + 1i]

F = A[n + (n) · i + (n – 1) · i + (n – 2) · i + ............... 2i + 1i]

Factorizando a i:

F = A[n + i [(n) + (n – 1) + (n – 2) + ............... 2 + 1]

- La suma de los números naturales de 1 hasta n es igual a [image: image], y si reemplazamos este valor en la expresión anterior se obtiene:

[image: image]

Ejemplo:

Un estudiante ahorra $100 000 del giro mensual que le envía su padre para sus gastos y decide depositar el dinero al inicio de cada mes para evitar la tentación de gastárselo todo. ¿Qué cantidad de dinero tendrá ahorrado al final de los doce meses del año, pues el banco le reconoce el 3% mensual?

Solución:

[image: image]

• El estudiante contará con $1 434 000 pesos ahorrados al finalizar el año.

Si comparamos este resultado con el valor que se obtuvo en el mismo ejemplo, pero con pagos al final de mes, vemos que tendrá mayor dinero en pagos anticipados. Ocurre que en los pagos vencidos no se incluye la cuota pagada en el período 0, ni los intereses recibidos por su uso, que son de $3000 mes y que suman $36 000 en los 12 meses del año. Si restamos de los $1 434 000 estos intereses, obtenemos lo que acumuló en las anualidades vencidas: $1 398 000.

2.6.4. Presente de una anualidad anticipada

Para encontrar la expresión que permite el cálculo del valor presente de n pagos anticipados y uniformes por n períodos consecutivos se utilizará la fórmula (1):

[image: image]

-   Despejando P se obtiene:

[image: image]

Ejemplo:

Durante tres meses se depositan mensualmente $5000, pero el dinero pierde su poder adquisitivo a una tasa del 2,5% mensual. Determine el valor presente equivalente a estos tres pagos que se realizan al inicio del período.

Solución:

[image: image]

- Reemplazamos en (8):

[image: image]

• Esto indica que depositar tres cuotas iguales y en forma anticipada a una tasa del 2,5% es equivalente a tener hoy $14651,16.

En la comparación de este resultado con el ejemplo de los pagos vencidos, se encuentra una diferencia de $348,84, que corresponde a la diferencia entre el valor presente de la cuota de $5000 pagada en el mes 3, y la cuota de $5000, que cancela en el inicio del período 0 de los pagos anticipados:

[image: image]

Recuerde que los $5000 de hoy tienen un mayor valor que los $5000 del período tres; a medida que pasa el tiempo el dinero va perdiendo su valor.

USO DE LA CALCULADORA FINANCIERA PARA INTERÉS SIMPLE

En este apartado se presenta la forma de diseñar la calculadora Hewlett Packard 17B II o 19B II; las fórmulas se escriben como se representan algebraicamente. La ventaja del manejo de la calculadora financiera es la rapidez de los cálculos y se eliminan los errores y con una misma fórmula se despeja cada una de las variables involucradas con solo introducir los datos conocidos y al final pedir el resultado de la variable incógnita con solo presionar la tecla.

La calculadora financiera tiene ya incorporada la programación para el manejo del interés Compuesto en el menú FIN y VDT, pero no está diseñada para el manejo del interés simple y los gradientes, por tal motivo se dan los pasos a seguir para construir las expresiones que se utilizan en estos temas.
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