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			PREFÁCIO


			Razão Áurea é um livro sobre um número, um número muito especial. Você encontrará este número, 1,61803..., em conferências sobre História da Arte e em listas de “números favoritos” compiladas por matemáticos. Também chama atenção o fato de ser esse número objeto de inúmeras experiências em psicologia.


			Fiquei interessado no número conhecido como Razão Áurea quinze anos atrás, quando preparava uma palestra sobre estética na física (não, isto não é uma contradição) e não consegui tirá-lo da cabeça desde então.


			Uma quantidade de colegas, amigos e estudantes muito maior do que eu poderia citar, de uma grande variedade de disciplinas, contribuiu direta e indiretamente para este livro. Gostaria aqui de estender meus agradecimentos especiais a Ives-Alain Bois, Mitch Feigenbaum, Hillel Gauchman, Ted Hill, Ron Lifschitz, Roger Penrose, Johanna Postma, Paul Steinhardt, Pat Thiel, Anne van der Helm, Divakar Viswanath e Stephen Wolfram por informações inestimáveis e discussões extremamente úteis.


			Sou grato a meus colegas Daniela Calzetti, Stefano Casertano e Massimo Stiavelli pela ajuda nas traduções do latim e do italiano; a Claus Leitherer e Hermine Landt pela ajuda nas traduções do alemão, e a Patrick Godon por sua ajuda nas traduções do francês. Sarah Stevens-Rayburn, Elizabeth Fraser e Nancy Hanks me proporcionaram um valioso suporte bibliográfico e linguístico. Sou particularmente grato a Sharon Toolan pelo auxílio na preparação do original.


			Meus sinceros agradecimentos à minha agente, Susan Rabiner, pelo estímulo permanente antes e durante a elaboração deste livro.


			Sou profundamente grato ao meu editor da Doubleday Broadway, Gerald Howard, pela sua leitura cuidadosa do original e por seus comentários criteriosos. Também sou grato a Rebecca Holland, editora gerente da Doubleday Broadway, por sua incansável ajuda durante a produção deste livro.


			Finalmente, sem a constante inspiração e o paciente apoio proporcionados por Sofie Livio, este livro não teria sido sequer escrito.
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			PRELÚDIO PARA UM NÚMERO


			Inumeráveis são as maravilhas do mundo.


			— Sófocles (495-405 a.C.)


			O famoso físico britânico lorde Kelvin (William Thomson; 1824-1907), em cuja homenagem foram batizados os graus da escala de temperatura absoluta, disse certa vez em uma conferência: “Quando não podemos expressar algo em números, nosso conhecimento é de um tipo escasso e insatisfatório.” Kelvin estava, obviamente, se referindo ao conhecimento exigido para o avanço da ciência. Mas números e matemática têm a curiosa propensão a contribuir até para o entendimento de coisas que são, ou pelo menos parecem ser, extremamente distantes da ciência. Em O mistério de Marie Rogêt, de Edgar Allan Poe, o famoso detetive Auguste Dupin diz: “Nós fazemos da sorte uma questão de cálculo absoluto. Submetemos o não procurado e o não imaginado às fórmulas matemáticas das escolas.” Num nível ainda mais simples, considere o seguinte problema que o leitor pode ter encontrado ao se preparar para uma festa: há uma barra de chocolate composta de doze pedaços; quantas quebras são necessárias para separar todos os pedaços? A resposta é, na verdade, mais simples do que você pode ter pensado e não envolve quase nenhum cálculo. Toda vez que se faz uma quebra, tem-se um pedaço a mais do que antes. Portanto, se você precisa terminar com doze pedaços, terá que quebrar onze vezes. (Verifique isso por si mesmo.) De modo mais geral, qualquer que seja o número de pedaços que formam a barra de chocolate, o número de quebras é sempre um a menos que o número de pedaços.


			Mesmo que você não seja um apreciador de chocolate, perceberá que esse exemplo demonstra uma regra matemática simples que pode ser aplicada em muitas outras circunstâncias. Mas, além das propriedades, fórmulas e regras matemáticas (muitas das quais sempre acabamos esquecendo), existem alguns números especiais que são tão onipresentes que nunca deixam de nos surpreender. O mais famoso deles é o número Pi (π), que é a razão entre a circunferência de qualquer círculo e seu diâmetro. O valor de Pi, 3,14159..., tem fascinado muitas gerações de matemáticos. Embora tenha sido originalmente definido na geometria, o Pi aparece muito frequente e inesperadamente no cálculo de probabilidades. Um exemplo famoso é conhecido como a Agulha de Buffon, em homenagem ao matemático francês George-Louis Leclerc, conde de Buffon (1707-1788), que, em 1777, propôs e resolveu o seguinte problema matemático. Leclerc perguntou: suponha que você tenha uma grande folha de papel no chão, pautada com linhas retas paralelas separadas por uma distância fixa. Uma agulha de comprimento exatamente igual ao espaçamento entre as linhas é jogada ao acaso sobre o papel. Qual é a probabilidade de que a agulha caia de tal maneira que cruze uma das linhas (por exemplo, como na Figura 1)? Surpreendentemente, a resposta é o número 2/π. Portanto, em princípio, você pode avaliar π repetindo esta experiência muitas vezes e observando em que fração do total de jogadas você obtém uma interseção. (Mas existem maneiras menos tediosas de encontrar o valor de Pi.) Hoje em dia, Pi se tornou uma palavra tão familiar que até inspirou o cineasta Darren Aronofsky a fazer, em 1998, um thriller intelectual com esse título.
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			Figura 1


			Menos conhecido que o Pi é um outro número, o Fi (Φ), que, em muitos aspectos, é ainda mais fascinante. Suponha que eu lhe pergunte: o que o encantador arranjo de pétalas numa rosa vermelha, o famoso quadro “O Sacramento da Última Ceia”, de Salvador Dalí, as magníficas conchas espirais de moluscos e a procriação de coelhos têm em comum? É difícil de acreditar, mas esses exemplos bem díspares têm em comum um certo número, ou proporção geométrica, conhecido desde a Antiguidade, um número que no século XIX recebeu o título honorífico de “Número Áureo”, “Razão Áurea” e “Seção Áurea”. Um livro publicado na Itália no começo do século XVI chegou a chamar essa razão de “Proporção Divina”.


			No dia a dia, usamos a palavra “proporção” ou para a relação comparativa entre partes de coisas com respeito a tamanho ou quantidade, ou quando queremos descrever uma relação harmoniosa entre diferentes partes. Na matemática, o termo “proporção” é usado para descrever uma igualdade do tipo: nove está para três assim como seis está para dois. Como veremos, a Razão Áurea nos fornece uma intrigante mistura das duas acepções, já que, embora seja matematicamente definida, considera-se que revela qualidades agradavelmente harmoniosas.


			A primeira definição clara do que mais tarde se tornou conhecido como a Razão Áurea foi dada por volta de 300 a.C. pelo fundador da geometria como sistema dedutivo formalizado, Euclides de Alexandria. Retornaremos a Euclides e suas fantásticas realizações no Capítulo 4, mas agora quero observar apenas que é tão grande a admiração inspirada por Euclides que, em 1923, a poetisa Edna St. Vincent Millay escreveu um poema intitulado “Somente Euclides viu a Beleza Nua”. Na verdade, até as notas de aula de Millay do seu curso de geometria euclidiana foram preservadas. Euclides definiu uma proporção derivada da simples divisão de uma linha no que ele chamou de sua “razão extrema e média”. Nas palavras de Euclides:


			Diz-se que uma linha reta é cortada na razão extrema e média quando, assim como a linha toda está para o maior segmento, o maior segmento está para o menor.
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			Figura 2


			Em outras palavras, se observarmos a Figura 2, a linha AB certamente é maior que o segmento AC. Ao mesmo tempo, o segmento AC é maior que o CB. Se a razão do comprimento de AC para o comprimento de CB for igual à razão de AB para AC, então a linha foi cortada na razão extrema e média, ou numa Razão Áurea.


			Quem poderia imaginar que essa divisão de linha aparentemente tão inocente, que Euclides definiu com objetivos puramente geométricos, poderia ter consequências em temas que vão do arranjo de folhas em botânica à estrutura de galáxias que contêm bilhões de estrelas, ou da matemática às artes? A Razão Áurea nos fornece, portanto, um maravilhoso exemplo do sentimento de total espanto que o famoso físico Albert Einstein (1879-1955) valorizava tanto. Nas palavras do próprio Einstein: “A melhor coisa que podemos vivenciar é o mistério. Ele é a emoção fundamental que está no berço da ciência e da arte verdadeiras. Aquele que não o conhece e não mais se maravilha, não sente mais o deslumbramento, vale o mesmo que um morto, que uma vela apagada.”


			Como veremos calculado neste livro, o valor exato da Razão Áurea (a razão de AC para CB na Figura 2) é o número que nunca termina e nunca se repete 1,6180339887..., e esses números que nunca terminam têm intrigado os homens desde a Antiguidade. Diz uma história que quando o matemático grego Hipasos de Metaponto descobriu, no século V a.C., que a Razão Áurea é um número que não é nem inteiro (como os familiares 1, 2, 3...) nem razão de dois números inteiros (como as frações 1/2, 2/3, 3/4,..., conhecidos coletivamente como números racionais), isso deixou totalmente chocados os outros seguidores do famoso matemático Pitágoras (os pitagóricos). A visão de mundo dos pitagóricos (que descreveremos em detalhe no Capítulo 2) era baseada numa admiração extrema pelos arithmos — as propriedades intrínsecas dos números inteiros ou suas razões — e seu suposto papel no Cosmo. A descoberta de que existiam números como a Razão Áurea que continuam para sempre sem exibir qualquer repetição ou padrão causou uma verdadeira crise filosófica. Reza a lenda que, aturdidos com a estupenda descoberta, os pitagóricos sacrificaram, apavorados, cem bois, embora isso pareça ser bastante improvável, já que os pitagóricos eram estritamente vegetarianos. Devo enfatizar neste ponto que muitas dessas histórias são baseadas em material histórico insuficientemente documentado. A data exata da descoberta de números que não são inteiros nem frações, conhecidos como números irracionais, não é conhecida com grau algum de certeza. Mesmo assim, alguns pesquisadores situam a descoberta no século V a.C., o que é pelo menos coerente com a datação das histórias que acabamos de contar. O que é claro é que os pitagóricos basicamente acreditavam que a existência de tais números era tão horrível que devia (a existência) representar algum tipo de erro cósmico, algo que deveria ser suprimido e guardado em segredo.


			O fato de a Razão Áurea não poder ser expressa como uma fração (como um número racional) significa simplesmente que a razão entre os dois comprimentos AC e CB na Figura 2 não pode ser expressa como uma fração. Em outras palavras, por mais que procuremos, jamais encontraremos uma medida cujo valor, multiplicado, digamos, por 31, coincida com a medida de AC, e multiplicado por 19 coincida com a de CB. Dois comprimentos com esta propriedade são chamados de incomensuráveis. A descoberta de que a Razão Áurea é um número irracional, portanto, era, ao mesmo tempo, a descoberta da incomensurabilidade. Em Sobre a vida pitagórica (cerca de 300 d.C.), o filósofo e historiador Iâmblico, um descendente de uma nobre família da Síria, descreve a violenta reação a essa descoberta:


			“Eles diziam que o primeiro [humano] a revelar a natureza da comensurabilidade e da incomensurabilidade para aqueles que não eram dignos de compartilhar a teoria era tão odiado que não só foi banido da associação e do modo de vida [pitagórico], como também teve seu túmulo construído, como se o antigo colega tivesse sido apartado da vida entre o gênero humano.”


			Na literatura matemática profissional, o símbolo habitual para a Razão Áurea é a letra grega tau (τ, do grego τοµή, to-mĭ, que significa “o corte” ou “a seção”). Entretanto, no início do século XX, o matemático americano Mark Barr deu à razão o nome de Fi (Φ), a primeira letra grega no nome de Fídias, o grande escultor grego que viveu entre 490 e 430 a.C. As maiores realizações de Fídias foram o “Partenon de Atenas” e o “Zeus” no templo de Olímpia. Tradicionalmente, considera-se também que ele foi o responsável por outras esculturas do Partenon, embora seja bastante provável que muitas delas, na verdade, tenham sido feitas por seus alunos e assistentes. Barr decidiu homenagear o escultor porque alguns historiadores da arte sustentavam que Fídias fazia uso frequente e meticuloso da Razão Áurea nas suas esculturas. (Examinaremos detalhadamente afirmações semelhantes neste livro.) Usarei os nomes Razão Áurea, Seção Áurea, Número Áureo, Fi e o símbolo Φ livremente ao longo do livro, pois esses são os nomes mais frequentemente encontrados na literatura matemática recreativa.


			Algumas das maiores mentes matemáticas de todos os tempos, de Pitágoras e Euclides na Grécia antiga, passando pelo matemático italiano da Idade Média Leonardo de Pisa e o astrônomo renascentista Johannes Kepler, até figuras científicas do presente, como o físico de Oxford Roger Penrose, passaram horas sem fim trabalhando com esta simples razão e suas propriedades. Mas a fascinação pela Razão Áurea não se restringe aos matemáticos. Biólogos, artistas, músicos, historiadores, arquitetos, psicólogos e até místicos têm examinado e debatido as bases de sua ubiquidade e seu apelo. De fato, provavelmente é correto dizer que a Razão Áurea tem inspirado pensadores de todas as disciplinas mais do que qualquer outro número na história da Matemática.


			Uma imensa quantidade de pesquisa, principalmente do matemático canadense Roger Herz-Fischler (descrita no seu excelente livro Uma história matemática do número áureo), tem sido dedicada até à simples questão da origem do nome “Segmento Áureo”. Dado o entusiasmo que essa razão tem gerado desde a Antiguidade, poderíamos pensar que o nome também tem origens antigas. De fato, alguns livros competentes de história da matemática, como O nascimento da matemática na era de Platão de François Lasserre, e Uma história da matemática, de Carl B. Boyers, situam a origem desse nome nos séculos XV e XVI, respectivamente. Mas não parece ser esse o caso. Pelo que posso dizer depois de examinar boa parte das tentativas de se achar dados históricos, essa expressão foi usada pela primeira vez pelo matemático alemão Martin Ohm (irmão do famoso físico Georg Simon Ohm, autor da Lei de Ohm no eletromagnetismo) na segunda edição, de 1835, do seu livro Die Reine Elementar-Mathematik (A matemática elementar pura). Ohm escreve em uma nota de rodapé: “Essa divisão de uma linha arbitrária em duas partes também costuma ser chamada de seção áurea.” A linguagem de Ohm claramente nos deixa com a impressão de que não foi ele quem inventou a expressão, mas que, em vez disso, usou um nome comumente aceito. Porém, o fato de que ele não a utilizou na primeira edição do livro (publicada em 1826) pelo menos sugere que o nome “Razão Áurea” (ou, em alemão, “Goldene Schnitt”) só ganhou popularidade por volta de 1830. A expressão pode ter sido usada oralmente antes disso, talvez em círculos não matemáticos. Mas não há dúvida de que, após o livro de Ohm, a expressão “Seção Áurea” começou a aparecer frequente e repetidamente na literatura alemã sobre matemática e história da arte. Ela pode ter feito sua estreia em inglês em um artigo de James Sully sobre estética, publicado na nona edição da Enciclopédia Britânica, em 1875. Sully faz referência à “interessante enquete experimental... instituída por (Gustav Theodor) Fechner — um físico e psicólogo pioneiro alemão do século XIX — sobre a suposta superioridade da ‘seção áurea’ como uma proporção visível”. (Discutirei os experimentos de Fechner no Capítulo 7.) O uso mais antigo em inglês em contexto matemático parece ter ocorrido em um artigo intitulado “O Segmento Áureo” (de E. Ackermann), publicado em 1895 no American Mathematical Monthly e, mais ou menos na mesma época, no livro Introdução à álgebra, de 1898, do conhecido professor e escritor G. Chrystal (1851-1911). Apenas como curiosidade, deixe-me observar que a única definição de “Número Áureo” que aparece na edição de 1900 da enciclopédia francesa Nouveau Larousse Illustré é: “Um número usado para indicar cada um dos anos do ciclo lunar.” Isto se refere à posição de um calendário anual dentro do ciclo de dezenove anos após o qual as fases da Lua retornam às mesmas datas. Evidentemente, a expressão levou um tempo maior para entrar na nomenclatura matemática francesa.


			Mas por que tanto alvoroço em torno disso? O que faz desse número, ou proporção geométrica, algo tão interessante que deva merecer toda essa atenção?


			A atratividade do “Número Áureo” origina-se, antes de mais nada, do fato de que ele tem um jeito quase sobrenatural de surgir onde menos se espera.


			Pegue, por exemplo, uma maçã qualquer, fruta frequentemente associada (provavelmente de modo equivocado) com a árvore do conhecimento que aparece de forma tão proeminente na descrição bíblica da queda da humanidade do Paraíso, e corte-a pela sua circunferência. Você irá encontrar as sementes da maçã arrumadas num padrão de estrela de cinco pontas ou pentagrama (Figura 3). Cada um dos cinco triângulos isósceles que formam as pontas do pentagrama tem a propriedade de que a razão entre o comprimento de seu lado mais comprido e do mais curto (a base) é igual à Razão Áurea, 1,618... Mas o leitor pode achar que isso talvez não seja assim tão surpreendente. Afinal, já que a Razão Áurea foi definida como uma proporção geométrica, talvez não devêssemos ficar espantados demais ao descobrir essa proporção em algumas formas geométricas.


			Essa, porém, é só a ponta do iceberg. De acordo com a tradição budista, em um dos sermões do Buda ele não emitiu uma única palavra. Ele simplesmente segurava uma flor diante de sua plateia. O que uma flor pode nos ensinar? Uma rosa, por exemplo, quase sempre é considerada um símbolo de simetria, harmonia, amor e fragilidade naturais. Em Religião do homem, o poeta e filósofo indiano Rabindranath Tagore (1861-1941) escreve: “De alguma maneira, sentimos que, por intermédio de uma rosa, a linguagem do amor chega aos nossos corações.” Suponha que você queira quantificar a aparência simétrica de uma rosa. Pegue uma rosa e a disseque para ver como suas pétalas se sobrepõem às suas antecessoras. Como descrevo no Capítulo 5, você vai descobrir que as posições das pétalas estão arrumadas de acordo com uma regra matemática que se baseia na Razão Áurea.
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			Figura 3


			Passando agora ao reino animal, todos nós conhecemos a beleza impressionante das estruturas espirais das conchas de muitos moluscos, como o náutilo (Nautilus pompilius; Figura 4). De fato, o Shiva dançante dos mitos hindus segura um desses náutilos em suas mãos, como um símbolo de um dos instrumentos do início da criação. Essas conchas também têm inspirado muitas construções arquitetônicas. O arquiteto americano Frank Lloyd Wright (1869-1959), por exemplo, baseou o desenho do Museu Guggenheim de Nova York na estrutura do náutilo com câmaras. Dentro do museu, os visitantes sobem uma rampa em espiral, seguindo adiante quando suas capacidades imaginativas ficam saturadas pela arte que veem, tal como o molusco constrói sucessivas câmaras espirais à medida que ocupa totalmente seu espaço físico. Descobriremos no Capítulo 5 que o crescimento das conchas espirais também obedece a um padrão que é orientado pela Razão Áurea.
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			Figura 4


			A essa altura, não precisamos ser místicos de numerologia para começar a sentir um certo assombro por essa propriedade da Razão Áurea de surgir em situações e fenômenos que aparentemente não têm relação entre si. Além disso, como mencionei no começo deste capítulo, a Razão Áurea pode ser encontrada não só em fenômenos naturais mas também em uma variedade de objetos feitos pelo homem e em obras de arte. Por exemplo, na pintura de Salvador Dalí de 1955, “Sacramento da Última Ceia” (na National Gallery, Washington, D.C.; Figura 5), as dimensões da pintura (aproximadamente 270 cm × 167 cm) estão numa Razão Áurea entre si. Talvez ainda mais importante, parte de um enorme dodecaedro (um sólido regular de 12 faces no qual cada face é um pentágono) é visto flutuando acima da mesa, engolindo-a. Como veremos no Capítulo 4, sólidos regulares (como o cubo) que podem ser perfeitamente encaixados numa esfera (com todos os seus vértices encostados nela), e o dodecaedro em particular, estão intimamente relacionados com a Razão Áurea. Por que Dalí decidiu exibir a Razão Áurea de maneira tão destacada nessa pintura? Sua observação de que “a Comunhão deve ser simétrica” apenas começa a responder a essa pergunta. Como mostrarei no Capítulo 7, a Razão Áurea figura (ou, pelo menos, afirma-se que ela figura) em obras de muitos outros artistas, arquitetos e desenhistas, e até em famosas composições musicais. Em termos gerais, a Razão Áurea foi usada em algumas dessas obras para que elas obtivessem o que poderíamos chamar de “efetividade visual (ou auditiva)”. Uma das propriedades que contribuem para essa efetividade é a proporção — a relação de tamanho das partes entre si e com o todo. A história da arte mostra que, na longa busca pelo elusivo cânone da proporção “perfeita”, a que poderia de algum modo conferir automaticamente qualidades estéticas agradáveis a todas as obras artísticas, a Razão Áurea provou ser a mais duradoura. Mas por quê?
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			Figura 5


			Um exame mais atento dos exemplos da natureza e das artes revela que eles levantam questões em três diferentes níveis com profundidade crescente. Em primeiro lugar, existem as questões imediatas: (a) Será que todas as ocorrências de Fi na natureza e nas artes citadas na literatura são reais ou algumas delas simplesmente representam interpretações equivocadas e extravagantes? (b) Podemos realmente explicar a ocorrência (se for real) de Fi nessas e em outras circunstâncias? Segundo, já que definimos “beleza” como, por exemplo, no Webster’s Unabrigded Dictionary, “a qualidade que faz um objeto parecer agradável ou satisfatório de uma certa maneira”, isso suscita a seguinte pergunta: Existe um componente estético na matemática? E em caso positivo, qual é a essência desse componente? Esta é uma questão séria, pois, como o arquiteto, matemático e engenheiro americano Richard Buckminster Fuller (1895-1983) disse uma vez: “Quando estou trabalhando num problema, nunca penso a respeito de beleza. Eu penso apenas em como resolver o problema. Mas quando termino, se a solução não é bonita, eu sei que está errada.” Finalmente, a pergunta mais intrigante é: o que é que faz a matemática ser tão poderosa e onipresente? Por que motivo a matemática e constantes numéricas como a Razão Áurea têm um papel tão importante em temas que vão das teorias fundamentais do Universo ao mercado de ações? Será que a matemática existe mesmo independentemente dos indivíduos que foram os descobridores/inventores dela e de seus princípios? Será que o universo é matemático por sua própria natureza? Esta última pergunta pode ser reformulada, usando-se um famoso aforismo do físico britânico sir James Jeans (1847-1946), como: Será que Deus é um matemático?


			Tentarei abordar todas essas questões em detalhe neste livro por meio da fascinante história do Fi. A história às vezes emaranhada dessa razão atravessa milênios e continentes. De forma igualmente importante, espero contar uma boa história de interesse humano. Uma parte desta história tratará de uma época em que “cientistas” e “matemáticos” eram indivíduos autosselecionados que simplesmente se dedicavam a questões que despertavam sua curiosidade. Essas pessoas muitas vezes trabalhavam e morriam sem saber se seus trabalhos iriam mudar o curso do pensamento científico ou iriam simplesmente desaparecer sem deixar vestígios.


			Antes de embarcar nesta jornada principal, contudo, temos de nos familiarizar com números em geral e com a Razão Áurea em particular. Afinal de contas, como foi que surgiu a ideia original da Razão Áurea? O que foi que levou Euclides a se dar ao trabalho de definir tal divisão de linha? Meu objetivo é ajudar o leitor a absorver algumas ideias sobre as verdadeiras raízes do que poderíamos chamar de Numerismo Áureo. Para tanto, iremos agora fazer um breve passeio pela própria aurora da Matemática.
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			O tom e o pentagrama


			Até onde as leis da matemática se referem à realidade, não há certeza; e até onde há certeza, elas não se referem à realidade.


			— Albert Einstein (1879-1955)


			Vejo uma certa ordem no universo, e a matemática é uma maneira de fazê-la visível.


			— May Sarton (1912-1995)


			Ninguém sabe ao certo quando os humanos começaram a contar, isto é, a medir múltiplas coisas de forma quantitativa. Na verdade, nós nem sabemos com certeza se números como “um”, “dois”, “três” (os números cardinais) precederam números como “primeiro”, “segundo”, “terceiro” (os números ordinais) ou vice-versa. Números cardinais simplesmente determinam a pluralidade de uma coleção de itens, como o número de crianças num grupo. Números ordinais, por outro lado, especificam a ordem e a sucessão de elementos específicos em um grupo, como uma determinada data em um mês ou o número de uma cadeira numa sala de concertos. Originalmente, supunha-se que a contagem se desenvolveu especificamente para lidar com necessidades simples do dia a dia, o que claramente indicava que os números cardinais teriam aparecido primeiro. No entanto, alguns antropólogos sugeriram que os números podem ter aparecido inicialmente na cena histórica relacionados a alguns rituais que exigiam a aparição sucessiva (numa ordem específica) de indivíduos durante as cerimônias. Se for correta, essa ideia sugere que o conceito de número ordinal pode ter precedido o de cardinal.


			Obviamente, foi necessário um salto mental ainda maior para se sair da simples contagem de objetos para uma verdadeira compreensão dos números como quantidades abstratas. Assim, enquanto as primeiras noções de números podem ter estado relacionadas inicialmente a contrastes, talvez associadas à sobrevivência — É um lobo ou é uma alcateia? — a verdadeira compreensão de que duas mãos e duas noites são manifestações do número 2 provavelmente levou séculos para ser absorvida. O processo teve de passar pelo reconhecimento de similaridades (ao contrário de contrastes) e correspondências. Muitos idiomas contêm traços da separação inicial entre o simples ato de contar e o conceito abstrato de números. Nas Ilhas Fiji, por exemplo, o termo para dez cocos é “koro”, enquanto para dez barcos é “bolo”. Do mesmo modo, entre os tauades da Nova Guiné, palavras diferentes são usadas para falar de pares de machos, pares de fêmeas e pares mistos. Mesmo no inglês, palavras diferentes são muitas vezes associadas a um mesmo número de diferentes agregações. Diz-se em inglês, “a yoke of oxen” (uma parelha de bois), mas nunca “a yoke of dogs” (uma parelha de cachorros).


			Certamente, o fato de os humanos possuírem o mesmo número de mãos, pés, olhos ou seios ajudou no desenvolvimento da compreensão abstrata do número 2. Mesmo assim, deve ter levado mais tempo para que se associasse esse número a coisas que não são idênticas, como o fato de existirem duas grandes luzes no céu, o Sol e a Lua. Existe pouca dúvida de que as primeiras distinções feitas foram entre um e dois e entre dois e “muitos”. Esta conclusão é baseada nos resultados de estudos feitos no século XIX entre populações que estavam relativamente pouco expostas à civilização predominante e sobre as diferenças linguísticas entre os termos usados para diferentes números nos tempos antigos e na época atual.


			TRÊS É UMA MULTIDÃO


			A primeira indicação do fato de que números maiores que dois foram originalmente tratados como “muitos” data de cinco milênios atrás aproximadamente. No idioma da Suméria, na Mesopotâmia, o nome do número 3, “es”, servia também como a marca da pluralidade (como o sufixo s em português). De modo semelhante, estudos etnográficos de 1890 sobre os nativos das ilhas do Estreito de Torres, entre Austrália e Papua-Nova Guiné, mostraram que eles usavam um sistema conhecido como dois-contagem. Eles usavam as palavras “urapun” para “um” e “okasa” para “dois”, e depois combinações como “okasa-urapun” para “três” e “okasa-okasa” para “quatro”. Para números maiores do que quatro, os habitantes da ilha usavam a palavra “ras” (muito). Formas quase idênticas de nomenclatura foram encontradas em outras populações indígenas do Brasil (os botocudos) à África do Sul (zulus). Os aranda da Austrália, por exemplo, tinham “ninta” para “um”, “tara” para “dois”, e depois “tara mi ninta” para “três” e “tara ma tara” para “quatro”, sendo todos os outros números expressos como “muitos”. Muitas dessas populações também tinham tendência a agrupar coisas em pares, em vez de contá-las individualmente.


			Uma pergunta interessante é: por que as línguas usadas nesses e em outros sistemas de contagem evoluíram até “quatro” e depois pararam (embora três e quatro já fossem expressos em termos de um e dois)? Uma explicação sugere que isso pode simplesmente refletir o fato de que temos quatro dedos em posição similar em nossas mãos. Outra ideia, mais sutil, sugere que a resposta se encontra num limite fisiológico da percepção visual humana. Muitos estudos mostraram que o número máximo que podemos captar de relance, sem contar, é cerca de quatro ou cinco. Você talvez lembre que, no filme Rain Man, Dustin Hoffman interpreta um personagem autista com uma percepção e uma memória extraordinárias (na verdade, bastante exageradas) de números. Em uma cena, todos os palitos de fósforos de uma caixa, com exceção de quatro, caem e se espalham pelo chão, e ele é capaz de dizer num relance que havia 246 palitos no chão. Bem, a maioria das pessoas não conseguiria realizar essa façanha. Qualquer um que já tenha tentado contar votos do que quer que seja está familiarizado com o problema. Normalmente (nos Estados Unidos) anotamos os primeiros quatro votos como linhas retas e depois então cruzamos as linhas com uma quinta linha quando um quinto voto é computado, simplesmente pela dificuldade de perceber de uma só vez qualquer número de linhas acima de quatro.* Este sistema é conhecido em pubs ingleses (onde o barman conta as cervejas pedidas) como as cinco portas barradas. Curiosamente, uma experiência descrita pelo historiador da matemática Tobias Dantzig (1884-1956) em 1930 (no seu admirável livro Número, a linguagem da ciência) sugere que alguns pássaros também podem reconhecer e discriminar até quatro objetos. A história de Dantzig é a seguinte:


			Um fazendeiro estava decidido a atirar num corvo que tinha feito seu ninho numa torre de observação de sua propriedade. Ele havia tentado surpreender o pássaro várias vezes, mas em vão: quando o homem se aproximava, o corvo saía de seu ninho. De uma árvore distante, ele esperava até o homem sair da torre e depois voltava ao seu ninho. Um dia, o fazendeiro topou com um ardil: dois homens entraram na torre, um permaneceu lá dentro e o outro saiu e seguiu em frente. Mas o pássaro não foi enganado: ele ficou afastado até o homem que estava dentro sair. A experiência foi repetida nos dias seguintes com dois, três e depois quatro homens, ainda sem sucesso. Finalmente, cinco homens foram mandados: como antes, todos entraram na torre, e um permaneceu enquanto os outros quatro saíam e iam embora. Nesse ponto o corvo perdeu a conta. Incapaz de distinguir entre quatro e cinco, ele prontamente retornou ao seu ninho.


			Outras evidências sugerem que os sistemas iniciais de contagem seguiam a filosofia do “um, dois,... muitos”. Elas vêm de diferenças linguísticas entre o tratamento de plurais e de frações. Em hebraico, por exemplo, existe uma forma especial de plural para pares de itens idênticos (por exemplo, mãos, pés) ou para palavras que representam objetos que contêm duas partes idênticas (por exemplo, calças, óculos, tesouras) que é diferente do plural normal. Assim, enquanto o plural normal termina com “im” (para itens considerados masculinos) ou “ot” (para itens femininos), a forma plural para olhos, seios etc. ou as palavras para objetos com duas partes idênticas terminam em “ayim”. Formas semelhantes existem no finlandês e foram usadas (até a época medieval) no tcheco. Mais importante ainda, a transição para frações, que certamente exigiu uma familiaridade maior com números, é caracterizada por uma marcante diferença linguística entre os nomes de frações que não o meio. Nas línguas indo-europeias, e mesmo em outras (como o húngaro e o hebraico), os nomes das frações “um terço” (1/3), “um quinto” (1/5), e assim por diante, geralmente derivam dos nomes dos números dos quais essas frações são recíprocos (três, cinco etc.). No hebraico, por exemplo, o número “três” é “shalosh” e “um terço” é “shlish”. Em húngaro, “três” é “Hàrom” e “um terço” é “Harmad”. Mas isso não vale para o número “meio”, que não é relacionado ao dois. Em romeno, por exemplo, “dois” é “doi” e “meio” é “jumate”; em hebraico, “dois” é “shtayim” e “meio” é “hetsi”; em húngaro, “dois” é “kettö” e “meio” é “fèl”. Isso pode indicar que, embora o número 1/2 tenha sido entendido relativamente cedo, a noção e a compreensão das outras frações como recíprocos (ou seja, “um sobre”) de números inteiros provavelmente só se desenvolveram depois que a contagem passou pela barreira do “três é uma multidão”.


			CONTANDO MEUS INUMERÁVEIS DEDOS


			Mesmo antes de sistemas de contagem terem sido verdadeiramente desenvolvidos, os homens tinham que ser capazes de anotar quantidades. Os registros arqueológicos mais antigos que se acredita serem associados a algum tipo de contagem aparecem na forma de ossos com incisões regularmente espaçadas. O mais antigo, que data de aproximadamente 35000 a.C., é parte de um fêmur de babuíno encontrado numa caverna nas montanhas Lembedo, na África. O osso estava marcado com vinte e nove incisões. Outro desses registros “contábeis”, um osso de lobo com cinquenta e cinco incisões (vinte e cinco numa série e trinta em outra, as primeiras séries agrupadas de cinco em cinco), foi encontrado pelo arqueólogo Karel Absolon em 1937 no Dolné Vĕstonice, Tchecoslováquia, e data da era Aurignaciana (cerca de 30 mil anos atrás). O agrupamento em cinco, em particular, sugere o conceito de uma base, que abordarei adiante. Embora não saibamos o exato propósito dessas incisões, elas podem ter sido feitas como um registro dos abates de um caçador. O agrupamento poderia tê-lo ajudado a manter a contagem sem precisar recontar todos os entalhes. Também foram encontrados ossos marcados de maneira semelhante da era Magdaleniana (cerca de 15000 a.C.), na França e na caverna Pekarna, na República Tcheca.


			Um osso que tem sido objeto de muita especulação é o osso de Ishango, encontrado pelo arqueólogo Jean de Heinzelin em Ishango, perto da fronteira entre Uganda e Zaire (Figura 6). Esse cabo de osso de um instrumento, que data de 9000 a.C., aproximadamente, mostra três linhas de entalhes arrumados, respectivamente, nos seguintes grupos: (i) 9, 19, 21, 11; (ii) 19, 17, 13, 11; (iii) 7, 5, 5, 10, 8, 4, 6, 3. A soma dos números nas primeiras duas linhas é de 60 em cada uma, o que levou algumas pessoas a especular que eles podem representar um registro das fases da Lua em dois meses lunares (com a possibilidade de que algumas incisões tenham sido apagadas na terceira linha, que soma apenas 48). Interpretações mais intrincadas (e bem mais especulativas) também foram propostas. Por exemplo, com base no fato de que a segunda linha (19, 17, 13, 11) contém uma sequência de números primos (números que não têm divisores, exceto o 1 e o próprio número), e de que a primeira linha (9, 19, 21, 11) contém números que diferem por 1 de 10 ou de 20, Heinzelin concluiu que o povo de Ishango tinha algum conhecimento rudimentar de aritmética e até de números primos. É desnecessário dizer que muitos pesquisadores consideraram essa interpretação um tanto forçada.
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			Figura 6


			O Oriente Médio produziu outro sistema de registro interessante, que data do período entre 9000 e 2000 a.C. Em lugares que vão de Anatólia, no norte, ao Sudão, no sul, arqueólogos descobriram montes de pequenos objetos parecidos com brinquedos, de diferentes tamanhos e feitos de argila. Tinham a forma de discos, cones, cilindros, pirâmides, animais etc. A arqueóloga Denise Schmandt-Besserat, da Universidade do Texas em Austin, que estudou esses objetos no fim dos anos 1970, desenvolveu uma teoria fascinante. Ela acredita que esses objetos de barro serviam de símbolos pictográficos no mercado, representando os tipos de objetos contados. Assim, uma pequena esfera de argila pode ter representado alguma quantidade de grãos, um cilindro, uma cabeça de gado e assim por diante. Os mercadores pré-históricos do Oriente Médio poderiam, portanto, segundo a hipótese de Schmandt-Besserat, conduzir a contabilidade de seus negócios simplesmente alinhando os símbolos de acordo com os tipos de mercadorias negociadas.


			Quaisquer que tenham sido os tipos de símbolos usados para os diferentes números — incisões em ossos, representações de argila, nós em cordas (artifícios chamados de quipu, usados pelos incas), ou simplesmente os dedos —, em algum ponto da história os humanos encararam o desafio de representar e manipular grandes números. Por razões práticas, nenhum sistema simbólico que tivesse um nome ou objeto representativo diferente e único para cada número poderia sobreviver por muito tempo. Da mesma maneira que as letras do alfabeto representam de algum modo o número mínimo de caracteres com os quais podemos expressar nosso vocabulário inteiro e todo o conhecimento escrito, um conjunto mínimo de símbolos caracterizando todos os números teve de ser adotado. Essa necessidade levou ao conceito de “base” — a noção de que números podem ser arrumados hierarquicamente, de acordo com certas unidades. Temos tanta familiaridade com a base 10 em nossa vida cotidiana que é difícil imaginar que outras bases poderiam ter sido escolhidas.


			A ideia por trás da base 10 é realmente muito simples, o que não quer dizer que não tenha levado um longo tempo para se desenvolver. Nós agrupamos os números de tal modo que dez unidades num certo nível correspondem a uma unidade em um nível mais alto na hierarquia. Assim, 10 “uns” correspondem a 1 “dez”, 10 “dez” correspondem a 1 “cem”, 10 “cens” correspondem a 1 “mil”, e assim sucessivamente. Os nomes dos números e o posicionamento dos dígitos também refletem esse agrupamento hierárquico. Quando escrevemos o número 555, por exemplo, embora estejamos repetindo a mesma cifra três vezes, ela significa algo diferente a cada vez. O primeiro dígito da direita representa 5 unidades de “um”, o segundo representa 5 unidades de “dez”, ou 5 vezes dez, e o terceiro 5 “cens”, ou 5 vezes dez ao quadrado. Essa regra importante de posição, o sistema de valor de lugar, foi inventado pelos babilônios (que usavam 60 como base, como veremos a seguir) por volta de 2000 a.C., e depois, num período de 2.500 anos, foi reinventado sucessivamente na China, pelos maias na América Central, e na Índia.


			De todas as línguas indo-europeias, o sânscrito, originário da Índia setentrional, é a que fornece alguns dos mais antigos textos escritos. Especificamente, quatro das escrituras antigas do hinduísmo, todas contendo a palavra em sânscrito “veda” (conhecimento) em seus títulos, datam do século V a.C. Cada número de 1 a 10 no sânscrito tem um nome diferente: eka, dvau, trayas, catvaras, pañca, ṣaṭ, sapta, ạsṭau, náva, daśa. Todos os números de 11 a 19 são, simplesmente, combinações entre o número de unidades e 10. Assim, 15 é “pañca-daśa”, 19 é “náva-daśa”, e assim por diante. O inglês, por exemplo, tem, de modo equivalente, os números terminados em “teen”. Caso você se pergunte, a propósito, de onde vêm o “eleven” e o “twelve” do inglês, “eleven” deriva de “an” (um) e “lif” (esquerda ou resto), e “twelve”, de “two” e “lif” (dois esquerda). Isto é, esses números representam “um restando de dez” e “dois restando de dez”. Novamente como no inglês, os nomes em sânscrito para as dezenas (vinte, trinta etc.) expressam a unidade e o plural para dezena (por exemplo, 60 é ṣaṣti), e todas as línguas indo-europeias têm uma estrutura bastante semelhante nos seus vocabulários para números. Portanto, os usuários dessas línguas adotaram claramente o sistema de base 10.


			Há pouca dúvida de que a popularidade quase universal da base 10 tenha se originado simplesmente do fato de que temos dez dedos. Essa possibilidade já tinha sido levantada pelo filósofo grego Aristóteles (384-322 a.C.), quando ele se perguntava (em Problemata): “Por que todos os homens, tanto os bárbaros como os gregos, contam até dez e não até outro número qualquer?” A base 10, na realidade, não apresenta qualquer superioridade sobre, digamos, a base 13. Poderíamos até argumentar teoricamente que o fato de 13 ser um número primo, somente divisível por 1 e por ele mesmo, lhe confere uma vantagem sobre o 10, pois a maioria das frações seria irredutível nesse sistema. Por exemplo, enquanto na base 10 o número 36/100 pode ser expresso também como 18/50 ou 9/25, essas representações múltiplas não existiriam numa base prima como 13. Mesmo assim a base 10 ganhou, porque os dez dedos se sobressaíam diante dos olhos humanos e eram fáceis de usar. De fato, em algumas línguas da Polinésia-Malásia, a palavra para mão, “lima”, era a mesma usada para “cinco”. Isso significa que todas as civilizações conhecidas escolheram 10 como base? Na verdade, não.


			Das outras bases que têm sido usadas por algumas populações ao redor do mundo, a mais comum é a base 20, conhecida como a base vigesimal. Neste sistema de contagem, que já foi popular em grandes áreas da Europa Ocidental, o agrupamento era baseado no 20, não no 10. É quase certo que a escolha desse sistema vem da combinação dos dedos das mãos com os dos pés para formar uma base maior. Por exemplo, para o povo inuíte (esquimó), o número “vinte” é expresso por uma frase com o significado de “um homem é completo”. Várias línguas modernas ainda têm traços da base vigesimal. No francês, por exemplo, o número 80 é “quatre-vingts” (ou seja, “quatro vintes”), e uma forma arcaica de “six-vingts” (“seis vintes”) também existiu. Um exemplo ainda mais extremo é fornecido por um hospital do século XIII em Paris, que ainda é chamado de L’Ôpital de Quinze-Vingts (O Hospital de Quinze Vintes), porque foi originalmente projetado para conter 300 camas para veteranos cegos. Do mesmo modo, 40, em irlandês, é chamado de “daichead”, que é derivado de “da fiche” (significando “duas vezes vinte”). Em dinamarquês, os números 60 e 80 (“tresindstyve” e “firsindstyve”, respectivamente, encurtados para “tres” e “firs”) são literalmente “três vintes” e “quatro vintes”.


			Provavelmente, a base mais espantosa encontrada na Antiguidade (e, na verdade, em qualquer outra época), é a base 60 — o sistema sexagesimal. Este era o sistema usado pelos sumérios na Mesopotâmia, e embora sua origem date de aproximadamente 4000 a.C., essa divisão sobreviveu até hoje na maneira como representamos o tempo em horas, minutos e segundos, bem como nos graus do círculo (e as subdivisões dos graus em minutos e segundos). Como base para um sistema de números, sessenta sobrecarrega consideravelmente o cérebro, já que esse sistema requer, em princípio, um único nome ou símbolo para todos os números de 1 a 60. Cientes dessa dificuldade, os antigos sumérios usavam um certo truque para tornar os números mais fáceis de lembrar — eles inseriram 10 como um passo intermediário. A introdução do 10 lhes permitiu ter nomes únicos para os números de 1 a 10. Os números de 10 a 60 (em unidades de 10) representavam combinações de nomes. Por exemplo, a palavra suméria para 40, “nišmin”, é uma combinação da palavra para 20, “niš”, e a palavra para 2, “min”. Se escrevermos o número 555 num sistema puramente sexagesimal, o que queremos dizer é 5 × (60)2 + 5 × (60) + 5, ou 18.305 na nossa notação de base 10.


			Surgiram muitas especulações acerca da lógica ou das circunstâncias que levaram os sumérios a escolher a estranha base 60. Algumas se fundamentam nas propriedades matemáticas especiais do número 60: é o primeiro número divisível por 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Outra hipótese tenta relacionar o número 60 a conceitos como o número de meses do ano ou de dias no ano (arredondado para 360), combinados de alguma forma com os números 5 e 6. Mais recentemente, o professor de matemática e escritor francês Georges Ifrah argumentou em seu esplêndido livro A história universal dos números, publicado em 2000, que o número 60 pode ter sido consequência da mistura de duas populações imigrantes, uma das quais usava a base 5 e a outra, a base 12. A base 5 claramente se originou do número de dedos de uma mão e vestígios desse sistema ainda podem ser encontrados em algumas línguas, como no khmer, no Camboja, e de modo mais acentuado na saraveca, na América do Sul. A base 12, da qual encontramos muitos vestígios ainda hoje — por exemplo, no sistema britânico de pesos e medidas — pode ter sua origem no número de juntas nos quatro dedos (exceto o polegar; este último pode ter sido usado para a contagem).


			Aliás, podemos dizer que bases estranhas surgem nos lugares mais curiosos. Em Alice no País das Maravilhas, de Lewis Carroll, para ter certeza de que estava entendendo os estranhos acontecimentos à sua volta, Alice diz: “Vou tentar ver se eu sei todas as coisas que eu costumava saber. Deixe-me ver: quatro vezes cinco é doze, e quatro vezes seis é treze, e quatro vezes sete é — ah, não! Eu nunca vou chegar até vinte nessa velocidade!” Em suas notas para o livro de Carroll, Alice — Edição comentada, Martin Gardner, o famoso escritor de matemática recreativa, oferece uma boa explicação para a bizarra tábua de multiplicação de Alice. Ele sugere que Alice está simplesmente usando uma base diferente de 10. Por exemplo, se ela usa a base 18, então 4 × 5 = 20 realmente será escrito como 12, pois 20 é uma unidade de 18 e 2 unidades de 1. O que torna plausível esta explicação é, obviamente, o fato de que Charles Dodgson (“Lewis Carroll” era seu pseudônimo) dava aulas de matemática em Oxford.


			NOSSOS NÚMEROS, NOSSOS DEUSES


			Independentemente da base que qualquer uma das civilizações antigas tenha escolhido, o primeiro grupo de números a ser apreciado e entendido em algum nível foi o grupo dos números inteiros (ou números naturais). Esses são os familiares 1, 2, 3, 4,... Uma vez absorvida na consciência humana a compreensão desses números como quantidades abstratas, não levou muito tempo para que começassem a lhes atribuir propriedades especiais. Da Grécia à Índia, qualidades e poderes secretos foram creditados aos números. Alguns textos indianos antigos afirmam que números são quase divinos ou “da natureza de Brahma”. Esses manuscritos contêm frases que não estão longe de parecerem uma adoração aos números (tal como “Saudemos o Um”). De modo semelhante, um famoso ditado do matemático grego Pitágoras (cuja vida e obra descreveremos mais adiante neste capítulo) sugere que “tudo é arrumado de acordo com números”. Essas atitudes levaram, por um lado, a importantes desenvolvimentos na teoria dos números, mas, por outro, ao desenvolvimento da numerologia — o conjunto de doutrinas segundo o qual todos os aspectos do universo estão associados a números e suas idiossincrasias. Para o numerólogo, números são realidades fundamentais. Ele extrai significados simbólicos da relação entre o céu e as atividades humanas. Além do mais, essencialmente nenhum número mencionado nas Escrituras Sagradas foi, em momento algum, tratado como irrelevante. Algumas formas de numerologia afetaram nações inteiras. Por exemplo, no ano 1240, cristãos e judeus na Europa Ocidental esperaram a chegada de algum rei messiânico do Leste, pois aconteceu de o ano 1240 no calendário cristão corresponder ao ano 5000 no calendário judaico. Antes de descartarmos esses sentimentos como ingenuidade romântica que só poderia ter existido muitos séculos atrás, devemos relembrar toda a extravagante comoção que envolveu o término do último milênio.


			Uma versão especial da numerologia é a Gematria judaica (termo possivelmente originado de “número geométrico” em grego), ou seus análogos muçulmanos e gregos, conhecidos como Khisab al Jumal (“calculando o total”) e Isopsephy (do grego “isos”, igual, “psēphizein”, contar), respectivamente. Nesses sistemas, são atribuídos números a cada letra do alfabeto de uma língua (em geral, hebraico, grego, árabe ou latim). Adicionando os valores das letras constituintes, números são então associados a palavras ou mesmo a frases inteiras. A Gematria era especialmente popular no sistema místico judaico praticado sobretudo do século XIII ao XVIII conhecido como Cabala. Sábios judeus costumavam às vezes maravilhar seus ouvintes dizendo em voz alta uma série de números aparentemente aleatórios por uns dez minutos e depois repetindo a série sem um erro. Esse feito era conseguido simplesmente pela tradução de alguma passagem das escrituras hebraicas na linguagem da Gematria.


			Um dos exemplos mais famosos de numerologia é associado ao 666, “o número da Besta”. A “Besta” foi identificada como Anticristo. Um texto no Livro das Revelações (13:18) diz: “Isso pede sabedoria: deixemos qualquer um com entendimento calcular o número da besta, pois é o número de um homem. Seu número é seiscentos e sessenta e seis”. A frase “é o número de um homem” fez com que muitos dos místicos cristãos tentassem identificar figuras históricas cujos nomes em Gematria ou Isopsephy davam o valor 666. Essas buscas levaram, entre outros, a nomes como o de Nero César e do imperador Diocleciano, que perseguiram cristãos. Em hebraico, Nero César era escrito (da direita para a esquerda): [image: ], e os valores numéricos atribuídos na Gematria às letras hebraicas (da direita para a esquerda) — 50, 200, 6, 50; 100, 60, 200 — somam 666. De forma semelhante, quando só as letras que também são numerais romanos (D, I, C, L, V) são contadas no nome em latim do imperador Diocleciano, DIOCLES AVGVSTVS, elas também somam 666 (500 + 1 + 100 + 50 + 5 + 5 + 5). Obviamente essas associações são não apenas fantasiosas, como também algo forçadas (por exemplo, a grafia em hebraico da palavra César na verdade omite uma letra, de valor 10, da grafia mais comum).


			Surpreendentemente, em 1994 foi “descoberta” uma relação (e publicada no Journal of Recreational Mathematics) até entre “o número da Besta” e a Razão Áurea. Com uma calculadora científica de bolso, você pode usar as funções trigonométricas seno e cosseno para calcular o valor da expressão [sen 666º + cos (6 × 6 × 6)º]. Simplesmente, digite 666 e aperte o botão [sen] e salve o número, depois digite 216 (= 6 × 6 × 6) e aperte o botão [cos], e some o número obtido com o número salvo. O número que você vai obter será uma boa aproximação do negativo de Fi. Casualmente, o presidente Ronald Reagan e Nancy Reagan mudaram seu endereço na Califórnia de 666 St. Cloud Road para 668 para evitar o número 666, e 666 também era a combinação da mala misteriosa no filme Pulp Fiction, de Quentin Tarantino.


			Uma fonte óbvia da atitude mística em relação aos números inteiros foi a manifestação desses números nos corpos humanos e dos animais e no cosmo, tal como percebido pelas culturas antigas. Além do fato de os humanos terem o número 2 exibido por todo o corpo (olhos, mãos, narinas, pés, orelhas etc.), também existem dois gêneros, existe o sistema Sol-Lua, e assim por diante. Mais ainda, nosso tempo subjetivo é dividido em três tempos (passado, presente, futuro) e, devido ao fato de que o eixo de rotação da Terra permanece mais ou menos apontado na mesma direção (aproximadamente na direção da estrela do Norte, Polaris, embora existam pequenas variações, como descrito no Capítulo 3), o ano é dividido em quatro estações. As estações simplesmente refletem o fato de que a orientação do eixo da Terra em relação ao Sol muda durante o curso do ano. Quanto mais diretamente uma parte da Terra é exposta à luz solar, mais longa é a duração do dia e maior é a temperatura. Em geral, números funcionavam em muitas circunstâncias como os mediadores entre os fenômenos cósmicos e a vida cotidiana dos homens. Por exemplo, os nomes dos sete dias da semana eram baseados nos nomes dos objetos celestes inicialmente considerados planetas: o Sol, a Lua, Marte, Mercúrio, Júpiter, Vênus e Saturno.


			Os próprios números inteiros são divididos entre ímpares e pares, e ninguém fez mais para enfatizar as diferenças entre os números ímpares e pares e associar toda uma mistura variada de propriedades a essas diferenças do que os pitagóricos. Especificamente, veremos que podemos identificar a fascinação pitagórica pelo número 5 e sua admiração pela estrela de cinco pontas com o ímpeto inicial do interesse pela Razão Áurea.


			PITÁGORAS E OS PITAGÓRICOS


			Pitágoras nasceu por volta de 570 a.C. na ilha de Samos, no mar Egeu (a alguma distância da Ásia Menor), e emigrou em algum momento entre 530 e 510 para Crotona, na colônia dória no sul da Itália (então conhecida como Magna Graecia). Pitágoras aparentemente saiu de Samos para escapar da tirania sufocante de Polícrates (morto por volta de 522 a.C.), que estabeleceu uma supremacia naval sâmia no mar Egeu. Talvez seguindo o conselho de seu suposto professor, o matemático Tales de Mileto, Pitágoras tenha vivido durante algum tempo (uns vinte e dois anos, segundo alguns relatos) no Egito, onde ele teria aprendido Matemática, Filosofia e temas religiosos com os sacerdotes egípcios. Depois que o Egito foi esmagado pelas forças persas, Pitágoras pode ter sido levado para a Babilônia com alguns membros do clero. Lá ele teria travado contato com o conhecimento matemático mesopotâmico. Mesmo assim, a matemática egípcia e a babilônica se mostrariam insuficientes para a mente inquisitiva de Pitágoras. Para esses dois povos, a matemática fornecia ferramentas práticas na forma de “receitas” destinadas a cálculos específicos. Pitágoras, por outro lado, era um dos primeiros a compreender os números como entidades abstratas que existem por si mesmos.


			Na Itália, Pitágoras começou a dar aulas de Filosofia e Matemática, atraindo rapidamente uma multidão entusiástica de seguidores, que pode ter incluído a jovem e bela Theano (filha de seu anfitrião Milo), com quem mais tarde ele se casou. A atmosfera em Crotona provou ser extremamente fértil para os ensinamentos de Pitágoras, já que a comunidade ali era formada por uma grande quantidade de cultos semimísticos. Pitágoras estabeleceu uma rígida rotina para seus alunos, dando especial atenção à hora de caminhar e à hora de ir dormir. Os estudantes eram aconselhados a repetir os versos ao acordar:


			Em ordem ponha, assim que acordar
As ações a fazer no dia a começar.


			Do mesmo modo, ao anoitecer, eles deveriam recitar:


			Não deixe o sono seus olhos fechar
Antes de três vezes você refletir
Sobre as ações que neste dia esteve a realizar
Quais foram bem, quais não, e o que vem a seguir?


			A maior parte dos detalhes da vida de Pitágoras e a realidade de suas contribuições matemáticas permanecem sob o véu da incerteza. Conta uma lenda que ele tinha uma marca de nascença dourada na coxa, que seus seguidores consideravam uma indicação de que ele era um filho do deus Apolo. Nenhuma das biografias de Pitágoras escritas na Antiguidade foi preservada, e biografias escritas mais tarde, como As vidas de filósofos eminentes, escrita por Diógenes Laércio no século III, frequentemente se baseavam em muitas fontes de credibilidade variável. Pitágoras, aparentemente, não escreveu nada; mesmo assim, sua influência era tão grande que seus seguidores mais aplicados formaram uma sociedade secreta, ou irmandade, e eram conhecidos como os pitagóricos. Aristipo de Cirene conta em seu Relatos de filósofos naturais que Pitágoras derivou seu nome do fato de que ele estava falando (agoreuein) a verdade como Deus em Delfo (tou Pythiou).


			Os fatos acerca da morte de Pitágoras são tão imprecisos quanto os fatos sobre sua vida. De acordo com uma história, a casa na qual ele ficava em Crotona foi incendiada por uma turba, invejosa da elite pitagórica, e Pitágoras foi assassinado durante a fuga, ao chegar a um lugar cheio de grãos no qual ele não iria pisar. Uma versão diferente é dada pelo cientista e filósofo grego Dicaearco de Messana (cerca de 355-280 a.C.), que afirma que Pitágoras conseguiu fugir até o Templo das Musas em Metaponto, onde ele morreu depois de quarenta dias de fome autoimposta. Uma história completamente diferente é contada por Hermipo. Segundo ele, Pitágoras foi morto pelos siracusanos em sua guerra contra o exército de Agrigento, ao qual Pitágoras se juntara.


			Embora seja quase impossível atribuir com certeza qualquer feito matemático ao próprio Pitágoras ou aos seus seguidores, não há dúvida de que eles foram responsáveis por uma mistura de Matemática, filosofia de vida e religião sem paralelo na história. A esse respeito, talvez seja interessante observar a coincidência de Pitágoras ter sido contemporâneo de Buda e de Confúcio.


			De fato, atribui-se a Pitágoras a invenção das palavras “filosofia” (“amor pela verdade”) e “matemática” (“aquilo que é aprendido”). Para ele, um “filósofo” era alguém que “se dedicava a descobrir o significado e o objetivo da vida... a revelar os segredos da natureza”. Pitágoras dizia que aprender era mais importante do que todas as outras atividades, pois, em suas palavras, “a maioria dos homens e mulheres, por nascimento ou natureza, não tem os meios para progredir na riqueza e no poder, mas todos têm a capacidade de progredir no conhecimento”. Ele também era famoso por introduzir a doutrina da metempsicose — de que a alma é imortal e renasce ou transmigra em encarnações humanas e animais. Esta doutrina resultou em uma firme defesa do vegetarianismo, já que animais destinados ao abate poderiam ser reencarnações de amigos mortos. Para purificar a alma, os pitagóricos estabeleciam regras rígidas, que incluíam, por exemplo, a proibição de comerem grãos e uma ênfase extrema no treino da memória. Em seu tratado Sobre os pitagóricos, o famoso filósofo grego Aristóteles dá várias razões possíveis para a abstinência de grãos: eles se assemelham a genitais; sendo plantas sem órgãos eles são como as portas do inferno; supõe-se que os grãos surgiram ao mesmo tempo que os homens no ato da criação universal; ou grãos eram usados em eleições em governos oligárquicos.


			Pitágoras e os pitagóricos são mais conhecidos pelo seu suposto papel no desenvolvimento da matemática e pela aplicação da matemática ao conceito de ordem, seja a ordem musical, a ordem do cosmo ou até mesmo ética. Toda criança aprende na escola o Teorema de Pitagóras sobre um triângulo que tem um ângulo reto (90 graus), um triângulo retângulo. De acordo com esse teorema (Figura 7, à direita), a área do quadrado construído sobre o lado mais comprido (a hipotenusa) é igual à soma das áreas dos quadrados construídos sobre os dois lados menores. Em outras palavras, se o comprimento da hipotenusa é c, então a área do quadrado construído sobre ela é c2; as áreas dos quadrados construídos sobre os outros dois lados (de comprimentos a e b) são a2 e b2, respectivamente. O Teorema de Pitágoras pode, portanto, ser expresso como c2 = a2 + b2 para todos os triângulos retângulos. Em 1971, quando a República da Nicarágua selecionou as dez equações matemáticas que mudaram a face da Terra como tema para uma série de selos, o Teorema de Pitágoras apareceu no segundo selo. Os números 3, 4, 5 ou 7, 24, 25, por exemplo, formam triplas pitagóricas, pois 32 + 42 = 52 (9 + 16 = 25), 72 + 242 = 252 (49 + 576 = 625), e eles podem ser usados como os comprimentos dos lados de um triângulo retângulo.


			[image: ]


			Figura 7


			A Figura 7 também sugere o que talvez seja a prova mais fácil do Teorema de Pitágoras: por um lado, quando se subtrai do quadrado cujo lado é igual a a + b a área de quatro triângulos idênticos, tem-se o quadrado construído sobre a hipotenusa (figura do meio). Por outro lado, quando se subtrai do mesmo quadrado os mesmos quatro triângulos num arranjo diferente (figura da esquerda), tem-se os dois quadrados construídos sobre os lados menores. Assim, o quadrado sobre a hipotenusa é claramente igual em área à soma dos dois quadrados menores. Em seu livro A proposição pitagórica, de 1940, a matemática Elisha Scott Loomis apresentou 367 provas do Teorema de Pitágoras, incluindo provas de Leonardo da Vinci e do vigésimo presidente dos Estados Unidos, James Garfield.


			Embora o Teorema de Pitágoras ainda não fosse conhecido como uma “verdade” caracterizando todos os triângulos retângulos, triplas pitagóricas foram reconhecidas muito antes de Pitágoras. Uma tabuleta de argila babilônica do período babilônico antigo (cerca de 1600 a.C.) contém quinze dessas triplas.


			Os babilônios descobriram que as triplas pitagóricas podem ser construídas com o uso do seguinte procedimento simples, ou “algoritmo”. Escolha dois números inteiros p e q de modo que p seja maior do que q. Você pode formar agora as triplas pitagóricas p2 – q2; 2pq; p2 + q2. Por exemplo, suponha que q seja 1 e p seja 4. Então p2 – q2 = 42 – 12 = 16 – 1 = 15; 2pq = 2 × 4 × 1 = 8; p2 + q2 = 42 + 12 = 16 + 1 = 17. O conjunto de números 15, 8, 17 é uma tripla pitagórica, porque 152 + 82 = 172 (225 + 64 = 289). Você pode facilmente mostrar que isso irá funcionar para quaisquer números inteiros p e q. (Para o leitor interessado, uma prova curta é apresentada no Apêndice 1.) Portanto, existe um número infinito de triplas pitagóricas (um fato provado por Euclides de Alexandria).


			No entanto, no mundo pitagórico, padrões ordenados não eram restritos a triângulos e geometria. Tradicionalmente, atribui-se a Pitágoras a descoberta das progressões harmônicas nas notas da escala musical, por observar que os intervalos musicais e o tom das notas correspondiam aos comprimentos relativos das cordas que vibravam. Ele observou que dividindo uma corda em inteiros consecutivos produzia (até certo ponto) intervalos harmoniosos e agradáveis (consonantes). Quando duas notas musicais arbitrárias são tocadas juntas, o som resultante costuma ser áspero (dissonante) ao ouvido. Apenas algumas combinações produzem sons agradáveis. Pitágoras descobriu que essas consonâncias raras são obtidas quando as notas são produzidas por cordas similares, cujos comprimentos estão em proporções dadas pelos primeiros números inteiros. O uníssono é obtido quando as cordas são do mesmo tamanho (uma proporção 1:1). Uma oitava é obtida por uma proporção 1:2 do comprimento das cordas. A quinta, por 2:3, e a quarta, por 3:4. Em outras palavras, você pode puxar uma corda e fazer soar uma nota. Se você puxar uma corda igualmente esticada que tem metade do comprimento, você ouvirá uma nota que é exatamene uma oitava harmônica acima da primeira. Do mesmo modo, 6/5 de um dó dá a nota lá, 4/3 dá a nota sol, 3/2 dá a nota fá, e assim por diante. Esses notáveis achados iniciais formaram a base para uma compreensão mais avançada de intervalos musicais que se desenvolveu no século XVI (na qual, por acaso, Vincenzo Galilei, pai de Galileu, estava envolvido). Uma maravilhosa ilustração de autoria de Franchinus Gafurius, que apareceu como um frontispício em Theorica Musice em 1492, mostra Pitágoras experimentando os sons de vários objetos, entre eles martelos, cordas, sinos e flautas (Figura 8; o lado esquerdo superior representa a figura bíblica de Jubal ou Tubal, “o pai de tudo o que maneja harpa e órgão”. Mas, indagavam os pitagóricos, se a harmonia musical pode ser expressa por números, por que não o cosmo inteiro? Portanto, eles concluíram que todos os objetos no Universo deviam suas características à natureza do número. Observações astronômicas sugeriam, por exemplo, que os movimentos no céu também eram extremamente regulares e sujeitos a uma ordem específica. Isso levou ao conceito de uma bela “harmonia das esferas” — a noção de que, em seus movimentos regulares, corpos celestes também poderiam criar música harmônica. O filósofo Porfírio (c. 232-304 d.C.), que escreveu mais de setenta livros sobre história, metafísica e literatura, também escreveu (como parte de sua obra em quatro volumes História da filosofia) uma curta biografia de Pitágoras intitulada Vida de Pitágoras. Nela, Porfírio diz a respeito de Pitágoras: “Ele próprio podia ouvir a harmonia do Universo, e entendia a música das esferas e as estrelas que se movem em concerto com elas, e que não podemos ouvir por causa das limitações de nossa natureza débil.” Após enumerar outras qualidades requintadas de Pitágoras, Porfírio continua: “Pitágoras afirmou que as Nove Musas eram constituídas pelos sons feitos pelos sete planetas, pela esfera das estrelas fixas e por aquela que é oposta à nossa terra, chamada de ‘contraterra’” (esta última, segundo a teoria pitagórica do universo, girava em oposição à Terra, ao redor de um fogo central). O conceito de uma “harmonia das esferas” foi elaborado novamente, mais de vinte séculos depois, pelo famoso astrônomo Johannes Kepler (1571-1630). Tendo testemunhado em sua própria vida muita agonia e os horrores da guerra, Kepler concluiu que a Terra realmente criou duas notas, mi de miséria, e fa de fome (“fames” em latim). Nas palavras de Kepler: “a Terra canta MI FA MI, de modo que, mesmo da sílaba, pode-se inferir, nesta nossa casa, Miséria e Fome mantêm poder”.
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			Figura 8


			A obsessão pitagórica pela matemática foi um tanto ridicularizada pelo grande filósofo grego Aristóteles. Ele escreve em Metafísica (no século IV a.C.): “Os chamados pitagóricos dedicavam-se à Matemática e foram os primeiros a desenvolver esta ciência e, penetrando nela, chegaram a imaginar que seus princípios eram os princípios de todas as coisas”. Hoje, embora possamos nos divertir com algumas de suas ideias fantasiosas, temos de reconhecer que o pensamento fundamental por trás delas não é muito diferente do que foi expresso por Albert Einstein (em Cartas a Solovine): “A matemática é apenas um meio de expressar as leis que regem fenômenos.” De fato, as leis da física, às vezes chamadas de “leis da natureza”, simplesmente representam formulações matemáticas de comportamentos que notamos que são obedecidos por todos os fenômenos naturais. Por exemplo, a ideia central da teoria da Relatividade Geral de Einstein é que a gravidade não é uma força misteriosa, atrativa, que age através do espaço, mas sim uma manifestação da geometria de espaço e tempo inextricavelmente ligados. Deixe-me explicar, usando um exemplo simples, como uma propriedade geométrica de espaço poderia ser percebida como uma força atrativa como a gravidade. Imagine duas pessoas que começam a viajar exatamente em direção ao norte a partir de diferentes pontos do equador da Terra. Isto significa que, de seus pontos de partida, essas pessoas viajam ao longo de linhas paralelas (duas longitudes), que, de acordo com a geometria que aprendemos na escola, nunca deveriam se encontrar. No entanto, essas duas pessoas irão se encontrar no Polo Norte. Se essas pessoas não soubessem que estavam na realidade viajando pela superfície curva de uma esfera, elas poderiam concluir que estavam experimentando alguma força atrativa, pois chegaram ao mesmo ponto apesar de terem começado a se mover ao longo de linhas paralelas. Portanto, a curvatura geométrica do espaço pode se manifestar como uma força atrativa. Os pitagóricos provavelmente foram os primeiros a reconhecer o conceito abstrato de que as forças básicas do Universo podem ser expressas por meio da linguagem da Matemática.


			Talvez devido às simples razões harmônicas encontradas na música, 1:2, 2:3, 3:4, os pitagóricos ficaram particularmente intrigados com as diferenças entre os números ímpares e pares. Eles associaram aos números ímpares atributos masculinos e, de modo um tanto preconceituoso, também luz e bondade, ao passo que deram aos números pares atributos femininos e associaram a eles escuridão e maldade. Alguns desses preconceitos com relação a números pares e ímpares persistiram durante séculos. Por exemplo, o sábio romano Plínio, o Velho, que viveu entre 23 e 79 d.C., escreveu em sua Historia Naturalis (uma enciclopédia de trinta e sete volumes sobre história natural): “Por que é que nutrimos a crença de que, para todos os propósitos, os números ímpares são os mais efetivos?” De forma semelhante, em Merry Wives of Windsor (As alegres comadres de Windsor), de Shakespeare (Ato V, Cena I), sir John Falstaff diz: “Eles dizem que há divindade nos números ímpares, seja na natividade, na sorte ou na morte.” Religiões do Oriente Médio geraram atitude semelhante. Segundo a tradição muçulmana, o profeta Maomé comia nos dias de número ímpar para quebrar seu jejum, e orações judaicas frequentemente têm um número ímpar (3, 7) de repetições associado a elas.


			Além dos papéis que os pitagóricos atribuíram aos números ímpares e pares em geral, eles também atribuíram propriedades especiais a alguns números isolados. O número 1, por exemplo, era considerado o gerador de todos os outros números e portanto não era visto propriamente como um número. Supunha-se também que ele caracterizava a razão. Geometricamente, o número 1 era representado pelo ponto, que, em si mesmo, era considerado o gerador de todas as dimensões. O número 2 era o primeiro número feminino e também o número da opinião e da divisão. Sentimentos um tanto semelhantes eram expressos no Yin e Yang da cosmologia religiosa chinesa, com o Yin representando o princípio feminino e negativo, como passividade e escuridão, e o Yang representando o princípio da claridade e masculino. O número 2 está associado ainda hoje em muitas línguas a hipocrisia e desconfiança, como se pode constatar em expressões como “duas caras” (em iraniano) ou “de língua dupla” (em alemão e árabe). A identificação original do número 2 com o feminino e o 3 com o masculino pode ter sido inspirada pelas configurações dos seios femininos e da genitália masculina. Essa argumentação tem suporte no fato de que o konso na África Oriental faz a mesma identificação. Na vida cotidiana, divisão em duas categorias é o mais comum: bom e mau, em cima e embaixo, direita e esquerda. Geometricamente, o 2 era expresso por uma linha (que é determinada por dois pontos), que tem uma dimensão. Supunha-se que 3 era o primeiro número masculino real e também o número da harmonia, pois combina unidade (o número 1) com divisão (o número 2). Para os pitagóricos, 3 era, em certo sentido, o primeiro número real, pois tinha um “começo”, um “meio” e um “fim” (diferentemente do 2, que não tem meio). A expressão geométrica do 3 era o triângulo, pois três pontos que não estejam na mesma linha determinam um triângulo, e a área do triângulo tem duas dimensões.
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