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			APRESENTAÇÃO

			A Educação Matemática nos últimos 20 anos vem sofrendo mudanças significativas quanto a exploração de suas principais tendências em sala de aula por professores/pesquisadores da área. Dessa forma, várias metodologias como Etnomatemática, Etnomodelagem, Modelagem Matemática, Matemática Lúdica (jogos, brincadeiras e curiosidades), Resolução de Problemas, Investigação Matemática, História da Matemática e Tecnologias Digitais estão sendo exploradas como recurso de intervenção pedagógica para contribuir com o desenvolvimento dos processos de ensino e aprendizagem de matemática tanto na Educação Básica quanto no Ensino Superior.

			Nesse contexto, merece destaque o Enem – Encontro Nacional de Educação Matemática que proporciona a apresentação, divulgação e publicação de vários trabalhos de pesquisas como comunicação científica, relatos de experiências, mesa redonda, palestras etc. Neste veículo, pode-se verificar que as tendências de educação matemáticas estão ganhando cada vez mais espaço nas salas de aula, visto que, os Anais do último encontro realizado em 2019 apresenta vários trabalhos desenvolvidos por professores/pesquisadores mediante a exploração de vários temas matemáticos da Educação Infantil ao Ensino Superior, onde os resultados pontuam as contribuições dessas tendências para o desenvolvimento tanto do ensino quanto da aprendizagem de matemática.

			Diante disto, a presente obra tem por objetivo apresentar uma proposta e os resultados de uma intervenção pedagógica desenvolvida com alunos de uma turma de licenciatura de matemática sob o olhar da tendência Investigação Matemática mediante a exploração de tarefas investigativas no ensino e aprendizagem de algumas aplicações de derivadas. Desta forma, esta publicação pode auxiliar professores e alunos a refletirem sobre estratégias dinâmicas de ensino e aprendizagem de matemática pautadas na construção do conhecimento de forma autônoma, característica defendida pela Investigação Matemática.

			A Investigação Matemática é uma metodologia para o ensino e aprendizagem de matemática referenciada por professores de matemática de Portugal que a partir de pesquisas desenvolvidas em salas de aula contribuíram para a fundamentação metodológica dessa tendência. Desses professores, destacam-se João Pedro da Ponte, Joana Brocardo e Hélia Oliveira com a publicação do livro “Investigações matemáticas na sala de aula”, no qual apresentam os significados de investigar em matemática, a aula de investigação, investigações numéricas, investigações geométricas, investigações em estatística, a avaliação do trabalho de investigação e as investigações no currículo.

			No Brasil já encontramos trabalhos explorando atividades investigativas no ensino e aprendizagem de matemática. Um deles que merece destaque é o trabalho de pesquisa das pesquisadoras Ana Paula de Magalhães e Zaíra da Cunha Melo Varizo que através da publicação “Atividades investigativas como uma estratégia de ensino e aprendizagem da matemática” contribuem para a disseminação desta tendência como uma metodologia que pode contribuir ao processo de ensino e aprendizagem de matemática com autonomia.

			Esta publicação apresenta uma proposta pedagógica envolvendo a exploração de tarefas investigativas no ensino e aprendizagem de aplicações de derivadas. Este é tema do cálculo diferencial que a maioria dos alunos apresenta bastante dificuldades de aprendizagem e a proposta pode auxiliar os professores a proporem atividades abertas que instiguem os alunos a investigarem padrões matemáticos para formularem conjecturas, e de forma coletiva refletirem sobre as estratégias adequadas para validar ou refutar as conjecturas formuladas.

			Portanto, espero que este livro venha contribuir com o ensino e aprendizagem de algumas aplicações de derivadas e possa auxiliar professores e alunos no estudo das derivadas. Além disso, é um instrumento que pode auxiliar no estudo das investigações matemáticas como uma metodologia de ensino e aprendizagem de matemática em todos os níveis da educação.

			INTRODUÇÃO

			Os processos de ensino e de aprendizagem de matemática estão sofrendo mudanças nos últimos anos devido à preocupação dos pesquisadores em investigar novas alternativas de produção de conhecimentos matemáticos que despertem nos alunos motivação pelo estudo, e não medo. De acordo com Santos (2008, p. 3) alguns alunos olham para essa disciplina com “temor”, expressando que “[...] ‘a matemática é difícil’, ‘a matemática é chata’, ‘eu não consigo entender’, ‘tenho horror à matemática’, ‘é o bicho papão da escola’”. 

			Estes educandos relacionam geralmente a matemática com tarefas exaustivas e apresentam dificuldades de aprendizagem. Diante de tal contexto, professores da disciplina produzem reflexões acerca das transformações que o ensino vem passando. Entretanto, segundo Krueger (2009), apesar do otimismo desta conquista, os docentes sabem que podem enfrentar obstáculos para superar o contraste da matemática fascinante, enunciada por autores brasileiros, com os conhecimentos fundamentais para a vida e ao desenvolvimento cognitivo.

			Cerconi e Martins (2014) enfatizam que o trabalho em sala de aula, direcionado para ações pedagógicas voltadas à memorização é um significativo problema aos processos de ensino e de aprendizagem da matemática. Isto ocorre porque prioriza a repetição excessiva de resolução de exercícios em detrimento da construção de conhecimentos por meio de habilidades adquiridas.

			Segundo os PCN’s (BRASIL, 1997) o ensino de matemática deve promover o desenvolvimento do raciocínio do aluno, mediante a exploração de metodologia que priorize a aplicação de estratégias dinâmicas, estimulando a reflexão crítica do pensamento matemático. Nesta mesma linha argumentativa, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) enfatiza que “desenvolver o raciocínio lógico, o espírito de investigação e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemáticos para compreender e atuar no mundo” (BRASIL, 2018, p. 265) são fundamentais para a construção autônoma de conhecimentos matemáticos. 

			Em relação à temática, o estudo de derivadas é fundamental para compreensão de comportamentos relacionados com taxa de variação, máximo e mínimo de funções (ROCHA, 2010). O aluno, de acordo com Martins Junior (2013), precisa assumir o papel de ator principal neste processo, deixar a zona de conforto de apenas memorizar o que lhe é transmitido para formar suas próprias concepções, explorando as relações matemáticas existentes. 

			Dessa forma, a Investigação Matemática de acordo com Ponte, Brocardo, Oliveira (2016) é uma tendência que instiga o aluno a buscar, por meio da investigação, estratégias que produzam a elaboração de conjecturas com autonomia e eficácia. Diante deste contexto, o problema da pesquisa foi pautado na seguinte questão: “Que estratégias e conjecturas os alunos da disciplina de Cálculo I, de uma turma de licenciatura em Matemática, elaboram na exploração de tarefas investigativas no estudo de derivadas?”.

			A partir deste problema de pesquisa, o presente trabalho foi pautado no objetivo geral de analisar estratégias e conjecturas elaboradas pelos alunos da disciplina de Cálculo I do curso de Licenciatura em Matemática, ao utilizarem tarefas investigativas envolvendo derivadas. E nos objetivos específicos:

			
					Explorar tarefas investigativas que instiguem os alunos a formularem conjecturas sobre derivadas enfocando taxa de variação, máximos e mínimos de funções. 

					Descrever as estratégias e conjecturas elaboradas pelos alunos durante o desenvolvimento das tarefas investigativas propostas.

					Identificar dificuldades e avanços dos alunos no decorrer da exploração de tarefas investigativas.

			

			A presente obra está dividida nos seguintes tópicos: Introdução, Ensino de Cálculo Diferencial e Integral com fatos históricos, o Estudo de Derivadas, Investigação Matemática, Metodologia e Tarefas Investigativas, Reflexão sobre as Tarefas Investigativas e as concepções dos alunos, Considerações Finais e Referências. 

			No capítulo “Ensino de Cálculo Diferencial e Integral com fatos históricos”, apresento uma reflexão sobre o ensino de cálculo diferencial e integral, destacando a criação do cálculo diferencial e integral a partir da discussão dos gênios Isaac Newton e Gottfreid Wilhelm Leibniz que travaram uma batalha pela a autoria denominada de “Guerra do Cálculo”. Abordo também o ensino e aprendizagem de Cálculo nos cursos de Graduação de Ciências Exatas enfatizando algumas estratégias adotadas por professores e as principais dificuldades apresentadas pelos alunos.

			No capítulo 2, “O estudo de derivadas”, descrevo o contexto da realidade do ensino de derivadas nas perspectivas dos alunos e dos professores, e, no capítulo 3, apresento os fundamentos da tendência Investigação Matemática como uma ferramenta metodológica para o ensino de matemática.

			No capítulo de Metodologia e Tarefas Investigativas destaco os procedimentos metodológicos e as tarefas que foram utilizadas para o desenvolvimento deste trabalho e também descrevo os procedimentos adotados para o desenvolvimento das tarefas investigativas. 

			No âmbito referente as tarefas investigativas e as concepções dos alunos, apresento os resultados e as discussões abordadas sobre as construções dos alunos, enfatizando as estratégias utilizadas por eles para a formulação de conjecturas, isto é, como procederam para investigar as tarefas propostas e em seguida abordo as considerações finais deste estudo de cunho científico. Na sequência, apresento as considerações finais, enfatizando as dificuldades e avanços no decorrer do trabalho, perspectivas para trabalhos futuro envolvendo Investigação Matemática e a importância deste trabalho para minha prática profissional, pessoal e acadêmica. Também apresento as referências que legitimam cientificamente este trabalho, isto é, os autores pesquisados que serviram como âncora para esta investigação. 

			1. O ENSINO DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL COM FATOS HISTÓRICOS

			O surgimento do Cálculo Diferencial e Integral é datado de aproximadamente há 350 anos, desde então tem provado mediante diversas aplicações porque é considerado uma das grandes realizações da humanidade. O estudo do Cálculo nos últimos anos avançou, sendo explorado em vários cursos superiores das Ciências Exatas por meio de metodologias que buscam a compreensão desta teoria. Além de seus principais idealizadores (Leibniz e Newton) merece também destaque Arquimedes, já que “as mais importantes contribuições de Arquimedes são sobre questões em cuja abordagem se usa hoje o Cálculo Diferencial e Integral” (IEZZI; MURAKAMI; MACHADO, 2013, p. 53).

			Santos e Bianchini (2004) destacam que o Cálculo é a principal ferramenta matemática para as aplicações científicas e tecnológicas desde o século XVII. Desta forma, a intensificação da investigação acerca do ensino desta disciplina é importante para a renovação de estratégias em prol do desenvolvimento da aprendizagem dos temas explorados pelo Cálculo. A disposição deste instrumento matemático ocorreu, segundo Bardi (2006), mediante uma guerra travada por Newton e Leibniz, que duelaram durante vários anos pela autoria da invenção do Cálculo.

			Isaac Newton (1642 – 1727) nasceu na Inglaterra, é considerado o cientista que revolucionou sua época com o desenvolvimento do cálculo. De acordo com Flood e Wilson (2013, p. 102) “Ele obteve a forma geral do teorema binomial, explicou a relação entre diferenciação e integração, estudou séries de potências e analisou curvas cúbicas”. Para o referido cientista a fundamentação da criação do Cálculo está diretamente relacionada com o movimento, como por exemplo, as explicações de como as coisas mudam com o passar do tempo, ou fluxo, isto é, para Flood e Wilson (2013, p. 102) ele explorava “[...] problemas com tangentes que envolviam velocidades, [...] ele mostrou regras para calcular essas velocidades”. 

			Concernente a notória contribuição de Newton e ao fato que ele gostava de analisar acontecimentos relacionados com movimento, Flood e Wilson (2013, p. 103) destacam a história da descoberta da gravidade por Newton:

			Ao ver uma maçã cair, ele disse perceber que a força gravitacional que atrai a maçã para a Terra é a mesma que mantém a Lua em órbita em torno da Terra e a Terra em órbita em torno do Sol. Além disso, esse movimento planetário é governado pela lei da gravitação universal, a lei do inverso do quadrado: A força de atração entre dois objetos varia de acordo com o produto das massas e com o inverso do quadrado da distância entre eles. 

			Outro renomado cientista que dedicou sua vida em prol de descobertas matemáticas foi Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Alemão contemporâneo de Newton que também escreveu sobre as possibilidades que o Cálculo Diferencial e Integral proporciona a compreensão de aplicações matemáticas. Flood e Wilson (2013, p. 106-107) afirmam que:

			Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foi o maior teórico da lógica e da linguagem desde Aristóteles além de ser matemático e filósofo do mais alto nível. Nas suas investigações, guiava-se pelo desejo de encontrar uma “lógica da descoberta” em uma linguagem que refletisse a estrutura do mundo. Isso ficou visível na sua obra sobre aritmética binária, lógica simbólica, no cálculo e na sua máquina de calcular.

			O cálculo de Leibniz foi, de longe, a sua obra mais ambiciosa e influente, mais uma vez, surgiu do seu desejo de encontrar métodos simbólicos gerais para descobrir a verdade. O cálculo de Leibniz se originou de maneira diferente do de Newton e se baseava em somas e subtrações em vez de velocidade e movimento. 

			Diante deste contexto, percebe-se que tanto Newton como Leibniz foram fundamentais para a construção de um novo universo matemático, que apresentava ferramentas de exploração impactantes para o desenvolvimento do pensamento matemático. De acordo com Rooney (2012, p. 157) “o que ambos os homens fizeram foi descobrir um método para calcular a tangente de uma curva em um ponto específico da curva, dada somente a equação que define a curva”. 

			À luz desta reflexão, nota-se a relevância desta descoberta e o reconhecimento de que o Cálculo Diferencial e Integral está presente em diversas áreas do conhecimento, sendo essencial para a compreensão de inúmeros fenômenos naturais. Segundo Machado (2002), o Cálculo Diferencial e Integral potencializa explorar diversos temas em várias áreas do conhecimento como Matemática, Biologia, Física, Química, Engenharia, Economia, Computação e até mesmo Ciências Sociais e Ciências da Terra. Isto devido aos recursos de produção de modelagem que proporciona nas aplicações que necessitam calcular, medir, prever e analisar desempenho em setores econômicos, situações estatísticas que favorece a busca por padrões de eficiência que potencializem o desenvolvimento científico da sociedade.

			Desta forma, a compreensão das definições sobre temas explorados nos estudos de Cálculo é fundamental para a pesquisa dessa área. Mas, os resultados de aproveitamento de alunos em cursos de Graduação que tem disciplinas relacionadas com os temas de Cálculo, mostra que a maioria dos alunos apresenta dificuldades de aprendizagem. De acordo com Rezende (2003), alguns alunos destacam que Cálculo é um terror, é muito difícil de compreender e aplicar suas teorias demonstrativas, visto que o índice de aproveitamento é muito baixo em questões envolvendo prova de propriedades mediante demonstrações sistemáticas. Segundo a referida autora, as dificuldades de aprendizagem dos estudantes desta disciplina são de natureza epistemológica, já que para a pesquisadora essas mazelas não têm origem nas técnicas e métodos de ensino adotados pelos professores. Rezende (2003) também salienta que o desprovimento de uma fundamentação básica da matemática elementar é um dos fatores que contribui para o elevado índice de reprovação nas disciplinas relacionadas com o Cálculo. 

			Além desses fatores que proporcionam a reprovação em Cálculo destacado por Rezende (2003), Mello (2001) também já elencava alguns motivos que contribuem significativamente para esta estatística:

			
					A concepção dos discentes e docentes em defenderem que é normal este índice de reprovação e fracasso nessa disciplina;

					A deficiência de fundamentos básicos da matemática elementar que deveriam ter sido desenvolvidos na Educação Básica durante a passagem do aluno pelo Ensino Fundamental e Médio; 

					O vestibular para o nível superior não mostra com eficácia as deficiências dos alunos;

					A disciplina apresenta muito conceitos por meio de uma ementa que explora diversos contextos;

					Formação inadequada de docentes;

					Alguns alunos não demonstram interesse e motivação adequada para a construção do conhecimento exigido pela disciplina.

			

			Segundo Reis (2012), outro ponto importante que deve ser considerado é como a disciplina de Cálculo deve ser conduzida. Definir os conteúdos que devem ser ministrados e sistematicamente especificar como o trabalho será efetivado mediante a clareza dos objetivos propostos. Diante deste contexto, o autor pontua que a

			[...] elaboração de currículos e ementas, à escolha de bibliografias e livros didáticos e à opção por uma determinada metodologia ou recursos metodológicos, é que a prática pedagógica do professor de Cálculo deve se pautar, primeiramente, na reflexão e compreensão do papel fundamental do Cálculo Diferencial e Integral na formação matemática de seus alunos. Somente estabelecendo elementos que esclareçam a real função do Cálculo na formação matemática do aluno, o professor terá condições de refletir sobre que objetivos traçar, que conteúdos e metodologias estabelecer, enfim, que prática pedagógica desenvolver! (REIS, 2012, p. 87).	

			Para o desenvolvimento do ensino de Cálculo Diferencial e Integral o docente deve analisar diversas situações para produzir a aprendizagem, onde a forma de planejar a aula, o contexto que será aplicado e o nível cognitivo dos discentes devem ser considerados na execução das atividades pedagógicas. 

			Nas aulas de Cálculo Diferencial e Integral são trabalhadas continuamente as demonstrações e nas avaliações predominam a resolução de questões envolvendo o cálculo de limites, derivadas e integrais mediante o treinamento exaustivo de intermináveis listas de exercícios. Desta maneira, de acordo com Rezende (2003), as ações pedagógicas no âmbito da disciplina de Cálculo podem ser analisadas a partir de dois momentos: as demonstrações que são evidenciadas nas aulas propriamente ditas, onde o professor explora as provas das propriedades mediante a repetição excessiva; e, o uso das técnicas nas avaliações, isto é, a aplicação dos métodos de resolução trabalhados nas aulas anteriores.

			Contribuindo com este contexto, Garzella (2013) destaca que o sucesso ou o fracasso de uma disciplina depende da postura pedagógica adotada pelo professor. A autora destaca que utilizar determinada atitude sem considerar elementos como a realidade cognitiva dos alunos e o âmbito favorável ao desenvolvimento de atividades dinâmicas que fazem sentido à formação profissional do graduando, não será suficiente para garantir a aprendizagem. Diante desta realidade, é essencial considerar o papel do professor na interação dos conceitos fundamentais do Cálculo com sua aplicação no cotidiano dos alunos, visto que:

			Dessa forma, cabe ao professor de Cálculo, nos anos iniciais do curso, apresentar ao estudante a importância da disciplina no curso que este está inserido. Concebemos que uma possível forma de mostrar essa importância é desenvolvendo atividades em sala de aula em que sejam trabalhadas as aplicações (GONÇALVES; REIS, 2013, p. 420).

			O Cálculo Diferencial e Integral está presente em vários cursos das Ciências Exatas como Engenharia, Matemática, Física, Química etc. Geralmente, seus conteúdos são distribuídos de acordo com o período/série do curso, onde são explorados os temas de funções, limites, derivadas e integrais. Devido à extensão destes conteúdos, em alguns cursos são trabalhados em três disciplinas denominadas de Cálculo I, Cálculo II e Cálculo III. Corroborando com este contexto, é fundamental destacar que:

			É notória a importância dos conteúdos, principalmente de funções, derivadas e integrais como ferramentas matemáticas para a análise de fenômenos físicos, biológicos, econômicos, administrativos, contábeis, matemáticos, químicos, computacionais, das engenharias e de outras ciências que visam não só um avanço tecnológico, mas, sobretudo, compreender, descobrir e aumentar o conhecimento humano que serve à condução da vida ou ao gerenciamento dos negócios (ALVARENGA; DORR; VIEIRA, 2016, p. 46).

			Refletindo sobre a afirmação dos autores citados, destaco na próxima seção alguns temas explorados pelo Cálculo Diferencial e Integral envolvendo funções de uma variável como: definição de derivadas, aplicações envolvendo taxa de variação, máximo e mínimo.

			 

			2. O ESTUDO DE DERIVADAS

			O ensino de derivadas é um tema explorado em pesquisas científicas devido suas diversas aplicações em áreas como Matemática, Física, Química, Engenharias, Economia, dentre outras. Gonçalves (2012, p. 32) afirma que:

			O conceito de derivada é considerado um dos conceitos fundamentais do Cálculo. Por isso, seu estudo está presente no currículo de diversos cursos superiores, dentro de disciplinas relacionadas ao Cálculo, por possuir aplicações em várias áreas do conhecimento.

			O interesse investigativo neste tópico de Cálculo é plausível pela oportunidade que os conceitos de derivadas proporcionam para os estudantes desenvolverem habilidades matemáticas, essenciais ao sucesso na caminhada do estudo em tópicos avançados de matemática. Além disso, de acordo com Igliori (2009) as constantes pesquisas em relação a este tema buscam compreender as principais causas do baixo índice de aproveitamento da maioria dos discentes dos cursos da área de Ciências Exatas.

			Os discentes dos cursos de Graduação da área de Ciências Exatas apresentam dificuldades de aprendizagem nas disciplinas relacionadas a derivadas. Esta afirmação é comprovada mediante a observação durante vários anos como professor desta disciplina. Os alunos reclamam das dificuldades que enfrentam neste tema. De acordo com Reis (2009) um dos fatores que contribui para essa frustração, por parte dos alunos, é a metodologia utilizada pelo professor, isto é, as atividades são repetitivas e sempre desenvolvidas da mesma maneira: utilização do quadro para explicação e solicitação de resolução de longas listas de exercícios. Diante desta realidade, Catapani (2001) e Barbosa (2004) destacam que é fundamental incentivar as pesquisas neste tópico porque estas podem apontar causas e apresentar caminhos que contribuirão para superar as dificuldades de aprendizagem apresentadas pelos alunos. 

			Concernente ao conceito de derivadas, Gonçalves (2012, p. 32) afirma que:

			A derivada é um conceito que pode ser explorado a partir de diversos focos: derivada como um limite, como inclinação da reta tangente a uma curva em um ponto dado, além de situações que envolvam taxa de variação e máximos e mínimos.

			Uma das possíveis causas para as dificuldades dos alunos na aprendizagem do conceito de derivada pode estar relacionada a dificuldades na compreensão do conceito de limite, que, por sua vez, ocasionam dificuldades na aplicação do conceito de derivada, em decorrência do fato da derivada ser um limite.

			Para Maor (2008) a derivada está relacionada com mudanças, isto é, sua dimensão está ligada ao estudo das variações das taxas e o comportamento de fenômenos físicos relacionados com tempo, velocidade, aceleração e corrente elétrica fluindo em um circuito. O conceito de derivada está relacionado ao estudo de funções em relação à taxa de variação instantânea que está presente em diversas situações do cotidiano por meio de diversas taxas como, o crescimento de uma determinada população, economia de um país, mortalidade infantil, variação de temperaturas, velocidade de corpos, isto é, é o estudo da variação de uma determinada função em momentos específicos. 

			Pesquisas relacionadas com os processos de ensino e de aprendizagem de derivadas demonstram que realmente os alunos apresentam dificuldades ao lidar com problemas de aplicações relacionados com o cálculo diferencial. D’Avoglio (2002), destaca que as dificuldades estão relacionadas com o entendimento da definição formal da derivada a partir do uso do conceito de limite. Além disso, o autor destaca que os discentes ainda não desenvolveram competências matemáticas essenciais para auxiliar na compreensão desse tema.
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