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			1. Introdução


			Para compreender bem o potencial e as propostas existentes em que se pode utilizar grafos é interessante entender sua origem e o que motivou seu surgimento.


			Para isso é preciso regressar mais de duzentos anos e visitar a região da Prússia, onde iremos encontrar a cidade de Königsberg. Conforme o mapa de 1581, essa cidade possuía duas ilhas: Kneiphof e Lomse, que podiam ser acessadas por seis pontes (Figura 1.1).


			
Figura 1.1: Mapa de Königsberg de 1581.
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			Fonte: Lukoševičius (2013).


			Com o passar dos anos, outra ponte foi construída nessa mesma região, conectando uma das ilhas diretamente com outra parte do continente. Dessa forma, seis pontes interligavam as duas ilhas às margens do Rio Pregel e uma sétima fazia a conexão entre elas (Figura 1.2). 


			
Figura 1.2: Mapa de Königsberg do século XVIII
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Descrição gerada automaticamente com confiança baixa]


			Fonte: Easton (2023).


			Por ter essa singularidade geográfica, surgiu um desafio matemático na época. O problema consistia em apresentar um caminho que percorresse cada uma das sete pontes, atravessando-a uma única vez, e conseguir retornar ao ponto de partida do caminho.


			Esse desafio perdurou por dezenas de anos, sem que uma solução fosse encontrada, até que Leonhard Euler (1707 – 1782) apresentou uma proposta matemática em 1736, a qual originou a teoria dos grafos. 


			A ideia de Euler consistia em fazer uma modelagem do cenário, excluindo as informações não pertinentes ao problema, como a largura da ilha, o comprimento das pontes ou outros pontos que não estavam relacionados ao caminho a ser percorrido.


			Nessa abstração foram definidos pontos de conexão e os elementos que os conectavam entre si, em que os vértices representam esses pontos e as arestas são os conectores.


			Os termos utilizados para se referir aos vértices e arestas podem variar conforme a definição de alguns autores. Os vértices também podem ser denominados como nós, e as arestas podem ser chamadas de arcos ou relacionamentos. Neste livro adotaremos a terminologia em grafos de vértice e aresta.


			Os pontos foram representados por círculos e os elementos que os conectavam por retas, conforme representado na Figura 1.3, em que temos dois pontos: A e B, conectados pela reta a.


			
Figura 1.3: Representação de um grafo
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			Fonte: Elaborado pelo autor.


			Nessa representação, A e B são os vértices, e é a aresta que conecta os dois. No caso de Königsberg, Euler definiu que o terreno era o ponto de conexão e as pontes os elementos que os conectavam (retas), conforme visto na Figura 1.4. 


			
Figura 1.4: Abstração das pontes de Königsberg.
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			Fonte: Adaptação de Easton (2023).


			Nomeando cada um desses elementos, os pontos de conexão são representados por letras maiúsculas A, B, C e D, e os conectores por letras minúsculas: a, b, c, d, e, f. A Figura 1.5 apresenta essa nomenclatura.


			
Figura 1.5: Pontes de Königsberg com as identificações dos elementos.
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			Fonte: Adaptação de Easton (2023).


			Até o momento estamos utilizando como base o mapa de Königsberg. A proposta de Euler é abstrair totalmente o cenário concreto e trabalhar somente com a representação gráfica. No caso, por meio dessa nova representação, Euler obteve a imagem de um grafo representado na Figura 1.6.


			
Figura 1.6: Representação das sete pontes de Königsberg.
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			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Por meio dessa representação, Euler conseguiu provar que o problema não tinha solução ao demonstrar que o gráfico representativo não poderia ser percorrido da maneira solicitada.


			Então o matemático propôs o seguinte: para percorrer cada um dos pontos (A, B, C ou D) é preciso ter duas linhas de conexão, uma entrando no ponto e outra saindo. Sendo assim, ele procurou identificar em quais tipos de grafos era possível realizar esse tipo de caminho fechado, no qual cada reta era visitada uma única vez.


			O caminho com essa proposta ficou conhecido como Caminho de Euler, e um grafo que se restringe a esse caminho foi chamado de Grafo de Euler.


			Com essa definição ele concluiu que cada ponto deveria ter grau par de linhas. Ou seja, um grafo conexo G é de Euler se e somente se todos os seus vértices são de grau par, e o grafo das pontes de Königsberg tem pontos de grau ímpar. Portanto, o problema não pode ter solução.


			Em 1847, o físico alemão Gustav Robert Kirchhoff (1824 – 1887), originário da cidade de Königsberg, utilizou os conceitos de grafos propostos por Euler em seus estudos sobre circuitos elétricos, criando o teorema da matriz-árvore.


			Posteriormente, o matemático, físico e astrônomo irlandês William Rowan Hamilton (1805 – 1865) apresentou um jogo relacionado com o conceito de grafos, o qual o jogador, utilizando um dodecaedro regular, deveria encontrar um percurso fechado que estivesse conectado com todos os vértices e que cada um deles fosse visitado somente uma vez.


			Ao longo dos anos, outros pesquisadores começaram a estudar as possibilidades do uso dos grafos em seus estudos. Em 1857, o matemático britânico Arthur Cayley (1821 – 1895) utilizou a proposição de Kirchhoff, do teorema da matriz-árvores em outras aplicações relacionadas à química orgânica, publicando o artigo On the Theory of the Analytical Forms Called Trees. 


			Após mais de 30 anos, em 1889, Cayley publicou outro artigo A Theorem on Trees no qual foi introduzida a Fórmula de Cayley associada às árvores geradoras de um grafo completo. Entre os objetivos de seus estudos, o matemático pesquisou a enumeração dos isômeros dos hidrocarbonetos saturados que contivessem um determinado número de átomos de carbono. 


			Na Figura 1.7 vemos um exemplo do Butano, isômero utilizado nos estudos de Cayley.


			
Figura 1.7: Isômero de Butano.
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			Fonte: Elaborada pelo autor.


			O conceito de converter problemas reais em elementos matemáticos pode ser amplamente utilizado. Podemos exemplificar com a conexão entre as cidades de São Paulo e o Rio de Janeiro. Cada uma delas representando um vértice e os caminhos existentes entre elas sendo as arestas, então podemos ter via terrestre, via aérea e via marítima, assim obtendo o grafo apresentado na Figura 1.8:


			
Figura 1.8: Grafo representando as conexões entre SP e RJ
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			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Essa possibilidade de relacionar problemas através de grafos e assim conseguir solucioná-los por meio de equações e algoritmos matemáticos torna a usabilidade dos grafos muito ampla.


			Ao longo deste e dos próximos capítulos veremos exemplos e aplicações de grafos que esclarecem o porquê de sua importância e como podemos utilizar essa possibilidade matemática por meio do poder computacional para solucionar problemas reais. 


			1.1 Definição de Grafos


			Podemos definir um grafo como um conjunto finito não vazio de vértices e outro de pares não ordenados de vértices, que são as arestas. Além disso, um grafo pode ou não possuir peso (weight) nas arestas.


			Quando possui peso nas arestas ele se torna um grafo ponderado ou também chamado de valorado, sendo que o peso é definido pelo par (G, w), em que G se refere ao grafo e w à função que define para cada aresta de G qual é o seu peso w(e).


			O peso também pode ser chamado de custo e sua importância é permitir ou definir qual o melhor caminho para percorrer um grafo conforme o peso em cada aresta.


			Por exemplo, no grafo da Figura 1.8, podemos definir o peso como o tempo gasto em horas para ir do vértice São Paulo para o vértice Rio de Janeiro, assim supondo que por via terrestre são necessárias 6 horas de trajeto, por via marítima 4 horas e por via aérea apenas 1 hora despendida entre cada vértice. Por meio do peso, conseguimos definir que a melhor rota, considerando o tempo de viagem, é a via aérea.


			A representação do grafo é através do par ordenado G = (V, E) em que os elementos de V = V (G) são os vértices (no inglês, vertices) e os elementos de E = E (G) são as arestas (no inglês, edges).


			Cada aresta deve conter a identificação do vértice de origem e o vértice de destino, ou seja, dos vértices que conecta, e sua representação é por meio do par {v, w}, também podendo ser representado por vw.


			Para exemplificar, vamos considerar o grafo apresentado na Figura 1.9, em que nomeamos cada vértice com o grau de parentesco: PAI, MÃE e FILHO conectados através das arestas pai e mãe. Nesse exemplo, consideramos que o nome das arestas identifica o tipo de relação que conecta os vértices.


			Também podemos representar as arestas seguindo o seguinte critério:


			Aresta = vértice de origem – vértice de destino


			Por exemplo, a aresta pai fica representada por (PAI, FILHO).


			
Figura 1.9: Grafo simples


			[image: ]


			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Utilizando esse grafo como exemplo, podemos representá-lo da seguinte forma: G (V, E), em que temos a regra:


			V = {p | p é uma pessoa}


			E = { (v,w) | < v é parente de w > }






			Dessa forma, fazendo a representação para o grafo da Figura 1.9 obtemos:


			V = {PAI, MÃE, FILHO}


			E = { (PAI, FILHO), (MÃE, FILHO) }






			Podemos adicionar um novo vértice chamado TIO, conectando o FILHO com o TIO por meio da aresta tio e adicionar outra chamada cônjuge, conectando o PAI com a MÃE, dessa forma obtemos o grafo de parentesco visto na Figura 1.10:


			
Figura 1.10: Grafo de parentesco
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			Fonte: Elaborada pelo autor.


			A nova representação do grafo fica:


			V = {PAI, MÃE, FILHO, TIO}


			E = { (PAI, FILHO), (MÃE, FILHO), (TIO, FILHO), (PAI, MÃE) }






			Embora tenhamos adicionado novos nomes para as arestas, a sua representação formal ignora essas nomenclaturas e considera somente os vértices que se encontram associados à aresta, ou seja, de onde ele sai e para onde ele entra. 


			Note que nomeando os vértices e arestas pelo tipo de parentesco torna-se fácil compreender a relação existente entre cada vértice. Porém as características e propriedades de um grafo são independentes desses termos. Podemos reescrever o grafo de parentesco substituindo os termos pelos seguintes:


			G (V, E)


			V = {A, B, C, D}


			E = { (A, C), (B, C), (D, C), (A, B) }






			Obtendo a seguinte representação gráfica, vista na Figura 1.11:


			
Figura 1.11: Exemplo de grafo


			[image: ]


			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Note que ambos os grafos das Figuras 1.10 e 1.11 são similares e que as denominações para os vértices e arestas não afetam a composição e propriedades deles. Estamos abstraindo de uma relação concreta, o parentesco entre as pessoas, representado por meio de um grafo para então reproduzi-lo com termos mais simples, facilitando sua reprodução.


			Foi essa característica que Euler identificou e que tornou a modelagem e aplicação dos grafos tão amplamente utilizadas. É praticamente possível modelar em grafos qualquer problema e situação desde que consiga identificar o que conecta (relaciona) os vértices entre si. E depois atuar com todos os conceitos existentes e aplicáveis em grafos.


			1.1.1 Direcionamento de grafos


			Um grafo pode ser de dois tipos: direcionado ou não direcionado. Outros termos que se referem ao direcionamento de um grafo são: dirigido ou orientado e, na sua forma negativa, não dirigido ou não orientado.


			O direcionamento de um grafo indica se a conexão entre dois vértices possui um direcionamento ou não, ou seja, se uma aresta possui um vértice de origem e outro de chegada. Um grafo direcionado também é chamado de dígrafo.


			As situações de uso desses grafos direcionados são diversas, podemos exemplificar com um das ruas de uma cidade, onde nem todas são de mão dupla. Podemos ter também uma representação de hierarquia em um organograma ou até do fluxograma de um programa de computador, em que temos um processo que deve ser executado em uma determinada ordem.


			Quando o grafo é não direcionado, não temos um vértice exclusivo de saída. O sentido de percorrê-lo é do vértice A para o B e vice-versa, e sua representação é como uma reta, conforme apresentado na Figura 1.12.


			
Figura 1.12: Grafo não direcionado
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			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Já em um grafo direcionado obtemos a indicação de qual é o vértice de origem e o de chegada por meio de uma seta apontando da origem para a chegada. Na Figura 1.13 vemos um exemplo com uma aresta a que parte de A e chega em B. 


			
Figura 1.13: Grafo direcionado
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			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Em um dígrafo, como temos uma seta que pode estar chegando ou saindo de um vértice, precisamos saber em que sentido essa aresta se encontra. Para isso, podemos dizer se a aresta é convergente ou divergente ao vértice.


			Na Figura 1.13, a aresta a é divergente do vértice A e é convergente do B. Ou seja, a aresta diverge do vértice em que está saindo e converge para o que está entrando.


			Com isso, em um dígrafo podemos ter dois tipos de graus para um vértice, o grau de entrada, que contabiliza todas as arestas que convergem para um determinado vértice, e o grau de saída, com a quantidade de todas as arestas que divergem de um vértice.


			1.1.2 Ordem e tamanho de um grafo


			Os grafos possuem propriedades que podem ser encontradas em todos eles. São pontos em comum que são utilizados para identificar as principais características de cada grafo, e com isso identificar a complexidade de cada um. A seguir, veremos essas propriedades:


			Ordem: a ordem de um grafo G é obtida pelo número de vértices dele, denotado pela cardinalidade do conjunto de vértices desse grafo |V|.


			Para exemplificar esses conceitos, vamos recapitular o grafo da Figura 1.11:


			
Figura 1.11: Grafo


			[image: ]


			Fonte: Elaborada pelo autor.


			No exemplo acima temos os vértices A, B, C e D, a cardinalidade |V| é 4, assim sua ordem é 4, sendo representada por:


			Ordem (G) = 4


			Tamanho: o tamanho de um grafo G é a soma da cardinalidade dos conjuntos de vértices |V| com a do conjunto de arestas |E| dele, temos então que o tamanho do grafo G é obtido por |V| + |E|.


			Considerando o exemplo do grafo da Figura 1.14 temos que a cardinalidade de |V| é 4 e que a cardinalidade de |E| é 4, pois temos as arestas a, b, c e d. Dessa forma, o tamanho do grafo é obtido por |V| mais |E| = 4 + 4 = 8, podendo ser representada por:


			Tamanho (G3) = |V| + |E| = 8


			1.2 Propriedades dos grafos


			Os grafos possuem características que os definem e auxiliam na compreensão de como as informações se encontram associadas em sua estrutura. Essa característica é importante para definir a complexidade de um problema que se encontra modelado em grafos, e com isso definir melhor a tratativa para ele.


			A seguir, veremos as principais propriedades dos grafos:


			1.2.1 Grau de um grafo 


			Conforme visto, caso o grafo seja não orientado, temos um único número que representa o grau do vértice. O grau (no inglês, degree) também pode ser representado por d (vértice), sendo este obtido da seguinte forma: 


			Grau de um vértice: é a quantidade de arestas que estão conectadas com o vértice. 


			No exemplo do grafo a seguir, para o vértice A temos duas arestas conectadas; a e b, assim o grau do vértice é 2, conforme representado na Figura 1.14:


			
Figura 1.14: Grafo G3


			[image: ]


			Fonte: Elaborada pelo autor.


			Da mesma maneira, podemos indicar o grau de todos os vértices do grafo:


			Grau (A) = 2


			Grau (B) = 2


			Grau (C) = 3


			Grau (D) = 1






			Agora, quando tivermos um grafo direcionado, ou dígrafo, cada vértice terá dois tipos de graus, o de entrada e o de saída. Vamos pegar nosso exemplo da Figura 1.14 e torná-lo um dígrafo, conforme a Figura 1.15 a seguir:
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