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  Dedicamos este livro aos nossos colegas pesquisadores e professores de Matemática, que a ensinam em qualquer nível educacional. Esperamos, humildemente, que este texto possa contribuir para suas práticas e inspirá-los a novas reflexões e debates sobre o desenvolvimento dos diferentes tipos de pensamento matemático.


   


   


   


   


  PRÓLOGO


   


  Anna Paula de Avelar Brito Lima – UFRPE A Educação Matemática tem-se debruçado sobre vários campos de investigação relacionados ao ensino e à aprendizagem de saberes matemáticos. Pesquisar sobre as questões relativas ao ensino e à aprendizagem de determinado saber, definido no currículo como um saber a ser ensinado, tem sido fundamental para que, no âmbito escolar, seja possível refletir sobre como se deve organizar o ensino, como os estudantes constroem conhecimentos, como os recursos didáticos podem favorecer a aprendizagem de um saber e sobre quais questões estão relacionadas ao aprender e ao não aprender.


  Essas ideias sugerem, necessariamente, que a Educação Matemática é um campo polissêmico, que articula questões:


   


  
    
      • epistemológicas, no sentido de voltar as pesquisas para a compreensão da natureza do saber matemático;
    


    
      • históricas, que dizem respeito ao desenvolvimento desse saber ao longo do tempo e em meio aos contextos culturais;
    


    
      • psicológicas, relativas a como tais saberes são cognitivamente construídos a partir dos esquemas e das estruturas intelectuais dos estudantes;
    


    
      • didáticas, no que tange a uma análise do cenário didático, considerando as relações entre professor e aluno(s), entre professor e saber matemático, bem como situações que podem favorecer a aprendizagem, a apropriação do saber pelos alunos, entre outras.
    

  


  Nesta obra, para efetivarmos a discussão proposta, em diversos momentos, precisamos travar um diálogo com questões inseridas nas diferentes dimensões acima mencionadas. Para este prólogo, no entanto, elegemos o campo psicológico, uma vez que, em consonância com o objetivo do livro, discorremos sobre o pensamento — em particular o matemático — e sua construção.


  Para tanto, optamos pela Psicologia Cognitiva como campo que fundamenta nossa argumentação, uma vez que envolve o conhecimento (cognição). No âmbito da Psicologia Cognitiva, escolhemos como ponto de partida a teoria psicogenética de Jean Piaget (1896–1980), biólogo, psicólogo e epistemólogo suíço, sobretudo por dois motivos: primeiro, porque a proposta teórica de Piaget1 é explicar como se desenvolve a estrutura cognitiva daquele que nomeou como sujeito epistêmico2; segundo, porque, em sua teorização, a construção das estruturas cognitivas se confunde, no sujeito, com a construção das estruturas matemáticas. Explicitamos esses dois pontos a seguir.


  Para Piaget, compreender o mundo é, em última análise, organizá-lo matematicamente dentro de si, de sua estrutura cognitiva. Muito se aponta ter essa ideia piagetiana influência kantiana3, no sentido de propor a existência de estruturas a priori que organizam, na mente do indivíduo, o mundo em categorias. Categorias essas que são a base para a formação de conceitos que, por sua vez, quando encadeados, mobilizados, articulados, possibilitam o desenvolvimento do pensamento conceitual, conforme descrevemos mais adiante.


  O ponto inicial para a compreensão do que é a estrutura cognitiva, conforme Piaget, é o conceito de esquema. Um “esquema”, como o nome já sugere, é um modelo, uma representação; é a unidade, a base da cognição humana. Utilizando uma metáfora que nos parece simples, se tomarmos a estrutura cognitiva como uma parede de tijolos, o esquema seria cada tijolo, unitariamente. A parede é formada por vários tijolos, que, por sua vez, são colocados conforme um arranjo que confira mais sustentação à construção. É o conjunto de tijolos, organizados em determinada disposição, que forma a parede. O tijolo a constitui, mas sozinho não a representa nem lhe confere resistência e estabilidade, apenas em conjunto.


  Os esquemas são formas de representação dos objetos que estão no mundo. Novamente lançamos mão de uma metáfora: um mapa é um esquema para um indivíduo chegar a determinado lugar. Ele trará a representação de ruas, pontos onde há semáforos, pontes etc. Todavia, ruas, semáforos e pontes reais não estão no mapa, apenas as suas representações. Quando um sujeito (utilizando a nomenclatura piagetiana) constrói o esquema conceitual de “casa”, não é a casa real que está em sua estrutura, em sua mente, mas uma representação desse objeto.


  Os esquemas, segundo Piaget, podem ser de dupla natureza: de ação (motores) ou conceituais. Os esquemas motores são aqueles que representam mentalmente uma ação motora. Por exemplo, quando uma criança aprende a andar, ela precisa construir um esquema motor que organize em sua mente a ação de caminhar: um péà frente do outro, o pé que está atrás começa a ser levantado, do calcanhar em direção à ponta, e é colocado na frente do outro pé, começando novamente pelo calcanhar, até plantar o pé inteiro no chão.


  Esse esquema motor não é propriamente “ensinado” à criança. É na interação com o meio físico que ela o constrói. Outros esquemas motores, como aprender a andar de bicicleta, a nadar, a dirigir um carro, implicam, para além da interação com o mundo, alguém que atue como intermediador dessa relação. Alguém que, na natação, ensine os tipos de braçada para cada nado. Os esquemas motores, portanto, compõem a estrutura cognitiva, simbolizam uma forma de representar e pensar o mundo, mas as ações que estão envolvidas predominantemente na sua construção são motoras (ou psicomotoras, mais especificamente), não implicando uma elaboração conceitual mais sofisticada.


  Os esquemas conceituais, por sua vez, dizem respeito à construção de conceitos, não de ações motoras. São os primeiros, particularmente, que nos interessam aqui. Construir uma representação conceitual de um objeto concreto (carro, mesa) ou formal (conceitos matemáticos) requer que sejam abstraídas as propriedades invariantes desses objetos. Conforme o nome remete, invariante é a propriedade que não varia naquele objeto de conhecimento e que o constitui como tal. Há propriedades que não variam no objeto carro (existência de rodas, de portas, de direção, pedais etc.).      O som do latido de um cão pode ser outro exemplo de uma propriedade invariante: todo cão late. Se, em vez de um latido, ouve-se um miado, é sabido que o objeto em questão não é um cão, mas um gato.


  Os esquemas conceituais caracterizam, então, o que podemos chamar de pensamento conceitual, que diz respeito à articulação e mobilização, inclusive de outros esquemas conceituais já constituídos etc. A mobilização de esquemas motores (andar de bicicleta, por exemplo) também implica um pensamento, todavia, de outra natureza.


  A construção de um esquema, seja ele motor ou conceitual, uma vez que se trata de um modelo mental, de uma representação, pressupõe a existência de um processo de abstração. Abstrair, no sentido piagetiano, é descolar do objeto real, internalizando as propriedades invariantes que o caracterizam, representando-o na sua estrutura cognitiva.


  Ao referirmo-nos ao conceito de cachorro, o som por ele emitido (latido) é um dos elementos invariantes, tanto que uma das primeiras formas pelas quais as crianças bem pequenas nomeiam os cachorros é au-au. A pelagem do animal, por sua vez, não é um elemento invariante, porque com pouco ou muito pelo, com pelos brancos ou marrons, malhado ou de uma só cor, ele continua fazendo parte do mesmo esquema: cachorro.


  Falemos mais, agora, sobre os esquemas conceituais. Eles são, conforme mencionamos, o que mais nos interessa para definirmos pensamento matemático. Piaget propõe que o primeiro esquema conceitual a ser construído e que possibilita a constituição do alicerce da estrutura cognitiva é o de objeto. O conceito de objeto permite ao sujeito compreender que existe um mundo para além dele próprio, passível de ser conhecido. Mais do que isso, um mundo que precisa ser conhecido, para que ele possa dar conta dos desafios com os quais irá se deparar para fazer parte dessa realidade.


  Antes de avançarmos nessa reflexão, exploraremos um pouco mais o que foi dito no parágrafo anterior. Para Piaget, o sujeito é epistêmico (sujeito do conhecimento) porque necessita conhecer o mundo, ou seja, representá-lo mentalmente. Dessa forma, pode resolver os problemas e desafios que o mundo impõe, tornando-se capaz de nele sobreviver. Nesse sentido, o estudioso afirma que é preciso conhecer para adaptar-se ao mundo. Parece claro que Piaget elabora essa noção com base na ideia de adaptação, do campo da Biologia, que poderia assim ser enunciada: na natureza não sobrevive necessariamente o mais forte, mas aquele que tem maior capacidade de adaptação.


  Essa proposição, postulada por Charles Darwin (1809–1882)4, inspirou Piaget em sua epistemologia genética. A pergunta-chave da epistemologia piagetiana era: como os sujeitos constroem conhecimento e como passam de estados de conhecimento menos avançados para estados de conhecimento superiores? Isso nos possibilita entender que a ideia de genética, em Piaget, não diz respeito a hereditariedade, mas a gênese. Assim, poderíamos “traduzir” epistemologia genética como a ciência que estuda (logos) a gênese (genética) do conhecimento (episteme).


  Retomando o debate acerca do esquema de objeto, conforme já mencionamos, conhecer um objeto, no sentido piagetiano, é abstrair, descolar do objeto real, identificando suas características invariantes e construindo uma representação dentro de si, na sua estrutura cognitiva, constituindo um esquema. Assim, todo objeto que está no mundo passa a ser representado mentalmente no sujeito. Isso acontece também com os objetos matemáticos, não apenas com as “coisas” que estão no mundo concreto.


  Uma vez que para a construção da noção de objeto é necessário identificar os elementos invariantes, para distingui-lo dos demais objetos, é fundamental categorizá-lo (como já mencionamos) em classes, hierarquizá-lo, incluí-lo ou não em uma categoria (esquema que Piaget nomeou como inclusão hierárquica de classes). Por exemplo, gato faz parte de uma categoria ampla, a de animais; ou seja, gato não é um vegetal nem um mineral. Podemos pensar numa categoria mais específica, animal doméstico, em contraposição à categoria animal selvagem. Na impossibilidade da classificação, da categorização, não conseguiríamos organizar o mundo e dar conta dele. Viveríamos um grande caos intelectual e adaptativo.


  Reiterando o que propomos até agora, a partir do referencial piagetiano, construir o conceito de dado objeto, no plano cognitivo, é um processo ativo e interativo: o objeto que existe no mundo passa a existir também na estrutura cognitiva, no pensamento. Conhecer é, portanto, re-presentar (apresentar de novo, agora no plano cognitivo). Representar é, por sua vez, parte do processo de construção de um conceito. Dito isso, a representação mental do objeto, a construção do conceito e o desenvolvimento do pensamento, estão inter-relacionados de maneira tal, que não há como falar de um desses aspectos sem relacioná-los aos demais.


  Essas primeiras ações para a elaboração do pensamento, em Piaget, confundem-se com o próprio pensamento matemático, o que fez com que esse estudioso sofresse duras críticas vindas da comunidade científica, que o acusava de “reduzir” todo pensamento a estruturas matemáticas. O matemático, filósofo e psicólogo Gérard Vergnaud5 assumiu a ideia de Piaget de (re)construção dos objetos do mundo real (seja ele concreto ou formal) no plano cognitivo partindo da identificação de suas características invariantes. No entanto, atribuiu dois outros elementos constitutivos da formação de um conceito, estabelecendo um tripé sobre o qual todo conceito seria erguido: as situações, que dão sentido ao conceito; e as representações, que são socialmente compartilhadas e possibilitam que o conceito seja expresso.


  O tripé que caracteriza todo e qualquer conceito seria então: invariantes-situação-representação (I-S-R). Esse esquema proposto por Vergnaud abre caminho para a reflexão, do ponto de vista da escola, sobre situações didáticas que podem ser propostas, de modo que o conceito possa ser construído pelo aluno. Resumidamente, Vergnaud, com base nas teses piagetianas, avança na direção de uma preocupação didática, coisa que não acontecia explicitamente na teorização de Piaget, cuja preocupação era mais de natureza epistêmica.


  Para relacionarmos a discussão psicológica que travamos agora com o que é central neste livro, indagamos: O que tudo isso tem a ver com o desenvolvimento do pensamento matemático?


  O saber matemático constitui-se como um objeto de conhecimento. Isso se refere tanto à Matemática aprendida no cotidiano fora da escola — como uma atividade comum em que crianças dividem balas, de forma que todas recebam a mesma quantidade — quanto à Matemática ensinada formalmente na sala de aula — como uma atividade didática em que os estudantes aprendem o algoritmo da divisão.


  A Matemática pode ser percebida, então, conforme discutido pelas educadoras matemáticas francesas Michèle Artigue e Régine Douady6, por meio do quadro teórico Dialética ferramenta-objeto, como ferramenta de resolução de problemas, escolares ou não (dividir igualmente as balas, por exemplo) e como objeto de saber, que deve ser apropriado pelo estudante conforme a organização proposta no currículo.


  Dividir balas em uma atividade cotidiana aos quatro anos de idade, por exemplo, permite a construção de uma noção matemática das mais importantes, tanto para a Aritmética quanto para a Álgebra: a noção de igualdade, de equivalência entre quantidades.


  Essas noções, construídas ativa e intuitivamente nas relações (matemáticas) cotidianas, passam a ser propostas intencionalmente, a partir de situações (Vergnaud) que dão sentido ao conceito que se pretende que os estudantes construam, e que devem ser representadas matematicamente para que o saber possa ser comunicado aos demais e compreendido no âmbito da cultura em que estão inseridos. Considerando o exemplo que demos, convencionou-se que o símbolo “=” representaria a igualdade, a equivalência entre quantidades.


  Tomando como base a teoria psicogenética de Jean Piaget e as ideias de Gérard Vergnaud, podemos definir pensamento como a capacidade do sujeito epistêmico de representar o mundo em sua estrutura cognitiva (e, ao mesmo tempo, construir a estrutura cognitiva a partir do momento em que nela representa o mundo) e lançar mão dessa representação para atuar no mundo, superando os desafios da realidade e a ela se adaptando. O pensamento matemático, por sua vez, implicaria a reconstrução da Matemática, historicamente construída no plano cognitivo, bem como a utilização dessas representações mentais, sempre que a realidade, seja ela do cotidiano escolar ou extraescolar, exigir que um problema matemático seja resolvido.


  Se assumirmos uma postura ainda mais piagetiana, podemos afirmar que o pensamento matemático permite ser e estar no mundo, organizando o caos, adaptando-se às suas exigências, dando conta de uma realidade que, diariamente, convida-nos a classificar, categorizar, hierarquizar, comparar e descobrir.


  O convite que fazemos, a partir de agora, é para conhecer um pouco mais as especificidades do pensamento matemático, as particularidades de cada forma de pensamento e os elementos invariantes, ou seja, aqueles que estão na raiz dos pensamentos aritmético, algébrico, computacional, geométrico, proporcional, variacional, estatístico, combinatório, probabilístico e financeiro, e que caracterizam, ao menos em grande parte, o que é pensar matematicamente.


  


  1PIAGET, J.; INHELDER, B. Gênese das estruturas lógicas elementares. Rio de Janeiro: Zahar, 1971.


  2Episteme diz respeito a “conhecimento”. Logo, o sujeito epistêmico é aquele que “conhece” os objetos do mundo.


  3Immanuel Kant, filósofo, propôs a ideia de que o conhecimento não estava nas “coisas”, nos objetos em si. Em vez disso, consolidava-se a partir das estruturas que existiam na mente do indivíduo, que organizava esse conteúdo, advindo do mundo (exterior ao sujeito), em categorias, classes, conferindo às coisas do mundo o status de “conhecimento”. Fonte: HESSEN, J.; CORREIA, A. Teoria do conhecimento. São Paulo: Martins Fontes, 1999.


  4DARWIN, C. A origem das espécies. Leça da Palmeira: Planeta Vivo, 2009


  5VERGNAUD, G. La teoría de los campos conceptuales. Recherches en didactique des mathématiques, v. 10, n. 2, 3, p. 133-170, 1990.


  6ARTIGUE, M.; DOUADY, R. A didáctica da Matemática em França. Quadrante, v. 2, n. 2, p. 41-67, 1993.


   


   


   


   


   


   


  PREFÁCIO


   


   


  Ao iniciar este Prefácio, não posso deixar de fazer o registro da alegria por ter sido convidada, por Barbara e Gabriel, para escrevê-lo. Que grande responsabilidade receber essa incumbência de Barbara Lutaif Bianchini e Gabriel Loureiro de Lima, que considero pesquisadores do mais alto gabarito, dedicados e comprometidos com a melhoria da qualidade da aprendizagem matemática dos nossos estudantes. É, verdadeiramente, uma grande honra prefaciar este livro, organizado e escrito por eles e seus convidados, sobre pensamento matemático, tema que considero de extrema relevância. E tendo conhecido seu conteúdo para produzir este Prefácio, vislumbro uma obra que certamente se tornará referência na pesquisa brasileira em Educação Matemática.


  No percurso de reflexões e aprendizagens que a leitura deste livro me proporcionou, iniciando por aspectos gerais e centrais do pensamento matemático e culminando nas especificidades dos tipos de pensamento que, ao mesmo tempo, são inerentes aos diferentes ramos da Matemática e os constituem, fui estabelecendo um paralelo com uma parte da história pela qual a resolução de problemas se estabeleceu no ensino de Matemática, e que sintetizo aqui, a fim de melhor delinear o que pretendo destacar sobre o presente livro. Trata-se, a resolução de problemas, do tema central de minhas pesquisas na Educação Matemática.


  A história da resolução de problemas está estreita e intrinsecamente ligada à história da Matemática, pela busca de soluções para problemas práticos ou puramente matemáticos, desde a Antiguidade. No âmbito educacional, entretanto, a resolução de problemas veio à cena pelos estudos do matemático e pesquisador George Polya, em particular em seu livro How to solve it: a new aspect of mathematical method, publicado em 1945.


  Mas, não obstante a influência dos apontamentos de Polya, especialmente relacionados aos processos heurísticos envolvidos na resolução de problemas, com o advento da Matemática Moderna, nos anos de 1960, sua implementação em salas de aula e as discussões acerca da temática foram abandonadas. Entretanto, com o declínio da Matemática Moderna na década de 1970, trabalhos e pesquisas envolvendo resolução de problemas em aulas de Matemática ressurgiram com vigor, constituindo-se em um campo específico de estudos. As décadas de 1980 e de 1990 foram decisivas para a consolidação da presença e para a compreensão da importância da resolução de problemas no ensino de Matemática, especialmente como consequência dos estudos desenvolvidos pelo National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), que influenciou currículos e práticas em vários países. Ocorreu, no entanto, que as produções nesse período, em particular, as da década de 1980, caracterizaram-se por elaborar regras e orientações gerais com vistas a orientar os resolvedores de problemas em procedimentos padrão que, supostamente, levassem à resolução da maior parte dos problemas, independentemente de sua especificidade no que se refere ao tipo de problema, ao ramo da Matemática em que se inseria, ao conteúdo envolvido no problema. E os professores levaram essas orientações aos seus alunos.


  O que se observou, apesar dos esforços, foi que os estudantes não se tornaram bons resolvedores de problemas. Problemas matemáticos apresentam especificidades para cuja resolução é preciso transcender a aplicação de regras gerais, ir além da reprodução de procedimentos, algoritmos ou conteúdos previamente “ensinados” ou memorizados, embora esses elementos façam parte da resolução de problemas. São elementos necessários, mas não suficientes para o bom desempenho nessa área.


  Os estudos desse período foram importantes para constituir uma base para o fortalecimento da resolução de problemas nas escolas. Ademais, alguns constructos decorrentes dos estudos nesse período tornaram-se centrais para o desenvolvimento de novas pesquisas. Entretanto, para resolver problemas é preciso desenvolver processos de análise, de comparação, de representação, de expressão por meio de uma linguagem, de criação. É preciso pensar! E a resolução de problemas, conforme ressaltamos ao iniciar estas reflexões, faz parte da Matemática. Então, para aprender e fazer Matemática é preciso pensar matematicamente!


  Em estudos que tenho realizado em parceria com o pesquisador Gilberto Vieira, temos argumentado e defendido que a resolução de problemas possibilita aos estudantes desenvolver habilidades de pensamento de ordem superior, de tal modo que é essencial vivenciarem essas experiências nas aulas de Matemática.


  Assim, chegamos ao presente livro. Ele nos coloca diante da necessidade de compreender qual é o papel da Matemática em relação ao pensamento que é (ou deveria ser) desenvolvido por meio dos conteúdos matemáticos escolares. E, reciprocamente, de refletir sobre qual é a natureza do pensamento matemático necessário ao bom desempenho dos estudantes na aprendizagem de (determinados) conteúdos matemáticos.


  No Prólogo, o livro inicia o leitor na compreensão de constructos essenciais ao se tratar do pensamento, especificamente do pensamento matemático: esquemas, conceitos, objeto cognitivo, representação, abstração, entre outros. Partindo de reflexões de natureza psicológica, aborda como os saberes são cognitivamente construídos pelos estudantes, perpassando também por aspectos de natureza didática, histórica e epistemológica.


  O Capítulo 1 — Introdução discorre sobre a necessidade de entender as relações entre os conteúdos matemáticos abordados na escola e o pensamento matemático em suas especificidades decorrentes da natureza também específica dos diferentes ramos que integram a Matemática escolar. Os autores defendem que “desde a abordagem das primeiras ideias relacionadas à Matemática, estas devem estar a serviço da elaboração, por parte dos alunos, dos diferentes tipos de pensamento que, [.. .], integram o pensamento matemático” (p. 26). São indicados os seguintes tipos que, conforme salientam os autores, não pretendem esgotar todas as possibilidades: aritmético, algébrico, computacional, geométrico, proporcional, variacional, estatístico, combinatório, probabilístico e financeiro. Apresenta-se, assim, a indicação de que os processos de desenvolvimento do pensamento matemático, em cada uma de suas especificidades, devem ser vivenciados pelos estudantes — e, portanto, oportunizados pelos professores — desde os Anos Iniciais, configurando-se em espiral, ou seja, caracterizados por retomadas e avanços durante toda a trajetória escolar.


  Não obstante as especificidades dos diferentes tipos de pensamento matemático, de maneira bastante coerente, uma vez que é preciso compreender estruturas basilares que configuram o pensamento matemático em geral, o Capítulo 2 é dedicado a explicitar o que se entende por pensamento matemático. A posição de diversos autores é explicitada e discutida primorosamente, de modo que o leitor compreenda as convergências entre definições e elementos centrais na compreensão da natureza desse pensamento, assim como da importância de que seja desenvolvido ao longo da trajetória de aprendizagem matemática na escola. Nesse capítulo, Gomes, Bianchini e Lima não se eximem do compromisso de expressar o que assumem como definição de pensamento matemático:


  O pensamento matemático é um tipo especial de pensamento, também necessário para muitas das atividades cotidianas, sociais e profissionais exercidas por um cidadão. Pode ser entendido como o resultado de processos racionais do intelecto ou de abstrações da imaginação realizados a partir da observação e reflexão científica de fenômenos de diferentes naturezas, por meio da sistematização e contextualização de conhecimentos matemáticos, da capacidade de perceber visual e espacialmente, de representar, memorizar, pensar de maneira criativa, objetiva, lógica, analítica e crítica (p. 38).


  Assim, do Prólogo ao Capítulo 2, o livro oferece os subsídios fundamentais para o leitor percorrer com segurança uma trajetória de reflexões, aprendizagem e aprofundamento acerca da pluralidade que caracteriza o pensamento matemático. Tal movimento assemelha-se ao ocorrido com a resolução de problemas após o período da Matemática Moderna, indo das bases para a compreensão da necessária consideração das especificidades presentes na resolução de cada problema. No presente livro, diferentes tipos de pensamento matemático são abordados dos capítulos 3 a 12.


  Sem ignorar que as fronteiras que delimitam esses tipos de pensamento não são absolutas, mas apresentam nuances que podem configurar-se como interseções entre eles, os pensamentos aritmético, algébrico, computacional, geométrico, proporcional, variacional, estatístico, combinatório, probabilístico e financeiro são tratados com muita profundidade teórica por Bianchini e Lima, e, em alguns capítulos, por convidados, proeminentes pesquisadores na respectiva subárea da Matemática em que aquele tipo de pensamento se apresenta. Estudos e estudiosos em cada subárea são citados e referenciados, com indicativos valiosos e validados pela comunidade acadêmica, subsidiando as reflexões a todo momento. A profundidade teórica não impede, em cada capítulo, que o diálogo com a prática docente e as peculiaridades do ensino de matemática, em sua efetiva interface com a realidade escolar, sejam considerados — os objetos matemáticos e conteúdos abordados, as habilidades a serem desenvolvidas, os aspectos cognitivos, epistemológicos e formativos, as sugestões de problemas e de formas de promover cada tipo de pensamento em sala de aula de Matemática se fazem presentes.


  Ratificando a preocupação dos autores com o diálogo entre a sustentação teórica e a aprendizagem matemática e a prática docente, o livro dedica dois capítulos a discutir como o pensamento matemático e suas diferentes configurações em cada subárea da Matemática são considerados no nosso atual documento curricular oficial brasileiro, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). As análises apresentadas pelos autores trazem, de forma clara, com que intensidade cada tipo de pensamento é contemplado em cada ano de escolaridade, tanto no Ensino Fundamental como no Ensino Médio, e quais não são contemplados, considerando as competências e habilidades enunciadas no documento.


  Um epílogo encerra a obra com discussões bastante pertinentes envolvendo o que se apresenta como a “ponta do iceberg” no que se refere à pesquisa sobre resolução de problemas na Educação Matemática, qual seja a proposição de problemas pelos estudantes. Algumas potencialidades dessa estratégia didático-pedagógica, como considerada pelos autores, são apontadas no que diz respeito à aprendizagem e ao pensamento matemático, a partir de estudos referenciais e atuais envolvendo essa temática. A proposição de problemas tem sido bastante recomendada na BNCC, nas habilidades enunciadas a serem desenvolvidas ao longo do Ensino Fundamental e do Ensino Médio e, em tempos recentes, constitui o foco dos estudos que tenho desenvolvido em parceria com a pesquisadora Janaína Poffo Possamai, e de pesquisas de mestrado e doutorado que temos orientado. Desse modo, considero bastante relevante a inserção desse tema no livro.


  Não tem a pretensão, este Prefácio, de expressar com precisão o conteúdo que compõe a presente obra; seria, de fato, muita pretensão constituir este retrato aqui diante de sua magnitude. Limito-me a expressar o que estou sentindo. O sentimento, ao terminar a primeira leitura integral que vivenciei para elaborar este texto, é de que preciso reler. E é de que precisarei reler sempre, porque há muito o que aproveitar e perceber, que certamente não foi percebido ainda. O sentimento de que, doravante, precisarei reler determinado capítulo a cada vez que pensar sobre ou estiver tratando, com alunos ou professores, de determinado conteúdo matemático. Há muito o que aprender com O Pensamento Matemático e os diferentes modos de pensar que o constituem. Trata-se de uma obra ímpar, que deve ser conhecida, lida e relida por estudantes de graduação e de pós-graduação, pesquisadores, formadores de professores, supervisores, coordenadores, gestores escolares e elaboradores de materiais didáticos e curriculares no âmbito da Educação Matemática.


  Fica a convicção de que se tornará uma obra indispensável, um livro de cabeceira, a todos esses sujeitos e àqueles envolvidos e sinceramente preocupados com a qualidade da formação — geral e matemática — de nossos estudantes e com a preparação deles para uma vida digna, participativa e crítica na sociedade atual, que é, afinal, o papel social da escola. Assim, são Gabriel Loureiro de Lima e Barbara Lutaif Bianchini, além de excepcionais pesquisadores e educadores matemáticos.


  A qualidade e a importância da presente obra fazem jus ao que representam seus autores e organizadores para a Educação Matemática brasileira. Além de outras produções de relevância de sua autoria, este livro, certamente, representa uma referência, um marco para a qualidade da pesquisa, do ensino, da aprendizagem e da formação de professores em nosso país!


   


  Norma Suely Gomes Allevato


  UNICSUL/SP, Agosto de 2023


   


   


   


   


   


   


  Capítulo 1


   


  
INTRODUÇÃO: OS CONTEÚDOS MATEMÁTICOS A SERVIÇO DO DESENVOLVIMENTO DE DIFERENTES FORMAS DE PENSAR



   


   


  Barbara Lutaif Bianchini – PUC-SP


  Gabriel Loureiro de Lima – PUC-SP


   


  Este livro é resultado de reflexões oriundas de nossa atuação docente no Programa de Estudos Pós-Graduados em Educação Matemática da Pontifícia Universidade Católica de São Paulo. Em 2016, ao ministrar pela primeira vez a disciplina Didática da Matemática, no Mestrado Acadêmico, Barbara Lutaif Bianchini, inspirada em leituras que estava realizando na ocasião a respeito do pensamento algébrico, decidiu organizar a abordagem que adotaria na disciplina a partir de alguns dos diferentes tipos de pensamento que compõem o pensamento matemático. Na ocasião, dedicou-se ao estudo dos pensamentos aritmético, geométrico, proporcional, algébrico, estatístico e probabilístico. A proposta foi muito bem recebida pelos estudantes que, inclusive, questionaram por que o ensino da Matemática não poderia ser realizado, na Educação Básica, com base no desenvolvimento de tais formas de pensar. Eles ressaltaram que, apesar da relevância do tema, em toda sua trajetória escolar (incluindo a graduação e cursos de especialização) não haviam tido contato com esse tipo de abordagem.


  Em 2017, ao iniciar sua atuação como docente no Programa, Gabriel Loureiro de Lima assumiu essa mesma disciplina e, em conversa com Barbara, ela relatou como havia organizado o curso e quais resultados havia alcançado com os discentes. Por achar a ideia interessante e inovadora, Gabriel a adotou, contemplando os mesmos tipos de pensamento. Novamente, a repercussão foi positiva entre os estudantes, que, mais uma vez, salientaram quão nova essa abordagem da Matemática era para eles. No segundo semestre de 2020, a disciplina Didática da Matemática foi outra vez atribuída a Gabriel que, além de trabalhar com os tipos de pensamento anteriormente elencados, agregou ao curso os pensamentos variacional, computacional e combinatório.


  Desde essa época, ambos já tinham a intenção de organizar um livro que contemplasse reflexões a respeito das diferentes maneiras de pensar oportunizadas pela Matemática. Em meados de 2021, ao ministrar uma palestra sobre o tema, Gabriel foi questionado acerca do porquê de o pensamento financeiro não ter sido abordado. Decidiram, então, que no momento de concretizar o objetivo de publicar um livro sobre a temática, esse pensamento também seria abordado. Esse momento chegou e, nos próximos parágrafos desta Introdução, discorremos acerca das razões que nos levaram a um posicionamento favorável a um ensino de Matemática voltado, não à abordagem compartimentalizada de uma série de conteúdos, mas ao desenvolvimento, por meio da articulação de diferentes tópicos, de diversas formas de pensar que, de maneira integrada, constituem o pensamento matemático, detalhadamente definido no capítulo 2.


  Em primeiro lugar, convém explicitar que, assim como o psicólogo e professor Reuven Feuerstein1, romeno radicado em Israel, e colaboradores, entendemos que “hoje, mais do que nunca, o desenvolvimento do pensamento e o desenvolvimento da orientação para o pensamento constituem o objetivo educacional mais importante” (Feuerstein; Feuerstein; Falik, 2014, p. 26). Segundo esses autores, construir diferentes ferramentas de pensamento é essencial, uma vez que indivíduos presos “a formas restritivas de pensamento, têm opções limitadas de adaptação e possuem poucos recursos para iniciar mudanças de vida sustentáveis” (p. 25), já que o contexto de vida atual requer “a estruturação do pensamento e seu desenvolvimento” (p. 25), ação esta que exige, no âmbito educacional, alterações substantivas nas estratégias de ensino. Eles argumentam que se “não houver consciência da necessidade dessas ferramentas (de pensamento) e habilidades de usá-las, é provável que sejam tomadas decisões baseadas em impulsos e motivos emocionais que nem sempre são benéficos para a pessoa ou para a comunidade em que se vive” (p. 26). Nesse sentido, Feuerstein, Feuerstein e Falik (2014) ressaltam que a educação deve ser planejada de modo a possibilitar que o aluno construa habilidades de pensamento, incluindo: ter a percepção correta de uma dada situação, fazer a coleta adequada de dados, possuir clareza acerca da necessidade de resolver problemas, identificar e definir corretamente as situações a serem enfrentadas e tomar decisões racionais embasadas.


  Relacionando as ideias de Feuerstein, Feuerstein e Falik (2014) com a afirmação da matemática e pesquisadora turca Gizem Karaali de que “a Matemática é o modo como nossa espécie dá sentido a este mundo e isso é inerente ao nosso mecanismo de pensamento” (Karaali, 2019, p. 321, grifo nosso), entendemos ser pertinente propormos uma reorientação do ensino dessa ciência: do desenvolvimento de uma série de conteúdos para o desenvolvimento de diferentes maneiras de pensar. A investigadora colombiana Yeimy Julieth Moreno Jiménez mostra-se consoante a essa ideia. Ela enfatiza que, no percurso formativo do estudante, é preciso, na abordagem da Matemática, ir além do trabalho com o conteúdo visado, procurando desenvolver atitudes positivas perante essa ciência. Desse modo, permite-se que o estudante a perceba “como base do funcionamento de uma determinada forma de pensar, capaz de moldar um objeto de estudo em torno do conhecimento matemático e do pensamento que o aborda” (Moreno Jiménez, 2016, p. 38).


  Em livro intitulado Desarrollo del Pensamiento Matematico, os pesquisadores mexicanos Ricardo Cantoral, Rosa María Farfán, Francisco Cordero, Juan Antonio Alanís, Rosa Amelia Rodríguez e Adolfo Garza ratificam as ideias presentes no parágrafo anterior, afirmando:


  A Matemática, a Ciência e a Tecnologia são ingredientes fundamentais da cultura, na medida em que existem e se desenvolvem em um meio social historicamente determinado. Constituem-se como formas de interpretar o mundo e suas relações e como meios de transformá-lo. [...]. Em nossa opinião, a Matemática contribui para o desenvolvimento do pensamento científico e tecnológico entre a população. Neste fato reside a importância que a sociedade atribui à Matemática (Cantoral et al., 2005, p. 5).


  Para os autores, ao considerar o pensamento matemático, admite-se a ideia de que a atividade matemática é uma forma especial de atividade humana, que envolve processos de raciocínio e fatores da experiência. Nesse sentido, deve interessar ao professor “entender as razões, os procedimentos, as explicações e as formulações escritas ou verbais que o aluno mobiliza ao responder a uma tarefa matemática, e, do mesmo modo, decifrar os mecanismos mediante os quais a cultura e o meio contribuem para a formação dos pensamentos matemáticos” (Cantoral et al., 2005, p. 18). Na referida obra, os pesquisadores apresentam três perspectivas distintas de interpretar o processo de desenvolvimento do pensamento matemático:


   


  
    
      (i) como uma reflexão espontânea que os matemáticos realizam sobre as naturezas de seus conhecimentos e dos processos de criação na Matemática;
    


    
      (ii) como parte de um ambiente científico no qual, na resolução de tarefas, conceitos e técnicas matemáticas emergem e se desenvolvem;
    


    
      (iii) como uma forma de pensar que se desenvolve em todos os seres humanos ao realizarem diariamente suas múltiplas tarefas.
    

  


   


  Neste livro, assumimos a terceira perspectiva, segundo a qual “o pensamento matemático não está enraizado nem nos fundamentos da Matemática nem na prática exclusiva dos matemáticos, mas diz respeito a todas as formas possíveis de construção de ideias matemáticas, incluindo as que vêm da vida cotidiana” (Cantoral et al., 2005, p. 19).


  Em nossa visão, a razão pela qual todos os cidadãos devem estudar Matemática na Educação Básica é que seu aprendizado favorece o desenvolvimento de uma estrutura mental analítica, isto é, de como pensar de forma estruturada.


  Essa noção é compartilhada, inclusive, por líderes de negócios das principais empresas japonesas que, ao serem questionados pelos matemáticos japoneses Yoshikazu Giga e Toshiyuki Kobayashi (2013) acerca de suas ideias sobre a Matemática e no que ela poderia contribuir para o sucesso de um cidadão em sua vida, afirmam, entre outros aspectos:


  
    
      • “A Matemática é uma ferramenta de reflexão” (Yusuke Yasuda — BNP Paribas — Tokyo, p. 7, grifo nosso).
    


    
      • “A Matemática é uma ferramenta que nos permite ampliar nossa capacidade de lidar com problemas que nos confrontam e tornar nossas conclusões convincentes [...]. É base para que as pessoas possam olhar e pensar sobre as coisas a partir de perspectivas abrangentes” (Norio Wada — Nippon Telegraph and Telephone Corporation, p. 24, grifo nosso).
    


    
      • “A Matemática é útil aos cidadãos para determinar a essência das coisas e para identificar a verdadeira natureza das coisas” (Atsushi Horiba — Horiba LTDA — Kyoto, p. 37, grifo nosso).
    

  


  O pesquisador equatoriano Rafael Segundo Bermúdez Tacunga posiciona-se de maneira semelhante a esses líderes empresariais ao afirmar que “a Matemática é, acima de tudo, know-how e deve ser usada para resolver problemas que pessoas e empresas podem encontrar durante o desenvolvimento das atividades socioeconômicas que realizam” (Bermúdez Tacunga, 2017, p. 1). A pesquisadora mexicana Patricia Camarena Gallardo (2014) compactua de ideias convergentes ao afirmar que a Matemática deve possibilitar ao cidadão o desenvolvimento de um pensamento matemático que o capacite a atuar de maneira científica, crítica, criativa e analítica em diferentes âmbitos de sua vida.


  O matemático inglês Keith Devlin também postula que “uma das principais questões a serem enfrentadas hoje em dia por nós, professores de Matemática, é como melhor ensinar os estudantes a serem bons pensadores matemáticos” (Devlin, 2019, p. 72, grifo nosso). Para alcançar esse intento, o autor ressalta que “o objetivo do ensino da Matemática hoje não deveria ser a execução, mas a compreensão” (p. 62, grifo nosso). Neste livro, ao defender as ideias apresentadas até o momento, assumimos, ao longo dos capítulos, a definição de Matemática proposta pelo matemático israelense Guershon Harel (2007), que tem como ideias-chave as formas de entender e as formas de pensar. Para o autor, “uma forma de entender é um produto cognitivo particular de um ato mental (elemento básico da cognição humana) realizado por um indivíduo [...]. Uma forma de pensar, por outro lado, é uma característica cognitiva de um ato mental [...] inferida a partir de observações de formas de entender” (Harel, 2007, p. 4). Um matemático ou um indivíduo que está estudando essa ciência ou dela fazendo uso realiza “atos mentais com características particulares (formas de pensar) para produzir constructos particulares (formas de entender)” (p. 9). Tendo como base essas ideias, esse autor concebe que


  [...] a Matemática consiste em dois subconjuntos complementares:


  
    
      — O primeiro subconjunto é um conjunto de estruturas que consiste em axiomas particulares, definições, teoremas, provas, problemas e soluções. Este subconjunto consiste em todas as formas institucionalizadas de entendimento em Matemática ao longo da história.
    


    
      — O segundo subconjunto consiste em todas as formas de pensar, características dos atos mentais cujos produtos compreendem o primeiro conjunto (Harel, 2007, p. 9).
    

  


  Nas formações iniciais e continuadas vivenciadas pelos matemáticos e pelos professores de Matemática, em geral, o foco recai no primeiro subconjunto, isto é, a percepção que esses indivíduos têm dessa ciência torna-se limitada às formas de entender o “conteúdo de axiomas, definições, teoremas, provas etc. e sua estrutura lógica” (Harel, 2007, p. 20). Segundo o autor, essa percepção incompleta da Matemática “reduz o desenvolvimento curricular a uma questão de sequenciar o conteúdo de acordo com uma estrutura lógica, sem dar a merecida atenção às formas críticas de pensar e à complexidade dos processos envolvidos em suas aquisições e internalizações” (p. 20, grifo nosso), quando, o ideal seria o processo de ensino de Matemática auxiliar os “estudantes a desenvolver formas de compreensão e de pensamento compatíveis com as atualmente aceitas pela comunidade matemática” (p. 11).


  Harel (2007, p. 22) salienta que há reciprocidade entre as formas de entender e as formas de pensar: “os estudantes desenvolvem formas de pensar somente por meio da construção de formas de entender, e estas são construídas de forma determinada por suas maneiras de pensar”.


  Ao propor, nos capítulos deste livro, que o foco no ensino da Matemática esteja voltado ao desenvolvimento de diferentes formas de pensamento às quais os conteúdos matemáticos estão a serviço, estamos nos posicionando favoravelmente a uma abordagem dessa ciência que contemple também o segundo subconjunto que, de acordo com Harel (2007), a compõe.


  É pertinente salientar que a construção dos diferentes tipos de pensamento abordados nas páginas seguintes, os quais constituem o que, no Capítulo 2, definimos como pensamento matemático, beneficia o cidadão em diferentes esferas de sua vida, uma vez que atos mentais diretamente relacionados a eles, como interpretar, conjecturar, inferir, provar, explicar, estruturar, generalizar, aplicar, predizer, classificar, buscar e solucionar problemas, apesar de serem fundamentais à Matemática, não são exclusivos dessa ciência, são inerentes ao raciocínio humano em distintos domínios da vida. Harel (2007, p. 3) afirma que as “pessoas interpretam, conjecturam, justificam, abstraem, resolvem problemas etc. em todas as áreas de sua vida cotidiana e profissional”. Em síntese, como pontuam Cantoral et al. (2005, p. 20), além de beneficiar a construção de formas de pensar sobre tópicos matemáticos, o desenvolvimento do pensamento matemático possibilita a expansão de “processos avançados do pensamento, como abstração, justificação, visualização, estimação e raciocínio a partir de hipóteses”.


  Se antigamente as aulas de Matemática eram associadas à realização de muitos cálculos e, na visão da maioria das pessoas, ser habilidoso em Matemática significava executá-los com eficiência, atualmente, como argumenta Devlin (2019, p. 67), com as ferramentas digitais, “a necessidade de cálculo foi praticamente eliminada. Em vez disso, o cidadão precisa ser capaz de fazer um uso bom, eficiente, construtivo e preciso da vasta gama de ferramentas matemáticas disponíveis. Diferentes ferramentas requerem diferentes conjuntos de habilidades. A palavra-chave é compreensão!”. Assim, em um cenário ideal, na contemporaneidade, as aulas de Matemática deveriam remeter a momentos de muita reflexão e ser habilidoso em Matemática — característica que os docentes precisam buscar desenvolver em todos os estudantes — deveria ser sinônimo de mobilizar eficientemente diferentes maneiras de pensar que, como evidenciado na Figura 1, constituem o pensar matematicamente. É preciso, portanto, o engajamento das diferentes instâncias que integram o processo educativo para que essa meta possa ser alcançada, uma vez que, como pontua Harel (2007, p. 26), “pedagogicamente, a questão mais crítica é como atingir um objetivo tão vital como auxiliar os estudantes a construir formas desejáveis de compreensão e de pensamento”.


  Além de desenvolver as diferentes formas de pensar inerentes ao pensamento matemático não ser uma tarefa trivial, esta deve ser compreendida como um processo. Portanto, os professores precisam trabalhar tendo em vista esse objetivo desde o momento em que as crianças ingressam na escola, ainda na Educação Infantil (de 0 a 5 anos). Mais uma vez, recorremos a Harel (2007) para ratificar nossas afirmações. O pesquisador destaca que os docentes devem se esforçar para auxiliar os estudantes, desde a mais tenra idade, a desenvolver formas desejáveis de pensar. Em sua visão, a matemática elementar é rica em oportunidades para ajudá-los a iniciar esse desenvolvimento. Como pontuam Cantoral et al. (2005),


  [...] a construção do conhecimento matemático tem muitos níveis e profundidades. Para citar um exemplo, tomemos o conceito de volume, composto de diferentes propriedades e diferentes relações com os outros conceitos matemáticos; crianças entre seis e sete anos são frequentemente levadas a comparar recipientes, remover e adicionar líquido desses recipientes e medir de alguma forma o efeito de suas ações sobre o volume, ainda que a ideia de volume não esteja totalmente construída em seu pensamento. Por outro lado, algumas propriedades relacionadas ao volume de paralelepípedos retos ou primas, como, por exemplo, as relações que podem ser encontradas entre comprimentos, áreas e volumes, são abordadas nas escolas quando os jovens têm entre 15 e 16 anos. Nota-se, desse modo, que o pensamento matemático sobre a noção de volume se desenvolve ao longo da vida de um indivíduo e, portanto, o ensino e a aprendizagem da Matemática na escola devem considerar essa evolução (Cantoral et al., 2005, p. 19).


   


  Para Katagiri (2004, p. 49), desde os primeiros níveis educacionais, “o ensino deve se concentrar no pensamento matemático. Os professores precisam primeiro pensar em como podem auxiliar as crianças a valorizar e adquirir a capacidade de usar o pensamento matemático”. Na visão do autor, quando as crianças se depararem com entraves ao realizar tarefas matemáticas, os docentes, em vez de auxiliá-las diretamente com os conhecimentos e as habilidades que poderão lhes ser úteis para vencer as dificuldades, devem lhes dar condições para desenvolver atitudes que levam aos métodos de pensar inerentes à Matemática, de forma que se acostumem a eles e, pouco a pouco, possam, por si mesmas, superar os problemas que encontram.


  Em resumo, notamos, como postulam diferentes autores, que desde a abordagem das primeiras ideias relacionadas à Matemática, estas devem estar a serviço da elaboração, por parte dos alunos, dos diferentes tipos de pensamento que, conforme ilustrado na Figura 1, integram o pensamento matemático.


   


  Figura 1 — Os diferentes tipos de pensamento matemático.


   


  [image: Image]


  Fonte: elaborado pelos autores.


   


  Convém esclarecer que, embora cada um dos tipos de pensamento indicado na Figura 1 tenha algumas características específicas, não existe fronteira bem delimitada entre eles, uma vez que não são isolados uns dos outros; ao contrário, são dimensões interatuantes do pensar matematicamente. Por exemplo: situações que requerem a mobilização do pensamento probabilístico, muitas vezes exigem também habilidades do pensamento combinatório, assim como para pensar proporcionalmente pode ser necessário mobilizar elementos do pensamento variacional etc.


  Outro aspecto a ser salientado é que, embora as nomenclaturas dos diferentes tipos de pensamento possam, à primeira vista, nos levar a associar cada um deles exclusivamente a determinados conteúdos matemáticos ou a uma subárea específica da Matemática, como, por exemplo, vincular o pensamento algébrico exclusivamente à Álgebra, o pensamento geométrico somente à Geometria e o pensamento proporcional apenas ao estudo de proporções, na realidade, os diferentes tipos de pensamento matemático são desenvolvidos de maneira transversal, por meio da abordagem de diversos conteúdos matemáticos. Assim, construir conhecimentos acerca de conteúdos da Estatística pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento financeiro; trabalhar com situações da Geometria pode oportunizar o desenvolvimento de elementos do pensamento algébrico, e assim por diante.


  É preciso ressaltar que a estrutura explicitada na Figura 1 não é estática, o que pode ser justificado pelo caráter dinâmico assumido ao conceber a Matemática da forma como propõe Harel (2007), como dois subconjuntos complementares. O próprio autor ressalta que por essa


  [...] definição, a Matemática é como um organismo vivo. Ela cresce continuamente conforme os matemáticos realizam atos mentais e suas comunidades matemáticas assimilam formas de entender e de pensar associadas aos atos mentais dos matemáticos. A assimilação é alcançada quando novas formas de entendimento são integradas em um edifício matemático existente e maneiras de pensar são adotadas em práticas matemáticas subsequentes (Harel, 2007, p. 9).


  Enfatizamos também que, por meio da estrutura para o pensar matemático por nós proposta neste livro, não temos a pretensão de esgotar todas as possíveis particularidades desse tipo de pensamento. Outros autores podem propor estruturas diferentes, inclusive com outras subdivisões, considerando formas de pensar que, a nosso ver, estão incluídas em uma das que explicitamos, mas que, em suas visões, convém tratar separadamente. São escolhas possíveis e, de forma alguma, são mais ou menos relevantes do que a apresentada neste livro. Aliás, em nossa opinião, quanto mais perspectivas distintas forem empregadas para reflexões relativas ao pensamento matemático, mais estas serão enriquecidas e aprofundadas e melhor poderão contribuir para uma reorientação do ensino da Matemática, que compreendemos ser fundamental: do foco na aprendizagem de conteúdos matemáticos com fins em si mesmos para o trabalho realizado com o objetivo de levar o estudante, por meio do aprendizado de tais conteúdos, a desenvolver diferentes maneiras de pensar, não só diretamente articuladas com a Matemática, mas também que a transcendem.


  Como pontua Harel (2007), a atenção a essa meta de contribuir para o estudante desenvolver diferentes formas de pensar deve orientar o tempo todo o trabalho do professor de Matemática, tanto em relação às ações de ensino a serem adotadas quanto em termos das que precisam ser evitadas. O docente deve ter clareza acerca da interdependência entre as formas de compreender e as formas de pensar. Segundo o autor, por um lado, os


  [...] estudantes serão capazes de construir uma forma de pensar associada a determinado ato mental, ou de refinar, ou de modificar um ato existente somente se forem ajudados a construir formas adequadas de compreensão associadas a esse ato mental. Por outro lado, os estudantes serão capazes de construir uma forma de compreensão associada a certo ato mental, ou de refinar, ou de modificar um existente somente se forem ajudados a construir formas adequadas de pensar associadas a esse ato mental (Harel, 2007, p. 26).


  Levando em conta as considerações que explicitamos nesta Introdução, ao longo deste livro, apresentamos visões de diferentes autores acerca do quão crucial é a todo cidadão o pensar matematicamente, uma maneira específica de pensar sobre as coisas do mundo, não necessariamente pensar sobre Matemática.


  No decorrer desta obra, apresentamos as principais características dos diferentes tipos de pensamento matemático, além do que, abordamos como o desenvolvimento deles é, explícita ou implicitamente, preconizado na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018), documento de caráter normativo que define o conjunto orgânico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educação Básica, de modo a ter assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, conforme o que preceitua o Plano Nacional de Educação (PNE).


  Entendemos que a discussão proposta é uma maneira alternativa de abordar a Matemática, não contemplada explicitamente em livros didáticos, mas fundamental em cursos de formação inicial e continuada de professores, tanto de Matemática como generalistas (responsáveis por introduzir as crianças no estudo das ideias da Matemática), ofertados por diferentes instituições de ensino. Além disso, a reflexão é relevante para mestrandos e doutorandos de programas de pós-graduação da área educacional.


  Do ponto de vista estrutural, este livro está organizado em 14 capítulos, sendo o Capítulo 1 esta Introdução, em que apresentamos, a partir das contribuições de diferentes pesquisadores, a ideia central da obra: o estudo da Matemática, durante toda a trajetória escolar de um indivíduo, precisa ter como objetivo principal o desenvolvimento de distintas formas de pensar, oportunizadas pela construção de conhecimentos das diferentes subáreas da Matemática, como Aritmética, Álgebra, Geometria, Estatística, Probabilidade, Análise Combinatória, Matemática Financeira etc.


  No Capítulo 2, o objetivo é evidenciar, com base nas definições de pensamento matemático presentes em diferentes fontes, o que entendemos por esse termo. Esse aporte nos subsidia nas discussões apresentadas nos capítulos seguintes. Além disso, discutimos por que é importante desenvolver o pensamento matemático dos estudantes em diferentes níveis educacionais.


  Nos capítulos 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 e 12, as reflexões vão no sentido de caracterizar, respectivamente, os seguintes tipos de pensamento: aritmético, algébrico, computacional, geométrico, proporcional, variacional, estatístico, combinatório, probabilístico e financeiro. A cada capítulo, os autores discorrem sobre como cada um desses pensamentos pode ser desenvolvido ao longo do percurso escolar e sobre quais objetos matemáticos podem ser abordados.


  Nos capítulos 13 e 14, evidencia-se como o desenvolvimento dos diferentes tipos de pensamento matemático é, explícita ou implicitamente, prescrito na Base Nacional Comum Curricular (BNCC).


  Por fim, no Epílogo, são apresentadas algumas reflexões acerca de uma estratégia didático-pedagógica mencionada na BNCC potencialmente interessante para o desenvolvimento do pensamento matemático em suas diferentes vertentes: a proposição de problemas.


  Desejamos uma leitura prazerosa e produtiva!
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O QUE ENTENDEMOS POR PENSAMENTO MATEMÁTICO? E QUAL A RELEVÂNCIA DE DESENVOLVÊ-LO NA ESCOLA?
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  Introdução


  Como apresentado no capítulo anterior, o objetivo, nesta obra, é refletir a respeito da Matemática e de seu ensino não como um conjunto de tópicos compartimentados, mas como uma coleção de conteúdos que, se trabalhada em sala de aula, desde os anos iniciais, de maneira articulada e transversal, possibilita o desenvolvimento de diferentes formas de pensar que, juntas, constituem o que denominamos pensamento matemático.


  Mas como podemos definir pensamento matemático? Neste capítulo, visando subsidiar as reflexões estabelecidas nos capítulos subsequentes, temos por objetivo evidenciar, a partir das análises de definições de pensamento matemático presentes em diferentes fontes, o que assumimos como significado desse termo. Inicialmente, no entanto, é necessário ter clareza acerca do que é pensamento. É o que apresentamos na seção seguinte.


  O que é pensamento?


  Para compreendermos o que é pensamento, acreditamos ser relevante, em primeiro lugar, diferenciar, ainda que de maneira sintética, esse termo de outro: raciocínio. Como pontua o pesquisador peruano Isidoro Flores Flores (2018, p. 7), em geral, ambos são empregados na vida cotidiana como sinônimos, mas semanticamente são diferentes. Segundo o autor, “pensar é qualquer atividade da mente humana produzida por seu intelecto”, ao passo que “raciocinar é a capacidade da mente humana de fazer inferências, tendo (esta ação) um valor mais formal (do que o pensar)”. A diferença entre pensamento e raciocínio é evidenciada também pelos dados apresentados no website Definición.DE1, obtidos ao buscarmos os termos raciocínio e razonamiento. Afirma-se que “o verbo raciocinar consiste no uso da razão para produzir conhecimento e para estabelecer um julgamento”, sendo, portanto, o raciocínio uma faculdade derivada da razão. “Quando uma pessoa desenvolve um pensamento ou analisa um fato, ou um discurso, está apelando para a razão. Por intermédio de uma atividade cerebral complexa, o indivíduo põe em movimento os diferentes mecanismos de raciocínio”. Dois dos aspectos essenciais do raciocínio são: (i) ter uma estrutura lógica (composta por antecedentes e consequentes) e (ii) ter uma ordem lógica (um antecedente assumido como verdadeiro dá origem a um consequente verdadeiro).


  Uma pesquisa no Cambridge Dictionary2, por sua vez, esclarece que o termo pensamento é empregado em referência ao processo de usar a mente para entender assuntos, fazer julgamentos e resolver problemas. O Dicionário da Língua Espanhola3, por sua vez, apresenta, entre os diferentes significados para o termo pensamento, quatro diretamente relacionados ao que almejamos discutir neste livro: (i) faculdade ou capacidade de pensar; (ii) ação e efeito de pensar; (iii) atividade do pensar; e (iv) conjunto de ideias próprias de uma pessoa, de uma coletividade ou de uma época. Já do dicionário Michaelis de Língua Portuguesa4, destacamos quatro concepções de pensamento: (i) nível da capacidade de pensar; (ii) maneira de fazer um julgamento; ponto de vista; (iii) elaboração mental; e (v) atividade psíquica caracterizada pelo conhecimento cognitivo.


  Consultamos também o Dicionário de Filosofia do italiano Nicola Abbagnano (2007), no qual ele explicita que o significado mais amplo para o termo pensamento o relaciona a uma “atividade do intelecto ou da razão, em oposição aos sentidos e à vontade” (p. 751). Segundo esse autor, essa é a concepção compartilhada por todos que admitem a noção de intelecto como faculdade de pensar em geral. Nesse sentido, “o pensamento constitui a atividade própria de certa faculdade distinta do espírito humano, mais precisamente a faculdade à qual pertence a atividade cognoscitiva superior (não sensível)” (p. 751). Abbagnano (2007) destaca que é nesse sentido que o termo pensamento é mais comumente empregado na linguagem corrente.


  Segundo o website Definición.DE, “o pensamento é o que é trazido à realidade por meio da atividade intelectual”. Portanto, podemos dizer que os pensamentos são “produtos elaborados pela mente, que podem aparecer por processos racionais do intelecto ou por abstrações da imaginação5”, que contemplam operações como “análise, síntese, comparação, generalização e abstração”. Além disso, é relevante notar que o pensamento manifesta-se por meio da linguagem.


  Analisando as concepções apresentadas nos parágrafos anteriores, obtidas de diferentes fontes, percebemos que todas contemplam, em maior ou menor grau de evidência, a ideia de que pensamento é o resultado de processos racionais do intelecto ou de abstrações da imaginação. Essa é a definição que assumimos nesta obra.


  Passemos, então, a refletir acerca das concepções de diferentes autores acerca do que é pensamento matemático para, embasados nessa reflexão, explicitar o significado atribuído a esse termo no decorrer deste livro.


   


  O que é pensamento matemático?


  Consultando o website Definición.DE e inserindo no campo de busca a expressão “pensamiento matemático” nos deparamos com a seguinte definição: o pensamento matemático “consiste na sistematização e contextualização dos conhecimentos matemáticos. [...] Desenvolve-se a partir do conhecimento da origem e da evolução dos conceitos e ferramentas que pertencem ao campo matemático”.


  Segundo o pesquisador estadunidense Robert Sternberg (1996), não há consenso acerca do que é o pensamento matemático e este pode, inclusive, ser de diferentes tipos. O autor afirma que essa noção não pode ser definida de maneira clássica por um conjunto de afirmações necessárias e suficientes. Conforme esse autor, a forma mais apropriada de compreender o pensamento matemático é por meio de algumas de suas características típicas. Recorrendo a estudos de diferentes autores, Sternberg (1996) destaca algumas capacidades por ele consideradas inerentes a esse modo de pensar, as quais, em cada tipo de pensamento matemático, podem ser mais ou menos centrais. Destacamos: apreensão e processamento eficiente de informações, estabelecimento e aplicação de relações, raciocínios indutivo6 e sequencial7, emprego hábil de diferentes linguagens (materna, matemática e simbólica), memorização de informações relevantes, percepções visual e espacial.


  Para o autor, o pensamento matemático envolve raciocínios qualitativos (presentes nas estratégias de modelagem de um problema) e quantitativos (presentes nas estratégias de solução de um problema). Contempla também o pensamento por analogia, em que estratégias já empregadas para resolver problemas anteriores são avaliadas com o objetivo de, se possível, serem utilizadas, ainda que de maneira adaptada, em uma nova situação. Outros elementos em destaque no pensamento matemático são a generalização e a criatividade. Em adição, por ser altamente dependente do contexto, engloba também aspectos além dos cognitivos, como atitudes, relações sociais e possíveis imposições nelas presentes.


  Sternberg (1996) considera o pensamento matemático uma construção cultural, ideia que coaduna com a da pesquisadora russa Pantseva (2014), para quem o pensamento matemático é, juntamente com a linguagem matemática, um dos componentes mais importantes da cultura matemática8 de um indivíduo.


  Na concepção de Pantseva (2014), o pensamento matemático, de natureza teórica, diz respeito a objetos não necessariamente reais que podem ser interpretados de maneira arbitrária. Está relacionado à capacidade de um indivíduo operar com um conjunto de conceitos e argumentos matemáticos logicamente interligados, com diferentes sistemas de símbolos da linguagem matemática e com as estruturas dessa ciência, bem como à capacidade de representação espacial, sistematização, memorização e imaginação. Para a autora, os principais indícios de pensamento matemático são: (i) esquema lógico de raciocínio; (ii) compreensão de cada uma das partes que compõe um argumento; e (iii) laconismo9.


  Para o pesquisador inglês David Tall (2013), o pensamento matemático tem origem na percepção e ação sensorial humana e se desenvolve por meio da linguagem e do simbolismo. Esse tipo de pensamento, que permite a resolução de problemas, na visão do autor, requer habilidade técnica para a realização de cálculos e manipulações de símbolos. Emerge de questões relacionadas a espaço e forma, nas quais as propriedades dos objetos são enfocadas, e de aspectos relacionados ao conceito de número, nos quais ações como classificação e contagem são enfatizadas.


  O pesquisador japonês Shigeo Katagiri (2004) ressalta que é o pensamento matemático que permite ao indivíduo compreender a necessidade de mobilizar conhecimentos e habilidades relacionadas à Matemática em diferentes situações. Possibilita-lhe também o desenvolvimento de habilidades necessárias para a aprendizagem autônoma. Segundo o autor, o pensamento matemático é a mola propulsora para o indivíduo relacionar novos conhecimentos construídos e novas habilidades desenvolvidas com conhecimentos e habilidades já introjetados. Assim, além de perceber quais conhecimentos e habilidades anteriores devem ser utilizadas em determinada situação, compreende a necessidade ou a conveniência de, ao resolver um problema, mobilizar novos conhecimentos e novas habilidades.


  Na concepção de Katagiri (2004), o pensamento matemático pode ser dividido em três categorias: atitudes matemáticas, pensamento relacionado a métodos matemáticos e pensamento relacionado a conteúdos matemáticos. As atitudes matemáticas estão relacionadas a tentativas de entender claramente os problemas que devem ser resolvidos, agir logicamente, expressar as ideias de maneira clara e sucinta e fazer as escolhas mais apropriadas para a obtenção da solução de um problema. O pensamento relacionado a métodos matemáticos contempla, entre outros aspectos, os pensamentos indutivo, dedutivo e por analogia, a simplificação, a generalização e a utilização de diferentes representações. Por fim, o pensamento relacionado a conteúdos matemáticos relaciona-se às ideias de conjuntos, unidades de medidas, expressões, operações, algoritmos, aproximações, propriedades fundamentais, pensamento funcional e fórmulas.


  O matemático inglês Keith Devlin (2012) concebe que existe uma distinção entre fazer matemática e pensar matematicamente. Enquanto, em sua opinião, o fazer matemática, em geral, envolve a aplicação de procedimentos e manipulações simbólicas não elementares, o pensamento matemático é uma maneira específica de pensar sobre as coisas do mundo, não necessariamente pensar sobre Matemática.


  Para os pesquisadores israelenses Tommy Dreyfus e Theodore Eisenberg (1996), o pensamento matemático diz respeito aos tipos de processo de pensamento utilizados no fazer matemático. Segundo os autores, as facetas que compõem o pensamento matemático são: analogia (adquirir a capacidade de buscar analogias é um ponto essencial no desenvolvimento do raciocínio matemático), estrutura (são as estruturas e sua importância no pensamento matemático que diferenciam a Matemática de outras áreas do conhecimento; nela, mais importante do que os fatos são as formas como eles estão interligados), representação (para expressar qualquer problema, conceito ou afirmação matemática é imprescindível utilizar representações, que podem ser formais ou informais, visuais ou verbais, explícitas ou implícitas), visualização (aspecto frequentemente utilizado e que tem recebido paulatinamente valor crescente em Matemática) e reversibilidade do pensamento (relacionada à ideia de aplicar caminhos inversos de pensamento na resolução de um problema).


  A pesquisadora mexicana Patricia Camarena Gallardo (1999) destaca que um indivíduo desenvolve o pensamento matemático quando relaciona intuitivamente à Matemática as situações que vivencia; busca compreender a ordem de magnitude de determinadas grandezas; é analítico, crítico, criativo, objetivo e lógico; conhece a Matemática, não apenas o conhecimento do nível educacional básico; observa e reflete cientificamente sobre um fenômeno; tenta explicar tudo como um cientista; procura saber a verdade inerente às coisas e por que elas acontecem; tenta fazer deduções e induções. Para a autora, o pensamento matemático está intimamente relacionado ao espírito científico.


  Identificando as convergências entre as visões dos diferentes autores mencionados acerca do que é o pensamento matemático e sintetizando-as, assumimos a definição que segue (Quadro 1).


   


  Quadro 1 — Definição de pensamento matemático assumida neste livro.


   


  
    
      
        	
          O pensamento matemático é um tipo especial de pensamento, também necessário para muitas das atividades cotidianas, sociais e profissionais exercidas por um cidadão. Pode ser entendido como o resultado de processos racionais do intelecto ou de abstrações da imaginação realizados a partir da observação e reflexão científica de fenômenos de diferentes naturezas, por meio da sistematização e contextualização de conhecimentos matemáticos, da capacidade de perceber visual e espacialmente, de representar, memorizar,


          pensar de maneira criativa, objetiva, lógica, analítica e crítica.

        
      

    
  


  Fonte: os autores.


   


  Analisando a definição de pensamento matemático apresentada no Quadro 1, percebemos que, como pontua a investigadora colombiana Yeimy Julieth Moreno Jiménez (2014, p. 26), ele “não está enraizado nem nos fundamentos da Matemática, nem na prática exclusiva dos matemáticos, mas trata de todas as formas possíveis de construir ideias matemáticas, incluindo as que vêm da vida cotidiana”. O pesquisador alemão Rudolf Wille (2009) reforça esse posicionamento afirmando que o pensamento matemático não é explicável a partir da Matemática, pois a Matemática, em si, constitui-se como uma forma de pensar.


  Estabelecida a definição que adotamos neste livro para o termo pensamento matemático, na próxima seção, discorremos acerca da importância de desenvolver o pensamento matemático desde os anos iniciais da escolaridade, enfatizando a relevância do pensar matematicamente.


   


  
A importância de desenvolver o pensamento matemático dos estudantes



  Concebendo, como explicita Wille (2009, p. 73), a Matemática como “uma cultura de pensamento”, pesquisadores de diferentes países salientam que o foco do ensino dessa ciência nas escolas, desde momento que a criança inicia sua trajetória escolar, deveria ser desenvolvimento do pensamento matemático. Conforme defende Bermúdez Tacunga (2017, p. 26-27), esse pensamento “começa a ser formado desde a mais tenra idade, quando as crianças têm de usar procedimentos como comparar, classificar, ordenar ou seriar e outros para resolver problemas simples da vida cotidiana”. Por exemplo, quando o bebê começa a explorar o espaço ao engatinhar, sobretudo após começar a andar com segurança, já podemos fazer referência à ideia de pensamento matemático relacionada à construção da noção de espaço. Para ilustrar, tomemos um exemplo citado nos trabalhos do pesquisador bielorrusso Lev Semionovitch Vygotsky, relativo ao ato de apontar. O bebê, ao estender a mão para um objeto, na verdade, quer pegá-lo, mas ele ainda não tem a noção do espaço que separa seu corpo do objeto. Mais tarde, isso evolui para o ato de apontar quando, agora sim, começa a construir a noção de espaço, do seu corpo no espaço (esquema corporal) e do espaço que o cerca (Vygotsky, 1984).


  Ao ingressar na escola, no âmbito do ensino da Matemática, os alunos deveriam ser influenciados a “desenvolver um pensamento cada vez mais lógico e criativo” (p. 27). Como ressalta Flores Flores (2018, p. 21), “quanto mais cedo se começa a estimular o pensamento matemático em uma pessoa, maior será seu desenvolvimento intelectual e mais natural será para ela aplicá-lo em sua vida cotidiana”.


  A esse respeito, Katagiri (2004) afirma que os conteúdos matemáticos trabalhados nas salas de aula precisam, em primeiro lugar, oportunizar o desenvolvimento da capacidade de pensar e de fazer julgamentos de forma independente, aspectos que, em sua visão, caracterizam o pensamento matemático. Especialmente para o desenvolvimento do pensar de forma independente, objetivo que, no entendimento do autor, deveria ser central na educação, o pensamento matemático é a habilidade mais importante e, ao desenvolvê-la, “os estudantes alcançarão (também) a capacidade de aprender de forma independente” (p. 7).


  A pesquisadora estadunidense Monica Cardella (2006) argumenta, por sua vez, tendo como base as ideias do também estadunidense Underwood Dudley (1997), que a Matemática ensinada nas escolas não está alinhada ao pensar matematicamente, requerido dos cidadãos em suas atividades diárias. Nesse sentido, observa, o objetivo nas escolas deveria ser levar os alunos a ampliar e sofisticar seus modos de pensar, sendo a Matemática a disciplina com maior potencialidade para esse propósito.


  Referindo-se especificamente aos estudantes da Engenharia, a pesquisadora irlandesa Eileen Goold (2012, p. 60), subsidiada por Cardella em trabalho em parceria com a estadunidense Cynthia J. Atman (2005), ratifica esse ponto de vista ao afirmar que se os alunos reconhecessem a Matemática mais como “uma forma de pensar do que um conhecimento de conteúdo específico, poderiam lhe dar mais valor, estar mais motivados para aprendê-la e mais predispostos a aplicar o pensamento matemático”.


  Mas qual a importância de orientar o ensino da Matemática ao desenvolvimento do pensamento matemático? Como destaca Flores Flores (2018, p. 18), “com o seu desenvolvimento, o sujeito atinge uma formação matemática mais completa que lhe permite ter um corpo de conhecimento importante e útil para chegar a resultados”. Ainda segundo o autor, esse “pensamento está intimamente relacionado à capacidade de pensar e agir em termos lógicos e numéricos” (p. 19). É uma forma de pensar que transcende a Matemática e “colabora para nossa capacidade de compreender conceitos de outra natureza e de relacioná-los com base em esquemas e técnicas ordenadas” (p. 19).


  Assim como Sternberg (1996), que considera tal pensamento importante para a sobrevivência do cidadão em ações como controlar finanças pessoais, calcular troco, compreender questões relacionadas a aluguel, hipoteca, pagamentos, descontos etc., Flores Flores (2018, p. 19) pontua que é por meio “do pensamento matemático que podemos transformar cálculos, hipóteses, quantificações e proposições em um recurso natural de nosso cérebro”. O desenvolvimento dessa maneira específica de pensar,


  [...] capacita o aprendiz com atitudes e habilidades positivas, a se comunicar com precisão sobre a solução dos problemas colocados pelo mundo social e natural. O conhecimento da Matemática no mundo atual de mudanças profundas e contínuas com o avanço da ciência e da tecnologia tornou-se uma necessidade intelectual e vital para o aprendiz (Flores Flores, 2018, p. 51).


  O pensamento matemático, segundo o autor, permite ainda a vinculação entre “conceitos aparentemente distantes uns dos outros, o que abre portas para uma compreensão mais profunda” (p. 20). Possibilita, de acordo com Devlin (2012, p. 9), “aprender a ‘pensar fora da caixa’, uma habilidade que praticamente todos os grandes empregadores de hoje dizem que valorizam muito em seus trabalhadores”.


  É importante ressaltar que, como indica Flores Flores (2018), se devidamente estimuladas, todas as pessoas têm a possibilidade de desenvolver o pensamento matemático. Os resultados, do ponto de vista cognitivo, oriundos de tal desenvolvimento dependem do grau de estímulo a que são sujeitos os indivíduos. Tall (2013, p. xv) também enfatiza que “a maturação do pensamento matemático em diferentes indivíduos depende [...] de suas sucessivas experiências à medida que aprendem Matemática”.


  Entendemos que, durante a trajetória escolar, devemos possibilitar aos estudantes, no processo de construção do pensamento matemático, que desenvolvam os três níveis desse tipo de pensamento indicados pelo pesquisador holandês Jan de Lange, do Instituto Freudenthal, localizado na Holanda, em seu modelo Pirâmide de Avaliação. Na Figura 1, apresentamos o modelo, traduzido pela pesquisadora brasileira Pamela Emanueli Alves Ferreira (2021). Tais níveis são: nível I, reprodução; nível II, conexão; nível III, análise. Como descreve Moreno Jiménez (2016),


   


  [...] o nível I, chamado de reprodução, inclui: reproduzir fatos; lembrar propriedades; executar procedimentos de rotina; aplicar algoritmos padrão; e lidar com declarações que contêm símbolos e fórmulas padrão. No nível II, chamado de conexão, os estudantes começam a fazer conexões dentro e entre os diferentes domínios da Matemática; a integrar informações a fim de resolver problemas simples; a escolher estratégias e ferramentas matemáticas. O nível III é chamado análise e nele os estudantes são obrigados a reconhecer e extrair a Matemática embutida em uma situação e utilizá-la para resolver um problema (que pode envolver múltiplas respostas); analisar; interpretar; desenvolver modelos e estratégias; e elaborar argumentos, provas e generalizações matemáticas (Moreno Jiménez, 2016, p. 75-76).


   


  Figura 1 — Pirâmide de Avaliação de Jan de Lange.


   


  [image: Image]


  Fonte: Ferreira (2013, p. 61).


   


  Convém destacar que fazemos menção ao modelo da Pirâmide de Avaliação de Jan de Lange por entender que contempla a mesma ideia partilhada neste livro: o pensamento matemático é desenvolvido, em diferentes níveis de complexidade, por meio do trabalho com os conteúdos dos distintos domínios da Matemática, ao longo de toda a trajetória escolar. Passemos, então, a algumas palavras finais para concluir este capítulo.


   


  
Considerações finais



  Neste capítulo, apresentamos, a partir da análise das ideias de diferentes autores, a definição do termo pensamento matemático que assumimos nesta obra. Segundo essa definição, explicitada no Quadro 1, os componentes essenciais do pensamento matemático são: processos racionais do intelecto ou abstrações da imaginação; sistematização e contextualização do conhecimento matemático; observação e reflexão crítica; capacidade de perceber visual e espacialmente, representar e memorizar; pensar de maneira criativa, objetiva, lógica, analítica e crítica. Com base nos posicionamentos dos vários autores, salientamos que no ensino atual da Matemática o objetivo, desde a Educação Infantil, deveria ser o desenvolvimento do pensar matematicamente. Comentamos ainda acerca da importância de desenvolver esse modo especial de pensar, não só no âmbito da Matemática, mas também em diferentes instâncias da vida cotidiana.


  Nestas considerações finais, gostaríamos de ressaltar que, apesar da relevância de ofertar ao estudante experiências de ensino que estimulem o desenvolvimento do pensamento matemático, como ressalta Moreno Jiménez (2014, p. 5), comumente observamos, em salas de aula de diferentes níveis educacionais, formas de ensino cujos resultados têm pouco impacto nos processos de desenvolvimento do pensar matematicamente; por vezes, priorizam-se estratégias “de ensino que não contribuem para a construção de estruturas de pensamento dos alunos, impedindo assim a generalização, a abstração, a relação ou a compreensão da Matemática e de suas aplicações”.


  Diante desse paradoxo, como direcionar o ensino para que o foco, em termos de aprendizagem, seja o desenvolvimento do pensamento matemático? Os capítulos seguintes foram redigidos no intuito de fornecer a docentes, estudantes e pesquisadores interessados na temática oportunidades de reflexão acerca desse questionamento.


  Para que o leitor tenha tais considerações em mente ao prosseguir a leitura, adiantamos o seguinte: como indica Devlin (2012), pensar matematicamente implica adotar uma perspectiva mais ampla e atualizada acerca da Matemática, e conforme destaca Tall (2013, p. 6), o desenvolvimento do pensamento matemático é um processo de longo prazo, “mais sutil do que acrescentar novas experiências a uma estrutura fixa de conhecimento. É uma reconstrução contínua das conexões mentais que evoluem para construir estruturas de conhecimento cada vez mais sofisticadas”.
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  5Nesta obra, entendemos por imaginação as representações mentais de coisas ou ideias não imediatamente presentes para os sentidos.


  6O raciocínio indutivo diz respeito a conscientizar-se de um princípio mais amplo e geral a partir da análise de casos particulares.


  7O raciocínio sequencial é aquele realizado correlativamente sobre uma ou mais etapas.


  8Conjunto de conhecimentos, habilidades e capacidades matemáticas que possibilitam a um indivíduo aplicar e contextualizar os conhecimentos matemáticos, pensar matematicamente e utilizar a linguagem matemática para comunicar-se em diferentes contextos (Lima; Bianchini, 2021, p. 14).


  9A qualidade de ser lacônico está relacionada a ser conciso, breve e escrever ou falar dessa forma.
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  Introdução


  No primeiro capítulo deste livro, explicitamos a ideia defendida nesta obra: a Matemática deve ser estudada por todo cidadão ao longo da Educação Básica porque o aprendizado dessa ciência potencializa o desenvolvimento de uma forma de pensar estruturada, denominada pensamento matemático. Esse modo de pensar, embora traga em sua nomenclatura a palavra matemática, por suas características essenciais, transcende essa ciência ao possibilitar a um indivíduo atuar de maneira científica, crítica, criativa e analítica em diferentes domínios da vida. Também como ressaltamos no capítulo introdutório, entendemos o pensamento matemático como um amálgama de diferentes formas de pensar que podem ser desenvolvidas pelo estudo dos diversos campos da Matemática.


  Para além da dimensão da Matemática como campo de saber, defendemos também, com subsídio das ideias do psicólogo suíço Jean Piaget, que esse pensamento é uma das formas de organização da cognição humana (Piaget, 1982). É por meio da organização do mundo em classes e categorias, da generalização, do estabelecimento de relações entre parte e todo, entre outros processos, que o indivíduo representa o mundo em seu pensamento e se torna capaz de atuar sobre ele. Isso implica dizer que defendemos a noção de que o pensamento matemático não se desenvolve apenas com o ingresso da criança na escola; a escola intencionalmente organiza os saberes matemáticos, de forma que possam ser representados mentalmente pelos indivíduos e, desse modo, estruturem a sua cognição, sua maneira de pensar sobre o mundo, de compreendê-lo e com ele interagir de modo cada vez mais adequado.


  Antes mesmo de entrarem na escola, o bebê ou a criança bem pequena começam a se relacionar com o mundo e precisam representá-lo no pensamento (conforme discutido no Prefácio). A representação do mundo se caracteriza também como uma forma de organizar e dar sentido ao “caos” de estímulos a que esse bebê ou criança pequena são submetidos. Para isso, ainda segundo Piaget (1982), passam os dois primeiros anos de vida desenvolvendo esquemas1 fundamentais para a organização do mundo que os cerca: desenvolverão a noção de objeto, de profundidade, a relação entre meios e fins, as relações de causalidade, a comparação, a contagem (mesmo que ainda não utilizando notações convencionais), a noção de semelhança entre objetos e tantas outras que estarão na raiz do ato de pensar matematicamente.


  Ao ingressar na escola, os esquemas construídos a partir da interação com os objetos do mundo real passam a ser explorados de forma mais sistemática, com o objetivo de torná-los cada vez mais sofisticados e intencionalmente relacionados à matemática escolar.


  Assim, após ter sido explicitado, no capítulo anterior, a concepção de pensamento matemático que assumimos, neste capítulo, nosso objetivo é iniciar as reflexões acerca dos diferentes modos de pensar, que, agregados, compõem o pensar matematicamente. Uma vez que, a nosso ver, o desenvolvimento de cada um dos tipos de pensamento que constitui o pensamento matemático deve ocorrer, de forma sistematizada, desde o momento que as crianças ingressam na escola, entendemos não haver uma hierarquia entre eles. Dessa forma, poderíamos dar início às discussões por qualquer um deles. Optamos, por uma simples e deliberada escolha, começar pelo pensamento aritmético.


  O que significa pensar aritmeticamente? Quais são suas características? Que aspectos são importantes para oportunizar seu desenvolvimento e que pontos marcam o início desse processo? Estas e outras reflexões constituem, explícita ou implicitamente, nosso foco de interesse em cada uma das próximas seções deste capítulo.


  Para podermos compreender o que caracteriza o pensamento aritmético e como favorecer seu desenvolvimento, é fundamental, em primeiro lugar, voltarmos nossa atenção à Aritmética, refletir acerca de qual pode ser considerado o cerne dessa área e compreender a partir de qual momento do desenvolvimento de suas estruturas cognitivas podemos dizer que o indivíduo está, de fato, operando aritmeticamente.


   


  Qual o cerne da Aritmética e o que marca a inserção do indivíduo nesse domínio do conhecimento?


  Para o psicólogo e filósofo soviético Alexei Nikolaevich Leontivev (2005), na ótica da ciência contemporânea, pode-se considerar que “todo o conteúdo da Aritmética é englobado no conceito de número” (Leontiev, 2005, p. 78). Dessa forma, ao nos referirmos ao desenvolvimento do pensamento aritmético, inevitavelmente precisamos considerar como o indivíduo estabelece e compreende o conceito de número que, como os demais conceitos, em particular os matemáticos, não são desenvolvidos completamente como produtos do processo elementar de abstração; “eles continuam a se desenvolver de acordo com a forma como são usados e, nesse sentido, tornam-se constantemente mais complexos e mais ricos à medida que aumenta a quantidade e complexidade das operações em que são mobilizados” (p. 79).


  Assim, em seu desenvolvimento cognitivo, conforme o sujeito, pouco a pouco, refina os meios pelos quais torna possível os diferentes tipos de cálculos e operações aritméticas, também refina sua compreensão acerca do conceito de número.


  Desse modo, por um lado, “não se deve pensar que o desenvolvimento aritmético elementar na criança se baseia no conceito pronto de número, ou seja, que ela interioriza as operações (aritméticas) a partir de sua compreensão (definitiva) das propriedades dos números” (Leontiev, 2005, p. 81). Por outro lado, como pontua o mesmo autor, também não é correto associar o desenvolvimento aritmético de um indivíduo apenas a processos de abstração elementar, concebendo, portanto, que sua compreensão acerca da Aritmética se desenvolve diretamente a partir de ideias gerais elementares concernentes a quantidades.


  A partir do momento que a criança começa a fazer contagens já está em ação um processo de abstração elementar, uma vez que, “a quantidade como propriedade geral já foi distinguida” (Leontiev, 2005, p. 85). Conforme o autor ressalta, “a capacidade de distinguir quantidade como uma característica conhecida é obviamente uma condição essencial para operações aritméticas” (p. 81). No entanto, pontua que “essa distinção, por si só, não subsidia uma operação aritmética” (p. 85). Isso significa que a enumeração de objetos é, ao mesmo tempo, condição prévia para o desenvolvimento de operações aritméticas e resultado de tal processo de desenvolvimento, embora ainda não seja efetivamente uma operação aritmética no verdadeiro sentido da palavra. Em síntese, “as operações aritméticas não surgem (na estrutura cognitiva da criança) quando emerge a abstração primária e elementar da característica da quantidade” (p. 85).


  E quando a criança passa a associar o uso dos dedos aos processos de contagem, será que já há uma operação aritmética no sentido literal da palavra? Na visão de Leontiev (2005, p. 87), não: “usar os dedos nem sempre é um método de cálculo; às vezes é apenas um meio de expressão ou, mais precisamente, um meio de nominar quantidades”. Na percepção do autor,


  [...] uma operação de cálculo pode ser imediata se o uso pelo indivíduo dos próprios dedos é apenas para nomear quantidades. Nesse caso, o uso dos dedos parece ser um exemplo de discurso usando gestos. Talvez desse gesto que participa da fala se forme um numeral — e de fato deve ser assim — mas esse numeral ainda não é um número, ou seja, o sinal específico de uma operação aritmética (Leontiev, 2005, p. 90-91).


  Embora, em sua concepção, a nomeação de uma quantidade usando os dedos seja um pré-requisito “para o desenvolvimento de operações aritméticas, não temos operações aritméticas como tais nesse momento. Elas só começam quando o numeral se torna um número, ou seja, quando começa a ter características correspondentes e específicas” (Leontiev, 2005, p. 91). Em síntese, os indivíduos “não estão contando quando listam ou percebem diretamente a quantidade” (p. 91). Passam a realizar operações aritméticas apenas quando o movimento, isto é, operações envolvendo deslocamento e transposição de objetos — portanto mediadas externamente —, é convertido em notação, ou seja, operações com números e símbolos gráficos — mediadas internamente. Em resumo,


  [...] para se ter uma operação aritmética é preciso ter um sinal aritmético, um sinal que não se origina da abstração inicial, resultando em um numeral, que oferece apenas a possibilidade de nomear características, mas uma que surge primeiro e principalmente de operações com essas quantidades (Leontiev, 2005, p. 91).


  Seguindo uma lógica próxima das ideias anteriormente aludidas, a pesquisadora brasileira Terezinha Nunes e o pesquisador inglês Peter Bryant (1997) afirmam que realizar a contagem mecanicamente, um, dois, três, quatro..., não implica, necessariamente, dizer que a criança construiu a ideia de sequência numérica ou a relação entre numeral e quantidade. Muitas vezes, configura-se apenas como a repetição de uma sequência de palavras memorizadas em série. É fácil compreender o que propomos agora, quando pedimos à criança que, conforme faz a contagem, estabeleça a correspondência com objetos (fichas, moedas, objetos em geral). Pode-se perceber, na criança bem pequena, que, embora ela possa começar considerando essa correspondência, em algum tempo não é incomum não mais considerá-la, perdendo a relação entre o ritmo da contagem e o objeto correspondente.


  De forma semelhante, ainda segundo esses mesmos autores, é esperado que a criança bem pequena não entenda o significado de número. Um exemplo ao qual podemos nos referir é quando a criança associa a sua idade a um numeral. Ao informar, com a ajuda dos dedos, que tem três anos e que seu irmão tem um ano, por exemplo, ela não sabe exatamente o que isso significa. Sabe apenas que se convencionou, nas suas relações, que aquela configuração dos dedos corresponde a ela e ao irmão: “eu sou ‘assim’, meu irmão é ‘assim’”.


  Ainda nessa mesma direção, ao realizar automaticamente uma contagem, as crianças tratam os números de forma “independente”, como quantidades que não se relacionam. Ao serem solicitadas a contar com o auxílio dos dedos, é comum que aquelas já acostumadas com esse tipo de contagem o façam corretamente. Todavia, se lhes perguntarmos “onde está o um?”, geralmente apontam o primeiro dedo de sua contagem. Se perguntarmos, em seguida, “onde está o dois?”, é bem possível que apontem para o segundo dedo. Nesse caso, estão tratando o número como um “nome”: esse é o um, esse é o dois; sem considerar que para apontar a quantidade dois, precisariam indicar os dois dedos ou poderiam sincretizar as ideias de cardinalidade e ordinalidade, ou seja, o segundo dedo é o dedo dois. Essas questões precisam ser consideradas para a criança avançar na construção do conceito de número e na compreensão da Aritmética, bem como das operações a ela relacionadas. Esse é um dos papéis da escola no momento inicial de ingresso da criança nesse novo universo.


  A partir dessas reflexões, Nunes e Bryant (1997) discutem a ideia de numeralização. Propõem que ser numeralizado não é sinônimo de saber contar ou calcular, tampouco de conhecer os numerais; implica a capacidade de pensar sobre relações numéricas e espaciais, recorrendo a convenções próprias da sua cultura. Assim, questionam:


  [...] como então ensinamos as crianças a serem numeralizadas no sentido completo da palavra? Como criamos ambientes escolares nos quais elas não apenas aprendem sobre números e aritmética, mas também pensam de forma matemática? No que tange a ensinar matemática fica claro, então, que devemos considerar tanto como as crianças aprendem sobre números, como sobre operações aritméticas, e como elas pensam matematicamente de maneira progressivamente mais complexa (Nunes; Bryant, 1997, p. 19-20).


  Com base nessa discussão, apontam algumas das prerrogativas necessárias para o desenvolvimento da capacidade da criança de pensar matematicamente: para serem numeralizadas as crianças precisam ser lógicas; precisam aprender sistemas convencionais; precisam desenvolver formas de pensamento significativas e adequadas para cada situação.


  A ideia de construção do pensamento matemático remete-nos, entre outros pesquisadores, a Piaget, que, no âmbito da Psicologia, enveredou pelos caminhos que levam à compreensão do desenvolvimento do raciocínio lógico-matemático de crianças e adolescentes. Particularmente em relação à construção da ideia de número, podemos citar dois esquemas que, segundo Piaget (1982), estariam na base de tal construção. Faremos isso de forma relativamente breve, pois nossa intenção não é aprofundar os esquemas que precedem a construção aritmética, mas também não queremos nos furtar de refletir sobre essas ideias.


  Para tratarmos do primeiro esquema, precisamos referir a ideia de quantidade, possivelmente uma das mais simples construídas pela criança, ainda em tenra idade: ela passa a entender que existe a unidade e aquilo que é mais do que a unidade; não compreende, de partida, que o mais que a unidade pode ser contabilizado. Ela entende apenas que são muitos e passa a utilizar as palavras mais ou muitos para indicar que é algo diferente, quantitativamente, da unidade. Nesse momento de seu desenvolvimento, sequer tem ideia de que é possível operar com essas quantidades.


  Essa noção é fundamental para a construção de um dos esquemas mais explorados na obra de Piaget — que caracteriza, inclusive, uma das tarefas piagetianas mais conhecidas: a conservação de quantidades. Uma vez construído esse esquema, a criança entende que, independente da disposição espacial dos objetos, a quantidade permanece inalterada; ou seja, cinco balas continuarão a ser cinco, mesmo que enfileiradas ou colocadas de maneira amontoada. Ela compreende, então, que o que muda a quantidade é o fato de ser acrescentado ou retirado um ou mais objetos daquele montante. A construção desse esquema é, segundo Piaget (1982), a base para a compreensão das operações de adição e de subtração ou, remetendo ao pesquisador francês Gérard Vergnaud (1986), das estruturas aditivas. O que discutimos neste parágrafo pode ser representado pela Figura 1.


   


  Figura 1 — Esquema da tarefa piagetiana de conservação de quantidades.
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  Fonte: os autores.


   


  O segundo esquema a que podemos nos referir é o de inclusão hierárquica de classes. Esse esquema permite à criança entender que, embora cães e gatos sejam animais diferentes, estão incluídos em uma classe maior: a dos animais. Ainda que esse exemplo seja o mais utilizado para se fazer referência à inclusão de classes, permite à criança igualmente entender que, apesar de um e dois serem quantidades diferentes do ponto de vista da contagem discreta, o um está incluído no dois, e assim por diante, quando se pensa na ideia de número. Ainda segundo Piaget, esses esquemas não podem ser ensinados à criança. Eles se desenvolvem a partir do momento que ela é exposta a interações que lhe permitam elaborar suas teorias, levantar suas hipóteses sobre como os objetos do mundo se relacionam. O papel mediador da escola (e do professor) implica justamente promover situações a partir das quais seja possível à criança refletir sobre a realidade. A respeito da ideia de mediação, o pesquisador bielorrusso Lev Semionovitch Vygotsky traz importantes contribuições.


  Segundo o historiador e psicólogo estadunidense Robert W. Rieber (1997, p. 150), em uma de suas obras acerca do trabalho de Vygotsky, “a transição da aritmética direta para a mediada é o instante mais importante no desenvolvimento aritmético da criança”. Para o autor, uma das etapas do desenvolvimento aritmético de um indivíduo relaciona-se à 


  [...] transição desde a percepção direta do número até a percepção mediada, quando a criança começa a comparar números com certos sinais e operar com esses sinais. [...] começa a usar como um meio auxiliar básico não formas concretas como ‘tratores’ ou ‘relógios’, mas certas formas espaciais e abstratas que correspondem ao número (Rieber, 1997, p. 150).


  Complementa afirmando que, “o ponto no qual a criança faz a transição da reação direta ao número para operações abstratas com sinais é o ponto de conflito. Ele cria uma colisão entre a antiga linha de desenvolvimento com aquela que começa com o aprendizado dos sinais na escola” (Rieber, 1997, p. 141). Acrescenta ainda que “em determinado estágio de desenvolvimento, a criança passa a entender as limitações de sua aritmética e começa a fazer a transição para a aritmética mediada” (p. 152).


  As ideias discutidas nesta seção até o momento, em muitas ocasiões, remetem às noções de número e de numeral, dois conceitos essenciais para o desenvolvimento do pensamento matemático e, particularmente, do pensamento aritmético. No entanto, até agora nos furtamos de refletir acerca da distinção entre tais conceitos, mas essa diferenciação torna-se fundamental e, nos próximos parágrafos, dedicamo-nos a ela.


  Como pontua o pesquisador brasileiro Paulo Meireles Barguil, “número é a ideia de quantidade, enquanto numeral é a representação de um número. Ou seja, o número é o significado, enquanto o numeral é o significante” (Barguil, 2018, p. 321). Em síntese, um numeral é qualquer símbolo, seja ele gráfico ou não, ao qual recorremos para representar um número (uma quantidade).


  A distinção entre número e numeral é discutida também pelo matemático brasileiro Ernesto Rosa Neto (2000), que afirma: “número é ideia, numeral é símbolo. O número é uma noção de quantidade só existente nos neurônios de quem a construiu. Número não pode terminar em 0, 2, 4, 6 ou 8. O numeral, sim, quando escrito com os nossos algarismos usuais” (Rosa Neto, 2000, p. 41). O autor exemplifica: se uma pessoa olha para cima e avista três pássaros, avalia a situação empregando, para essa ação, a noção de quantidade por ela introjetada (número), mas necessita, para relatar a outro indivíduo precisamente o que avistou, de algum numeral, que, entre outras possibilidades, pode ser escrito, falado ou gesticulado. Ele pontua o seguinte: “posso representar a quantidade pela palavra três (falada ou escrita) ou por sinais como ///, 3, three, III, . . . , 6/2, 4! – 3 × 7 etc. Numerais diferentes representando o mesmo número” (Rosa Neto, 2000, p. 41).


  Esse é um aspecto crucial a ser considerado, dessa forma, é primordial que o professor, durante suas interações com os estudantes, dialogando com eles, seja em sala de aula, seja por meio dos materiais didáticos que elabora e disponibiliza, atente “se ele está se referindo a um número ou ao símbolo que o representa – numeral” (Rosa Neto, 2000, p. 41). Deve, por exemplo, ter em mente o tempo todo que não existe número decimal, pois a representação de um número (isto é, o numeral) é que pode ser decimal e, assim, não é correto dizer, por exemplo, multiplicações de decimais, uma vez que se multiplicam números, e não numerais. Da mesma maneira, não existe número misto, mas um numeral misto representando um número. O mesmo autor apresenta um exemplo bastante didático acerca dos possíveis entraves que podem ser enfrentados pelos estudantes se a diferenciação entre número e numeral não for suficientemente explorada em seus percursos formativos. Considera a afirmação:


   e  são equivalentes, mas não são iguais porque, por exemplo, dividir um bolo em quatro pedaços e pegar um deles não é a mesma coisa que dividir um bolo em 100 pedaços e pegar 25, mas  = . Não é uma afirmação terrivelmente confusa? E por quê? No início da frase está se falando de dois numerais e e, de fato, são diferentes e podem ser usados para retratar situações diferentes. No fim da frase está se falando dos números e , que são iguais e representam quantidades iguais. Vale a pena enfatizar, em um exemplo como esse, que estão sendo usados dois numerais (símbolos) diferentes representando um mesmo número racional. A palavra fração costuma ser usada, ora com significado de numeral, ora com o significado de número racional. Se falarmos de frações com o significado de numeral, podemos simplificar frações, isto é, trocar por ou , podemos igualar denominadores de frações, mas não podemos dizer que uma fração é quociente de dois números inteiros. Alguns autores usam a palavra fração referindo-se ao número, isso porque popularmente fração é pedaço, portanto, quantidade. Adotando essa posição, podemos 40 fazer as operações com frações, mas não podemos simplificá-las nem falar em numerador da fração porque quantidades não podem ser simplificadas e nem possuem numeradores etc. (Rosa Neto, 2000, p. 42, grifo do autor)


   


  Mas como a noção de pensamento aritmético vincula-se efetivamente a toda essa discussão? Uma vez mais recorremos às ideias de Leontiev (2005) para responder nossa indagação. O autor pontua ser extremamente difícil delimitar, com clareza, as fronteiras entre as operações mediadas externamente e as mediadas internamente. É necessário identificar em que momento “um sinal — que serve como sinal de indicação, comunicação, ou mesmo memorização ou anotação — se transforma em um sinal de cálculo [e] em que momento esse sinal se transforma em um meio de pensamento aritmético” (Leontiev, 2005, p. 91, grifo nosso). Salienta ainda que, sendo as operações aritméticas atos intelectuais, o problema de seu desenvolvimento nas estruturas cognitivas da criança, “dificilmente pode ser abordado de outra forma que não como o problema do desenvolvimento do pensamento aritmético” (p. 78).


  Antes de nos atermos à ideia de pensamento aritmético, propriamente, exploramos um pouco mais a vertente cognitiva que estrutura suas bases. Para tanto, consideramos as contribuições de Vergnaud a partir da noção de campos conceituais, que apresentamos na seção a seguir.


   


  
Os campos conceituais e as estruturas aritméticas básicas



  Vergnaud (1996) segue a mesma linha de reflexão de Piaget, entendendo que os esquemas estão fundamentalmente relacionados ao processo de conceitualização, e aqui podemos pensar na construção de conceitos aritméticos pela criança. Todavia, amplia a ideia proposta por Piaget, ao discutir que um conceito é constituído com base em um tripé que contempla: os invariantes operatórios, as situações e as representações (I-S-R).


  Os invariantes operatórios estão relacionados às propriedades invariantes de um dado conceito e o constituem como tal. Em uma operação aritmética, por exemplo, ao adicionar zero a qualquer número, o resultado da adição será sempre o número a que o zero foi adicionado. Tal propriedade — o zero é o elemento neutro na adição — não varia, seja qual for o número em questão.


  O segundo elemento do tripé, a situação, diz respeito à tarefa proposta, que dá sentido ao conceito. Isso nos faz pensar sobre que situações podem ser conduzidas em sala de aula de modo a favorecer o desenvolvimento do pensamento aritmético.


  Por fim, o terceiro elemento é a representação, que se refere às notações, convenções matemáticas, como o sinal de adição, por exemplo.


  Assim, o tripé invariantes-situações-representações (I-S-R) estaria, a partir dos pressupostos de Vergnaud (1986), vinculado à construção de um conceito pelo indivíduo. Isso cabe, igualmente, à construção de conceitos aritméticos.


  Avançando ainda mais em sua teorização, Vergnaud reflete que uma única situação não consegue dar conta de todas as propriedades de um dado conceito nem de todas as formas de representação possíveis, além disso, pondera que uma situação não envolve apenas um conceito. A esse respeito, tomando como exemplo a adição e a subtração, postula:


  [...] uma dada situação não põe habitualmente em jogo um único conceito; a sua análise requer, a maior parte das vezes, vários conceitos, e as dificuldades encontradas pelos alunos derivam, em geral, de vários conceitos. Por exemplo, os problemas de adição e de subtração podem implicar os conceitos de medida, de transformação, de comparação, de diferença, de inversão, de operação unária, de operação binária, de número natural, de número relativo, de função, de abscissa e ainda de outros (Vergnaud, 1986, p. 84).


  Para esse autor, deve-se fazer referência a campos conceituais, em vez de conceito, isoladamente. Os conceitos existem entrelaçados em uma trama que envolve outros conceitos, situações e representações. Enuncia, então, que “um campo conceitual pode ser definido como um conjunto de situações cujo domínio requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de representações simbólicas em estreita conexão” (Vergnaud, 1986, p. 84).


  No que tange à Aritmética e às operações de adição e subtração, Vergnaud não as considera operações distintas, mas constituintes do campo conceitual das estruturas aditivas. Apresenta seis estruturas possíveis de serem identificadas, conforme indicado na Figura 2.


   


  Figura 2 — Estruturas aditivas identificadas a partir de problemas.
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  Fonte: Vergnaud (1986, p. 86).


   


  Vergnaud (1986) exemplifica as estruturas indicadas na Figura 2 por meio dos seguintes problemas:


  
    	
composição de medidas: Pierre tem 5 bolinhas de gude. Joga uma partida com os amigos e ganha 7 bolinhas. Quantas bolinhas de gude tem agora?



    	
transformação de uma medida: Janine acaba de receber 3 moedas da avó. Tem agora 8 moedas: quantas tinha antes?



    	
comparação de medidas: Suzanne tem 3 moedas no bolso. Bianca tem 8. Quanto Suzanne tem a menos que Bianca?



    	
composição de transformações: Thierry acaba de jogar duas partidas de bolinhas de gude. Na segunda partida perdeu 7 bolinhas. Ao final da partida, quando conta a quantidade de bolinhas que tem, percebe que ganhou 5 bolinhas. O que se passou na primeira partida?


  


  
    	
transformação de uma relação: Roberto tinha 8 bolinhas de gude antes de jogar com Isabelle. Agora tem 3 bolinhas. O que ocorreu durante o jogo?



    	
composição de relações: Juliana jogou bolinhas de gude de manhã e à tarde. De manhã ganhou 14 bolinhas e à tarde perdeu 31 bolinhas. À noite, ao contar a quantidade de bolinhas que tem, descobre serem 23. Quantas bolinhas tinha de manhã antes de jogar?


  


   


  Ainda no que tange às estruturas aditivas, Vergnaud (2018) atesta que a relação entre número e grandeza é uma relação dialética, partindo de três pressupostos:


   


  [...] sem o conceito de número, compreenderíamos poucas coisas relativas ao conceito de grandeza. Mas sem a experiência das quantidades de objetos ordinários discretos e das grandezas físicas, sobretudo as espaciais, não haveria o conceito de número. A experiência do número começa com a experiência das grandezas (Vergnaud, 2018, p. 12).


  As pesquisadoras brasileiras Sandra Maria Pinto Magina e Tânia Maria Mendonça Campos (2004), por sua vez, discutem que as situações aditivas envolvem diferentes conceitos, entre eles:


  [...] conceito de medidas, (por exemplo, a magnitude 5 é maior que 3, que é maior que 1); conceito de adição; conceito de subtração; conceito de transformação de tempo (por exemplo, ‘ontem eu tinha. . . quanto tenho agora?’); conceito de número (por exemplo, número natural; inteiro, ...); relações de comparação (por exemplo, ‘quem tem mais, quem tem menos?’) (Magina; Campos, 2004, p. 57).


  As estruturas aditivas apresentam níveis diferentes de complexidade. As estruturas I, II e V implicam realizar operações mais diretas e, por isso, mais simples de serem feitas, bem como, mais comuns de aparecerem na sala de aula e no livro didático. Em trabalho escrito pelas pesquisadoras brasileiras Magina, Campos, Nunes e Verônica Gitarana (2001), as autoras pontuam que os problemas envolvendo a composição parte-todo (uma quantidade inicial que sofre determinada transformação, gerando uma quantidade final) são aqueles mais facilmente resolvidos pelas crianças no início da escolarização. Já os problemas que trazem no enunciado palavras como “a mais”, por exemplo, mas que por serem do tipo comparação de medidas implicam realizar uma subtração, frequentemente apresentam mais respostas erradas nos anos iniciais, uma vez que as crianças buscam no enunciado palavras que deem pistas da operação a ser realizada.


  Os pesquisadores brasileiros Méricles Thadeu Moretti e Célia Finck Brandt (2014) estabelecem um debate acerca dessa questão, tomando como referência a teoria dos registros de representação semiótica (TRRS), de autoria do pesquisador francês Raymond Duval (Duval, 2012). A ideia de representação, um dos pilares que compõem o tripé a partir do qual um conceito se constitui (I-S-R), também é discutida por Duval. Para o idealizador da TRRS, um objeto matemático não pode ser acessado se não for por sua representação. Duval (2012, p. 268) aponta uma interessante questão: como os sujeitos em aprendizagem poderiam não confundir os objetos matemáticos com suas representações semióticas se eles podem tratar apenas com as representações semióticas? A esse respeito, postula que


   


  [...] as representações mentais recobrem o conjunto de imagens e, mais globalmente, as conceitualizacções que um indivíduo pode ter sobre um objeto, sobre uma situação e sobre o que lhe é associado. As representações semióticas são produções constituídas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representações que tem inconvenientes próprios de significação e de funcionamento. Uma figura geométrica, um enunciado em língua natural, uma fórmula algébrica, um gráfico são representações semióticas que exibem sistemas semióticos diferentes. Consideram-se, geralmente, as representações semióticas como um simples meio de exteriorização de representações mentais para fins de comunicação, quer dizer, para torná-las visíveis ou acessíveis a outrem. Ora, este ponto de vista é enganoso. As representações não são somente necessárias para fins de comunicação, elas são igualmente essenciais à atividade cognitiva do pensamento (Duval, 2012, p. 268, grifo do autor).


  Ao propor que as representações são necessárias à atividade cognitiva, Duval aproxima-se de Vergnaud, mesmo que por caminhos distintos. Atesta ainda que as representações semióticas permitem diferentes tipos de representações de um mesmo objeto e que tais representações não estão apenas subordinadas às representações mentais; essas últimas são dependentes e subordinadas às primeiras. Ele afirma que a multiplicidade de representações semióticas possíveis é que faz com que o objeto matemático não seja confundido com sua representação.


  Ancorados na possibilidade de diálogo entre Vergnaud e Duval, Moretti e Brandt realizam uma pesquisa que consideramos bastante relevante. Em seu estudo, propõem as seguintes questões: “Quais são as dificuldades dos alunos na resolução de problemas aditivos? Como analisar essas dificuldades e sua natureza?” (Moretti; Brandt, 2014, p. 557).


  Esses pesquisadores apresentam um mesmo tipo de problema envolvendo estruturas aditivas identificado por Vergnaud (1986), todavia, com diferentes estruturas semânticas, conforme ilustrado na Figura 3.


   


  Figura 3 — Problemas em que uma transformação opera sobre uma medida, fornecendo outra medida, com diferentes estruturas semânticas.
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  Fonte: Moretti e Brandt (2014, p. 558).


   


  Fazem o mesmo para o exemplo de problemas de comparação, conforme apresentado na Figura 4.


   


  Figura 4 — Exemplos de problemas de comparação com diferentes estruturas semânticas.
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  Fonte: Moretti e Brandt (2014, p. 559).


   


  Prosseguem exemplificando problemas do tipo parte-todo e contemplando a equalização, conforme apresentado na Figura 5.


   


  Figura 5 — Exemplos de problemas que contemplam a relação parte-todo (11 e 12) e equalização (13 e 14).
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  Fonte: Moretti e Brandt (2014, p. 560).


   


  Os autores propuseram, ainda, problemas de mesma estrutura aditiva, porém com diferentes estruturas semânticas, e encontraram percentuais de acertos distintos. A Figura 6 apresenta os problemas e percentuais encontrados.


   


  Figura 6 — Problemas com diferentes estruturas semânticas.
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  Fonte: Moretti e Brandt (2014, p. 261-262).


   


  É possível observar que os problemas 9 e 10 foram os que apresentaram um menor percentual de acerto. Podemos considerar, em termos de enunciado, que embora apareça a expressão “a menos”, é necessário realizar uma adição. Isso nos leva a refletir sobre as pistas que as crianças buscam no enunciado, como já mencionamos. Todavia, os pesquisadores ampliam essa análise considerando a questão de que nos problemas em questão há uma relação de não congruência, diferentemente do problema 1 e 11, que têm, respectivamente, os percentuais de acerto de 96% e 97%. O problema 14, embora tendo a mesma estrutura aditiva, apresenta percentual alto de acerto. A comparação, nesse caso, faz-se de forma mais direta, por adição de “canetinhas” àquelas que Carla já possuía, até chegar ao total de canetas de Aline.


  As análises propostas nesse estudo revelam que, para além de considerarmos a questão do enunciado e das pistas que ele possa oferecer, é preciso levar em conta o tipo de ação que a criança deverá realizar ao se deparar com o problema: se a ação implica ter de considerar a relação direta entre o que é enunciado e o que deve ser feito (tinha uma tal quantidade, ganhou outra, ficou com quanto?) ou se há a necessidade de estabelecer relações mais complexas em função da estrutura semântica do problema.


  A pesquisadora brasileira Maria Lúcia Faria Moro (2004) ressalta que além das estruturas aditivas, Vergnaud oferece outra importante contribuição à compreensão da estruturação da Aritmética, tanto como campo de saber matemático, quanto como forma de pensamento evidenciado pelo/no sujeito: a ideia de campo conceitual das estruturas multiplicativas. A esse respeito, atesta Moro:


  [...] essa perspectiva permite ver as operações de adição e de subtração como parte do campo conceitual das estruturas aditivas, e as de multiplicação e divisão como parte do campo das estruturas multiplicativas. Configuram-se essas operações como sistemas de esquemas de várias ordens, aplicáveis a diversas situações, e que se coordenam progressivamente em uma construção complexa, em níveis psicogenéticos diferentes, não limitados aos da Aritmética. Logo, têm um processo de compreensão que vai além do período da escolaridade fundamental (Moro, 2004, p. 252).


  Vergnaud (2018, p. 12) elenca conceitos organizadores, ou seja, que estão na base das estruturas aditivas e multiplicativas: “quantidades discretas e contínuas; medida; estado/transformação; comparação significado/significante; composição binária (medidas, transformações, relações); operação unitária; inversão; número natural/número relativo; posição/abscissa/valor algébrico”. A estes, o autor adiciona alguns conceitos pertinentes para as estruturas multiplicativas: “análise dimensional; espaço vetorial; combinação linear; dependência; independência”.


  O campo conceitual multiplicativo envolve estruturas ainda mais complexas do que o das estruturas aditivas, segundo o próprio Vergnaud (1996). Nas estruturas aditivas têm-se relações ternárias, que compreendem a relação entre dois elementos que a partir de uma composição/transformação/relação formam um terceiro elemento, como afirmam os pesquisadores brasileiros Magina, Vera Lúcia Merlini e Aparecido dos Santos (2014). Nas estruturas multiplicativas, encontramos relações ternárias (ou terciárias) e relações quaternárias, estruturalmente mais complexas.


  As estruturas multiplicativas contemplam as seguintes noções: divisão, dobro, metade, triplo, fração, números racionais, funções linear, bilinear e n-linear, razão, taxa, proporção, espaço vetorial, isomorfismo, combinação, produto cartesiano, área e volume, como pontuam os pesquisadores brasileiros Maria Elizabete Souza Couto, Débora Cabral Lima e Eurivalda Ribeiro dos Santos Santana (2021).


  Os problemas de multiplicação e divisão, em relação ao tipo de estrutura, ainda podem ser classificados como (Vergnaud, 1996): isomorfismo de medidas, produto de medidas e proporção múltipla. Magina, Merlini e Santos (2012) apresentam um esquema que sintetiza o campo conceitual multiplicativo em sua complexidade, conforme apresentado na Figura 7.


   


  Figura 7 — Campo conceitual multiplicativo.
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  Fonte: Magina, Merlini e Santos (2012, p. 5).


   


  Nosso intuito não é detalhar os elementos constantes no esquema de Magina e colaboradores, mas consideramos ser importante elencar as principais dificuldades com que os estudantes se deparam no campo das estruturas multiplicativas. O Quadro 1, a seguir, traz o levantamento das características e dificuldades reveladas por estudantes, síntese elaborada pelos pesquisadores brasileiros Eurivalda Santana, Irene Maurício Cazorla e Ernani Santos (2019).


   


   


  Quadro 1 — Síntese sobre desempenho e dificuldades dos estudantes em relação às estruturas multiplicativas.


   


  
    
      
        	
          Pesquisadores


          (Ano)

        

        	
          Sujeitos

        

        	
          Conclusões

        
      


      
        	
           


           


           


           


          Efraim Fischbein – Romênia –, Maria Deri, Maria Sainati Nello e Maria Sciolis Marino – Itália (1985)

        

        	
           


           


           


           


          Estudantes de 5ª (10 ou 11 anos), 7ª (12 ou 13


          anos), e 9ª (14 ou 15 anos) séries de escolas italianas

        

        	
          Existência de modelos primitivos implícitos. Por exemplo: “o divisor deve ser o todo” e “a multiplicação sempre aumenta em relação à divisão”. Os resultados mostraram a opção dos estudantes pela adição sucessiva de parcelas para a multiplicação; e a escolha pela estratégia de partição para a divisão. Apenas na 9ª série apareceram estudantes que buscavam resolver a divisão por cotas. Os pesquisadores sugerem a existência de modelos preestabelecidos pelos estudantes para realizar operações no campo


          multiplicativo.

        
      


      
        	
           


           


           


           


           


          Vicky L. Kouba – Estados Unidos (1989)

        

        	
           


           


           


           


           


          Crianças de 6 a 8 anos

        

        	
          Após a proposição de dois problemas escritos de multiplicação e quatro de divisão, com diferentes estruturas semânticas, as análises das estratégias apresentadas pelas crianças revelaram a existência de um modelo intuitivo de multiplicação em duas etapas, dois modelos intuitivos comuns para divisão partitiva e divisão de medição, cada um deles relacionado a um modelo intuitivo de subtração e um terceiro modelo para divisão


          partitiva.

        
      


      
        	
           


           


          Cristiane Azevêdo dos Santos Pessoa, Maurício Ademir Saraiva de Matos Filho – Brasil (2006)

        

        	
           


           


           


           


          Estudantes de 3ª e 5ª séries (9 e 11 anos)

        

        	
          Ao analisarem as habilidades dos estudantes na resolução de problemas multiplicativos, identificaram que os problemas de tipos mais complexos e provavelmente menos trabalhados em sala de aula e nos livros didáticos são os de maior percentual de erro relacional. Apontam que é necessário haver uma diversificação dos tipos de problema, bem como nas suas formas de representação e nas


          situações apresentadas aos estudantes.

        
      


      
        	
           


           


           


           


           


          Isabel Cristina Machado de Lara – Brasil (2011)

        

        	
           


           


           


           


           


          Estudantes dos anos iniciais de uma escola pública (6 a 10 anos).

        

        	
          Estudantes do 1º e 2º anos tiveram desempenho melhor do que alguns do 4º e 5º anos, que já utilizavam algoritmos, na resolução de situações-problema envolvendo multiplicação. A autora sugere que é necessário refletir sobre a exigência usual quanto à memorização dos resultados de uma multiplicação, concebidos tradicionalmente como “tabuada”. Aponta que tal exigência por vezes compromete a capacidade desses estudantes de pensarem matematicamente, que implica em fazer estimativas e criar suas próprias estratégias


          de resolução.

        
      


      
        	
           


           


          Mariana Lemes de Oliveira Zaran – Brasil (2010)

        

        	
           


           


          Estudantes do 5º ano do Ensino Fundamental (10 anos)

        

        	
          Analisou o desempenho de estudantes em problemas do campo multiplicativo, considerando os dados da Prova Brasil. Os resultados apontaram na direção de que os estudantes, por vezes, não percebem as relações entre operações e, em muitos casos, realizam a operação sem levar em conta o


          contexto da situação.

        
      


      
        	
           


           


           


           


           


          Sandra Magina, Vera Merlini e Aparecido dos Santos – Brasil (2014)

        

        	
           


           


           


           


           


           


          3º e 5º anos do Ensino Fundamental (8 e 10)

        

        	
          Analisaram o desempenho e as estratégias de resolução de duas situações do campo conceitual multiplicativo, classificando os níveis de raciocínio empregados. Uma situação envolvia a correspondência um para muitos e a outra, a de muitos para muitos. Os resultados apontaram que os estudantes de 3º ano utilizaram prioritariamente procedimentos aditivos, e os de 5º ano, procedimentos multiplicativos. Os pesquisadores sugerem que parece haver uma evolução limitada da competência dos estudantes


          ao lidarem com problemas multiplicativos.

        
      


      
        	
          Eurivalda Santana, Sintria Labres Lautert, José Aires de Castro e Ernani Martins Santos – Brasil (2016)

        

        	
           


           


          Estudantes do Ensino Fundamental (de 6 a 14 anos)

        

        	
          Identificaram que apesar de um discreto crescimento no desempenho, ao longo da escolarização, os acertos em problemas que envolvem o campo multiplicativo ainda são baixos, mesmo nos anos finais, nos quais se esperava maior domínio desse


          campo conceitual.

        
      

    
  


   


  Fonte: adaptado de Santana, Cazorla e Santos (2019).


   


  Moro (2004), por sua vez, destaca que Vergnaud afirma, de forma categórica, que é impossível a construção do conhecimento sem que sejam articulados, dialeticamente, a linguagem e aos sistemas simbólicos, e conclui:


  [...] afora permitir tratar de modo mais consistente as quatro operações da aritmética clássica como estruturas conceituais, e de dar espaço para estudar suas inter-relações psicogenéticas, a teoria dos campos conceituais interessa sobremaneira ao ensino escolar porque permite melhor analisar a relação dialética ali ocorrente entre ação, situação prática e verbalização teórica (Vergnaud, 1990). Fornece, assim, elementos pertinentes para se trabalhar a construção de conceitos segundo a perspectiva da importância da ativação do processo da tomada de consciência da ação dos sujeitos para haver seu processo de conceitualização, como também para ser estudada sua explicitação notacional como parte transformadora desse processo de construção (Moro, 2004, p. 252).
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