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Capítulo 1


			Introdução


			A análise intervalar tem se tornado campo ativo de pesquisa e aplicação, e essa, por sua vez, trata-se de um contexto matemático relativamente novo, no ímpeto que os primeiros trabalhos surgiram em 1959. Mais precisamente, a aritmética intervalar fundamentou-se na publicação de R. C. Young em 1931, The algebra of many-valued quantities (Young, 1931). Já o conceito de função intervalar, que é um ramo da análise intervalar, pode ser encontrado no artigo de J. C. Burkill, em 1924 (Burkill, 1924), sendo o primeiro artigo em análise intervalar. Contudo, a aritmética intervalar foi amplamente estudada e bem desenvolvida, pela primeira vez, em 1956, com a publicação do matemático Polonês M. Warmus (Warmus, 1956). Em 1958, o matemático japonês T. Sunaga (Sunaga, 2009)1 também apresentou, independentemente, uma publicação nesse âmbito.


			Essas publicações são consideradas como as duas primeiras publicações sobre aritmética intervalar. Além disso, um terceiro desenvolvimento independente da aritmética intervalar foi proposto por R. E. Moore, em 1959 (Moore & Yang, 1959). Mesmo que Warmus e Sunaga tenham precedido Moore, nem Warmus, nem Sunaga e nenhum dos seus colaboradores foram além do respectivo artigo publicado. Foi Moore e seus colaboradores quem desenvolveram a área de análise intervalar (Moore & Yang, 1959; Moore, 1966; Moore, 1969; Moore, 1979; Moore, 1985). A aritmética intervalar, desenvolvida por Moore (1966), é considerada como aritmética intervalar padrão ou usual. Um desenvolvimento histórico da aritmética intervalar pode ser encontrado em Hansen (2001) e, mais atualmente, em Lodwick (2007).


			O espaço intervalar, com as operações da aritmética intervalar padrão, não possui a estrutura de espaço vetorial, pois a negação não é o inverso aditivo e, assim, a subtração não está bem definida (Aubin & Cellina, 1984; Diamond & Kloeden, 1994). Uma alternativa é a subtração proposta por Hukuhara (1967), chamada de diferença de Hukuhara (H-diferença). Todavia, essa diferença é única, porém nem sempre existe. Visando superar essa restrição, Stefanini e Bede (2009) apresentaram uma generalização da diferença de Hukuhara (gH-diferença), e essa diferença existe para quaisquer dois intervalos. No âmbito da aritmética intervalar, Markov (1977) introduziu outro padrão de aritmética intervalar, que será chamado de aritmética intervalar de Markov. Essa aritmética possui algumas equivalências com as outras aritméticas, tais como: a soma é igual à soma usual proposta por Moore (1966), a diferença é igual à diferença generalizada de Hukuhara, proposta por Stefanini e Bede (2009). Porém, o produto e a divisão não existem quando algum dos intervalos envolvidos é simétrico.


			A aritmética intervalar padrão leva à sobrestimação geral, pois considera todas as estimações das variáveis como sendo independentes. Além disso, a simples noção [image: ] e [image: ], tal que o [image: ] não pertença ao intervalo [image: ], são propriedades desejáveis e que não são obtidas. Lodwick (1999) propôs uma extensão para aritmética intervalar padrão, chamada aritmética intervalar restrita. Essa aritmética considera todas as possíveis variações dentro de um intervalo independente. Além disso, a aritmética intervalar restrita possui um inverso aditivo, multiplicativo, e detém as leis de distribuição. Recentemente, Chalco-Cano, Lodwick e Bede (2014) propuseram uma nova aritmética intervalar decorrente da aritmética proposta por Lodwick (1999), em que sempre se considera o mesmo nível para cada intervalo envolvido nas operações. Essa nova aritmética é chamada de aritmética intervalar restrita single level.


			A análise intervalar tem se difundido a partir das diferentes aritméticas intervalares propostas (ver Moore, 1966; Hukuhara, 1967; Moore, 1969; Banks & Jacobs, 1970; Markov, 1979; Aubin & Cellina, 1984; Moore, 1985; Aubin & Frankowska, 1990; Alefeld & Mayer, 2000; Wu, 2009a; Stefanini & Bede, 2009; Chalco-Cano, Román-Flores & Jiménez-Gamero, 2011; Chalco-Cano et al., 2013). Mais precisamente, Banks & Jacobs (1970) e Hukuhara (1967) introduziram o conceito de H-diferenciabilidade para função de valor intervalar usando a H-diferença. Outra alternativa de derivada para função de valor intervalar foi introduzida por Bede e Gal (2005) e Chalco-Cano e Román-Flores (2008). A fortemente diferenciável generalizada (G-diferenciabilidade) (Bede & Gal, 2005) foi definida considerando as H-derivadas laterais (quatro casos). Já o conceito de diferenciabilidade proposto por Chalco-Cano e Román-Flores (2008) consiste de um caso particular da G-diferenciabilidade, desde que esse novo conceito considera apenas dois dos casos da G-diferenciabilidade. Recentemente, Stefanini e Bede (2009) introduziram o conceito de gH-diferenciabilidade baseado na generalização da H-diferença entre dois intervalos (Stefanini e Bede, 2009; Stefanini, 2010). Esses autores também apresentaram as relações entre os conceitos de G-diferenciabilidade e gH-diferenciabilidade mostrando a equivalência entre esses dois conceitos, quando o conjunto de switching points da função de valor intervalar é finito. Somando-se a isso, o conceito de gH-diferenciabilidade também coincide com a diferenciabilidade proposta por Markov (1979) e a π-diferenciabilidade proposta por Plotnikova (2005). Wu (2007) definiu o conceito de diferenciabilidade para uma função de valor intervalar considerando a diferenciabilidade das funções extremas. No presente texto, buscar-se-á desenvolver os conceitos de análise intervalar segundo essa nova aritmética, e os resultados serão aplicados em equação diferencial intervalar e em problemas de controle ótimo intervalar.


			A importância do estudo da análise intervalar a partir de um ponto de vista teórico, bem como de suas aplicações, é bem conhecida (Aubin & Cellina, 1984; Aubin & Frankowska, 1990). Muitos avanços da análise intervalar têm sido motivados pela programação matemática e teoria de controle (Aubin & Franskowska, 2000). No âmbito das aplicações, em geral, os problemas possuem coeficientes como sendo valores fixos e determinísticos. Porém, existem muitas situações onde essa suposição não é válida, nesses casos em específico em que o problema envolve algum tipo de incerteza. Assim, métodos de tomada de decisão sobre incerteza são necessários. Em problemas de programação estocástica (Charnes & Cooper, 1959; Sengupta, 1972), os coeficientes são considerados como variáveis aleatórias e assume-se que são conhecidas as distribuições de probabilidade. Por outro lado, nos problemas de programação fuzzy (Bellman & Zadeh, 1970; Tanaka, Okuda & Asai, 1974; Zimmerman, 1976), os coeficientes e o objetivo são considerados como conjuntos fuzzy. Nesse caso, pressupõe-se que são conhecidas as funções de pertinência dos conjuntos fuzzy. Considerando que as distribuições de probabilidade e as funções de pertinência desempenham papéis importantes em cada método e estas nem sempre são fáceis para o tomador de decisão especificá-las, uma maneira de superar essas situações é por meio da adoção de incerteza do tipo intervalar para os problemas.


			Os artigos de Britton (2003), Ishibuchi e Tanaka (1990), Inuiguchi e Kume (1991), Ida (1996), Ida e Katai (1993), Inuiguchi e Sakawa (1995), Chanas e Kuchta (1996), Das, Goswami e Alam (1999) e, mais recentemente, Hyong-Yi (2007), Jiang et al. (2008), Oliveira e Antunes (2007), Wu (2003a), Wu (2003b), Wu (2007), Wu (2009a), Wu (2009b), Chalco-Cano, Lodwick e Rufián-Lizana (2013), Bhurjee e Panda (2014) apresentam um desenvolvimento da programação matemática intervalar. O conceito de derivada de função de valor intervalar é de fundamental importância no desenvolvimento e no estudo da programação matemática. Recentemente, a H-derivada tem sido usada para estudar programação matemática não linear (Wu, 2007; Wu, 2009a; Wu, 2009b). Em particular, Wu (2007) obteve as condições suficientes para o problema de otimização, com função objetivo de valor intervalar, usando a H-diferenciabilidade e a diferenciabilidade extremal para as funções de valor intervalar. Subsequentemente, essas ideias foram estendidas para os problemas de programação multiobjetivo, com funções objetivos de valor intervalar (Wu, 2009a). Posteriormente, Chalco-Cano, Lodwick e Rufián-Lizana (2013) obtiveram condições suficientes utilizando o conceito de diferenciabilidade generalizada de Hukuhara. No âmbito dos problemas de otimização matemática, o presente texto descreverá o processo de determinação de três diferentes conceitos de solução e, além disso, desenvolverá as condições necessárias, utilizando a diferenciabilidade extremal para esses três conceitos de solução.


			No que diz respeito ao cálculo das variações e controle ótimo, as derivadas de valor intervalar foram amplamente utilizadas. Por exemplo, Mordukhovich (2006a) e Mordukhovich (2006b) obtiveram condições de otimização, e Tolstonogov (2000) utilizou a H-derivada para explorar uma ampla gama de resultados em espaço de Banach. Todavia, o espaço dos intervalos não é um espaço vetorial, sendo necessário o desenvolvimento dos conceitos de análise intervalar. Nesse âmbito, utilizando os conceitos de diferenciabilidade extremal e generalizada de Hukuhara, este texto propõe as condições de otimalidade, necessárias e suficientes, para três conceitos de soluções do problema, sob hipóteses de convexidade. Somando-se a isso, a partir do desenvolvimento da análise intervalar, segundo a single level, as condições de otimalidade também serão propostas para os problemas de controle ótimo totalmente intervalar, utilizando o conceito de diferenciabilidade [image: ]−single level.


			Os objetivos do presente livro serão melhor detalhados na seção adiante.


			1.1 Objetivos


			O objetivo principal deste livro é o estudo de incerteza intervalar nos problemas de otimização e controle. Nesse âmbito, um arcabouço teórico, no que diz respeito às condições de otimalidade para esses problemas, será desenvolvido, considerando os diferentes conceitos de solução do problema. Nesse enfoque, os objetivos específicos do trabalho consistem em:


			

					Definir o problema no âmbito intervalar a ser enfocado;



					Apresentar os diferentes conceitos de soluções do problema e suas relações;



					Para cada tipo de solução dos problemas de otimização de valor intervalar, propor condições de otimalidade, mais precisamente condições necessárias do tipo Fritz-John e Harush-Kuhn-Tucker, sob hipótese de convexidade, utilizando a derivada extremal e a derivada generalizada de Hukuhara.



			


			Uma aplicação do problema de controle ótimo de valor intervalar será apresentada. Mais especificamente, trata-se do problema de controle de plantas daninhas, levando em consideração os cenários, pessimista e otimista, da lucratividade em uma lavoura de milho.


			Por outro lado, analisando as propriedades da aritmética intervalar restrita single level, o presente livro também tem como objetivo desenvolver a análise intervalar single level, considerando a função intervalar e a função de valor intervalar, uma vez que o espaço dos intervalos, com essa aritmética, não é um espaço vetorial. Em adição, esses resultados serão aplicados em equações diferenciais e em problemas de controle. Nesse contexto, os objetivos específicos do livro consistem em:


			

					Definir sequência, limite, continuidade e derivada para função intervalar;



					Considerando a função de valor intervalar, obter as suas propriedades e as equivalências com os resultados presentes na literatura;



					Definir as derivadas de ordem superior e as derivadas parciais para a função intervalar;



					Apresentar o conceito de integral de valor intervalar e suas propriedades;



					Propor um teorema fundamental do cálculo e um teorema da existência e a unicidade para as equações diferenciais intervalares, considerando o caso particular de função de valor intervalar;



					Aplicar esses conceitos nos problemas de controle ótimo totalmente intervalar, obtendo-se as condições de otimalidade nesse contexto.



			


			1.2 Organização do livro


			O presente texto está dividido em sete capítulos. No Capítulo 2, serão apresentados alguns resultados da literatura referentes às aritméticas intervalar e análise intervalar, que serão necessários para o desenvolvimento das abordagens propostas no decorrer do texto.


			No Capítulo 3, o problema de otimização matemática de valor intervalar será explorado. Apresentar-se-ão as relações de ordem utilizadas para comparar os intervalos, os conceitos de solução do problema, a partir das diferentes relações de ordem, e as condições de otimalidade, necessárias e suficientes, do problema em questão, via três diferentes conceitos de soluções.


			O Capítulo 4 é dedicado ao estudo dos problemas de controle ótimo, com funcional objetivo de valor intervalar. O problema será formalizado e serão apresentados os diferentes conceitos de soluções para o problema via cada relação de ordem, e também suas implicações. Além disso, serão propostas as condições de otimalidade, necessárias e suficientes, para os problemas de controle ótimo em questão, utilizando o conceito de derivada extremal e de derivada generalizada de Hukuhara, sob a hipótese de convexidade.


			Uma aplicação do problema de controle ótimo, com função objetivo de valor intervalar, no sistema de controle de plantas daninhas em uma lavoura de milho, considerando os cenários, pessimista e otimista, na lucratividade, será apresentada no Capítulo 5.


			O Capítulo 6 desenvolve o arcabouço teórico da análise intervalar segundo a aritmética intervalar restrita single level, considerando a função intervalar. Mais precisamente, os conceitos de sequência, de limite, de continuidade e de derivada. Além disso, para o caso particular de função de valor intervalar, no âmbito de derivada, esse capítulo estuda as suas propriedades e equivalências com os conceitos já existentes. Somando-se a isso, para função de valor intervalar, apresentar-se-ão o conceito de integral, o teorema fundamental do cálculo, uma aplicação em equação diferencial intervalar e, também, o teorema de existência e da unicidade.


			No Capítulo 7, serão apresentadas as condições de otimalidade para os problemas de controle ótimo, totalmente intervalares, utilizando a derivada λ-single level.
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