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			Prefácio

			Este livro é o resultado de vários anos de experiência dos autores no ensino da disciplina “Análise de Sinais e Sistemas”, do curso de Engenharia Elétrica da Universidade Federal de Campina Grande (UFCG). Ao longo destes anos publicações de autores estrangeiros foram usadas como textos de referência para os alunos da disciplina. Inicialmente os textos eram disponíveis apenas em inglês, entretanto, posteriormente, vários livros foram traduzidos para o português e publicados no Brasil. Embora muitos textos de autores estrangeiros sejam de excelente qualidade e boas traduções estejam disponíveis, o conteúdo em geral é apresentado sob a ótica do ensino em instituições estrangeiras, seguindo as diretrizes curriculares em vigor nos países de língua inglesa. Variáveis como carga horária, forma de avaliação, escopo da disciplina, disponibilidade de monitores graduados e mesmo o papel desempenhado pelo professor na sala de aula e no atendimento aos alunos são, em geral, distintos no Brasil, em relação às de outros países. Esta constatação, fornece a principal motivação para o nosso trabalho: contribuir para a melhoria do ensino nos cursos de Engenharia Elétrica e afins (Engenharia Eletrônica, Engenharia de Telecomunicações, Engenharia de Automação, etc.) nacionais, pela escrita de um livro texto para o conteúdo “Análise de Sinais e Sistemas”. Nosso objetivo foi produzir um texto voltado para uma disciplina de 60 horas de aula (4 créditos) ministrada ao longo de 15 semanas, com (pelo menos) três avaliações parciais e uma prova final. Entretanto, vale salientar que podem existir cursos em que o conteúdo coberto neste texto seja distribuído em mais de uma disciplina. Mesmo nestes casos, a utilização do nosso livro é possível, dado que conteúdo é organizado em capítulos que podem ser combinados para formar blocos independentes.

			Um outro fator que nos motivou a empreender a escrita deste livro foi o desejo de preservar e repassar a experiência adquirida ao longo dos anos dedicados ao ensino de “Análise de Sinais e Sistemas”. Acreditamos que a experiência de ensino se renova a cada turma de alunos, mesmo que o conteúdo ensinado permaneça o mesmo. Ao longo de anos ensinado uma determinada disciplina, cada professor desenvolve formas originais de organizar e apresentar a matéria e aprende como estas formas podem ser ajustadas ao perfil de cada turma. O conhecimento adquirido ao longo de toda uma vida acadêmica é, entretanto, muitas vezes descartado quando ocorre a aposentadoria do professor. Uma maneira de evitar esta perda é através da escrita de um livro texto, que possa ser utilizado por futuros professores e alunos, repassando parte da experiência do professor que se retira de cena. Afinal, a preservação e difusão de experiências através da palavra escrita constitui a base que permite a evolução do conhecimento humano.

			Embora o conteúdo deste livro possa ser organizado e apresentado de diversas formas, o presente texto segue a ordem que utilizamos no ensino da disciplina “Análise de Sinais e Sistemas” no curso de Engenharia Elétrica da UFCG. A organização que adotamos divide o conteúdo em três blocos, descritos a seguir. Após a breve Introdução no Capítulo 1, os capítulos de 2 a 5 constituem o bloco inicial, no qual os domínios do tempo contínuo e do tempo discreto são abordados em paralelo. Capítulo 2 apresenta os conceitos básicos que envolvem Sinais: definições, propriedades e operações, tanto no tempo contínuo quanto no tempo discreto. Os conceitos e propriedades de Sistemas, são apresentados no Capítulo 3, também nos dois domínios do tempo, contínuo e discreto. Capítulo 4 é dedicado aos Sistemas Lineares Invariantes ao Deslocamento, ou sistemas LID, definidos no tempo discreto. Além das propriedades desta classe de sistemas, neste capítulo é definida a Convolução Discreta, ou Somatória da Convolução, operação entre sinais no tempo discreto que será utilizada ao longo de todo o livro. Também é examinada no Capítulo 4 a representação de sistemas LID por equações de diferença e estruturas para implementação dos mesmos. Um estudo análogo é apresentado no Capítulo 5, desta vez no tempo contínuo, para os Sistemas Lineares Invariantes no Tempo, ou sistemas LIT. A operação Convolução Contínua, definida pela Integral da Convolução, também é apresentada e analisada no Capítulo 5, juntamente com a representação de sistemas LIT por equações diferenciais e a análise de estruturas para implementação desta classe de sistemas.

			O segundo bloco de conteúdo, seguindo nosso modelo de ensino, é composto pelos Capítulos 6 e 7 e engloba o uso de operações que permitem representar e analisar em domínios alternativos, sinais e sistemas definidos no tempo contínuo. Capítulo 6, Análise de Fourier para o Tempo Contínuo, é dedicado ao estudo da Série de Fourier e da Transformada de Fourier, ferramentas que viabilizam a representação de sinais e sistemas no domínio da frequência. Propriedades, fórmulas de cálculo, condições de uso e exemplos de aplicação destas ferramentas são apresentadas no Capítulo 6. A Transformada de Laplace, utilizada para representar sinais e sistemas no domínio complexo s é o assunto do Capítulo 7. Esta é uma ferramenta mais abrangente que as analisadas no Capítulo 6, podendo ser utilizada em situações nas quais o uso da Transformada de Fourier não é possível. No Capítulo 7 as propriedades, cálculo e exemplos de como a Transformada de Laplace é utilizada na análise de sistemas LIT são apresentados.

			Seguindo o mesmo roteiro utilizado nos Capítulos 6 e 7, último bloco de conteúdo versa sobre as ferramentas para análise de sinais e sistemas no tempo discreto. Capítulo 8 descreve a Análise de Fourier para o Tempo Discreto, ou análise no domínio da frequência e Capítulo 9 é dedicado à Transformada z, utilizada para transformar sinais e sistemas do domínio do tempo discreto para o domínio complexo z. As definições, propriedades, cálculo e exemplos de aplicação destas ferramentas são apresentadas, com ênfase na utilização das mesmas na análise de sistemas LID. Finalmente, Capítulo 10 encerra este bloco analisando a Amostragem de sinais, inicialmente no tempo contínuo e posteriormente no tempo discreto. A operação de amostragem é utilizada para modelar o processo de conversão de um sinal contínuo em um sinal discreto, ou um sinal analógico em um sinal digital, sendo, portanto, a base para o Processamento Digital de Sinais. A análise, nos domínios do tempo e frequência, da amostragem de sinais fornece também um excelente exemplo de aplicação da teoria desenvolvida ao longo deste livro. Praticamente todas as ferramentas descritas, seus conceitos e propriedades, são utilizados durante a análise da operação de amostragem de sinais.

			Alguns esclarecimentos sobre a organização descrita acima se fazem necessários. Como o nosso modelo de ensino assume três avaliações por período letivo, procuramos apresentar matéria em três blocos sequenciais aproximadamente equivalentes em termos de volume e complexidade de conteúdo. Por este motivo, optamos por apresentar a análise para sinais e sistemas no tempo contínuo (Fourier e Laplace) em um bloco e a análise para sinais e sistemas no tempo discreto (Fourier e z) em outro bloco. Muitos textos existentes preferem apresentar primeiro as análises de Fourier para o tempo contínuo e para o tempo discreto, seguidas das ferramentas de análise nos domínios s e z (Laplace e z). Entretanto, a assimilação dos conceitos relativos à representação e análise de sinais e sistemas nos domínios da frequência, s e z, representa um considerável desafio para a maioria dos alunos. Nossa experiência no ensino destes conteúdos indica que isolar o conteúdo referente ao tempo contínuo daquele referente ao tempo discreto, facilita o aprendizado da matéria, além de fornecer uma distribuição mais uniforme da mesma.
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			1. Introdução

		

	
		
			1.1 Sinais e sistemas

			Em geral, um sinal pode ser entendido como uma função de uma ou mais variáveis independentes cuja variação representa o comportamento de algum fenômeno físico. Se nos restringirmos à Engenharia Elétrica podemos, em geral, entender um sinal como uma grandeza cuja variação em função do tempo representa o comportamento de um fenômeno elétrico, como tensão ou corrente. Deste modo, exemplos de sinais podem ser encontrados nas mais diversas áreas, como Telefonia, Automação e Controle, Geração e Transmissão de Energia, Processamento de Áudio, Voz e Imagens, dentre outras no domínio da Engenharia Elétrica. Em todos estes casos, dispositivos conhecidos como transdutores são usados para converter variações de fenômenos físicos, como a voz humana, o som de um instrumento musical, a imagem de uma cena ou a temperatura de um processo químico, em variações de tensão ou corrente elétrica, portanto, em um sinal elétrico.

			Um sistema é um dispositivo que produz transformações em sinais, como ilustrado na Figura 1.1. Um sistema é caracterizado por sua relação entrada/saída, ou seja, pela transformação que o mesmo opera em um sinal aplicado à sua entrada para produzir um outro sinal em sua saída.

			[image: A black and white rectangle with black text



Description automatically generated]

			Figura 1.1 - Visão geral de um sistema

			Sinais e sistemas estão presentes em todos os ramos da Engenharia Elétrica e estudá-los, bem como à interação entre eles, é o objetivo da Análise de Sinais e Sistemas, abordada neste livro. Sistemas são responsáveis pelo processamento de sinais, operação que consiste na aplicação de transformações sobre sinais visando, em geral, extrair informações ou realçar características que sejam de interesse para uma aplicação específica.

			Com o advento da eletrônica digital, o conjunto de técnicas e métodos usados para processamento de sinais, foi dividido em dois ramos. O mais tradicional destes ramos, conhecido como Processamento Analógico de Sinais, é responsável pelo tratamento de sinais que são funções da variável tempo contínuo. O outro ramo é conhecido como Processamento Digital de Sinais, resultado da junção de técnicas analógicas adaptadas com outras técnicas inerentemente digitais, para tratar sinais que são discretos no tempo, ou seja, sinais para os quais a variável independente tempo assume uma forma discreta. Estes sinais também são conhecidos na prática como Sinais Digitais.

		

	
		
			1.2 Classificação de sinais e sistemas

			Para os propósitos deste livro, sinais são categorizados nas duas grandes classes já mencionadas, ou seja:

			
					
Sinais no Tempo Contínuo (STC), ou simplesmente Sinais Contínuos: São funções da variável independente tempo contínuo, geralmente denotada pela letra t. Sinais Contínuos são definidos para qualquer valor de t, sendo representados pela notação [image: ][image: ], etc. Os sistemas utilizados para transformar ou processar sinais contínuos são denominados, de forma análoga, Sistemas no Tempo Contínuo ou Sistemas Contínuos.


					
Sinais no Tempo Discreto (STD), ou simplesmente Sinais Discretos: Para estes sinais, a variável independente, geralmente denotada por n (mas às vezes também por m, l ou k), é definida somente para um conjunto discreto de valores, no caso o conjunto dos números inteiros. São assim denotados como [image: ][image: ], por exemplo. Analogamente ao caso contínuo, os sistemas utilizados para transformar ou processar sinais discretos são denominados Sistemas no Tempo Discreto, ou apenas Sistemas Discretos.


			

			Portanto, no caso de sinais discretos, considera-se que a variável tempo foi discretizada e que o sinal resultante consiste em uma sequência de números, ou amostras, ocorrendo para valores inteiros de n. Para valores não inteiros, a variável independente e consequentemente o sinal, simplesmente não são definidos.

			Figura 1.2 e Figura 1.3 ilustram como sinais, podem ser representados graficamente. Pode-se observar que para o sinal contínuo o comportamento do sinal é descrito por uma curva contínua, indicando que o mesmo está definido para qualquer valor de t. No caso discreto, o sinal só existe para valores inteiros da variável n, como indicado pela sequência de pontos no gráfico da Figura 1.3. Para os demais valores de n, o sinal não deve ser interpretado como tendo valor zero. Simplesmente ele não é definido.
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			Figura 1.2 - Representação gráfica de um Sinal no Tempo Contínuo (STC)
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			Figura 1.3 - Representação gráfica de um Sinal no Tempo Discreto (STD)

			Sinais no tempo contínuo são comumente usados para representar fenômenos na forma como eles aparecem na natureza. Como exemplo, podemos citar a curva de variação da temperatura de um ambiente ao longo do tempo ou o sinal sonoro produzido por um pássaro. Também existem vários dispositivos criados pelo homem que produzem sinais contínuos, seja na forma elétrica, como a tensão na saída de um gerador, seja na forma acústica, como os vários instrumentos musicais.

			Por outro lado, um sinal na forma discreta não aparece normalmente na natureza, sendo na maioria das vezes resultante de um processo chamado amostragem no tempo. Através deste processo um sinal contínuo é observado ao longo do tempo, mas seu valor é registrado, ou amostrado, apenas a intervalos fixos desta variável. Desta forma, sinais discretos podem ser vistos como uma representação alternativa e mais compacta de sinais contínuos, a qual viabiliza o uso de técnicas e sistemas digitais no seu processamento. Como será visto no Capítulo 10, o intervalo de amostragem pode ser escolhido de modo a garantir que toda a informação contida no sinal seja preservada e que o mesmo pode ser restaurado à sua forma original analógica quando necessário.

			É bastante comum a utilização da expressão Sinais Digitais para designar sinais no tempo discreto. Estritamente falando, sinais digitais constituem uma classe particular dos sinais discretos, a qual assume valores em um conjunto também discreto. Portanto, sinais digitais são funções cujos domínio e contradomínio são ambos conjuntos discretos. Na prática sempre lidamos com sinais digitais, já que as amostras resultantes do processo de amostragem são representadas por palavras binárias e armazenadas em registros de tamanho finito, o que implica em uma quantidade finita e contável de valores que as mesmas podem assumir. Por este motivo, os sinais discretos assim obtidos são chamados de sinais digitais e os sistemas responsáveis por seu processamento são chamados de sistemas de Processamento Digital de Sinais.

			Neste livro estudaremos sinais no tempo discreto no seu sentido mais amplo, ou seja, sem impor restrições aos valores que os mesmos podem assumir.

		

	
		
			1.3 Apresentação do Texto

			A organização deste texto segue o padrão descrito a seguir. No Capítulo 2 são apresentados os conceitos básicos relativos a sinais e sistemas para ambos os casos, tempo contínuo e tempo discreto. Inicialmente são examinadas as operações fundamentais que podem ser aplicadas aos sinais: soma, multiplicação, translação, rotação e compressão. Em seguida são definidas as categorias de sinais pares e sinais ímpares, sendo examinada a decomposição de um sinal em suas componentes pares e ímpares. A propriedade da periodicidade também é definida, analisada e exemplificada para as duas classes básicas de sinais. Para finalizar o Capítulo 2, são apresentados alguns sinais fundamentais que serão largamente utilizados ao longo do texto, bem como algumas de suas propriedades. Estes sinais são o impulso unitário, o degrau unitário, a exponencial complexa e o sinal senoidal.

			O Capítulo 3 é dedicado à apresentação das propriedades de sistemas, válidas tanto para o caso contínuo como para o caso discreto. Deste modo, são examinadas as definições de sistemas causais, com memória, invertíveis, estáveis, estacionários e lineares.

			No Capítulo 4, é estudada a classe dos sistemas discretos no tempo que possuem simultaneamente as propriedades da linearidade e da invariância ou estacionariedade, conhecidos como Sistemas Lineares Invariantes ao Deslocamento (LID). Sistemas LID permitem que sua saída seja expressa através da operação conhecida como convolução, realizada entre o sinal de entrada e uma função característica do sistema denominada resposta ao impulso. Uma expressão analítica para a convolução entre sinais discretos é derivada a partir das propriedades de um sistema LID, bem como é realizada uma análise gráfica desta operação. Também são examinadas as propriedades da operação convolução e a aplicação das mesmas à interconexão de sistemas. Dentre as características de sistemas LID apresentadas no Capítulo 4, destaca-se a representação dos mesmos por equações de diferença com coeficientes constantes, que leva à classificação de sistemas LID em recursivos, ou com Resposta ao Impulso de Duração Infinita (RII), e não-recursivos, ou sistemas com Resposta ao Impulso de Duração Finita (RIF). Para finalizar o Capítulo 4, são derivadas estruturas para implementação de sistemas LID a partir de sua equação de diferença.

			No Capítulo 5 é analisada a classe dos sistemas contínuos no tempo que são ao mesmo tempo lineares e invariantes no tempo, ou estacionários, conhecidos como Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (LIT).  Inicialmente é derivada e analisada a integral da convolução contínua, que relaciona a entrada e a saída de sistemas LIT através da resposta ao impulso. Propriedades de sistemas LIT e a correspondente forma assumida pela resposta ao impulso destes sistemas são também apresentadas. Finalmente, é discutida a representação de sistemas LIT por equações diferenciais e integrais, levando à derivação de estruturas para a implementação dos mesmos.

			O Capítulo 6 apresenta a Análise de Fourier para o tempo contínuo, que trata da representação de sinais e sistemas contínuos no domínio da frequência. É descrita a motivação e desenvolvida a fundamentação para a definição das ferramentas que possibilitam a mudança do domínio do tempo para o domínio da frequência. A primeira destas ferramentas é a Série de Fourier, a qual possibilita que sinais periódicos sejam representados como uma combinação linear de exponenciais complexas. Em seguida, é introduzida a Transformada de Fourier, que pode ser utilizada para representar tanto sinais periódicos como sinais aperiódicos contínuos no tempo, também utilizando exponenciais complexas como base desta representação. Finalmente é analisado como a Série e a Transformada de Fourier podem ser utilizadas na análise da interação entre sinais contínuos e Sistemas Lineares Invariantes no Tempo, que constitui a base para a teoria de filtragem analógica de sinais.

			A Transformada de Laplace é abordada no Capítulo 7. Esta ferramenta de análise de sinais e sistemas contínuos é mais genérica que a Transformada de Fourier e permite estender o uso da transformação de domínio a uma classe mais ampla de sinais, inclusive aqueles que não podem ser representados pela Transformada de Fourier. Isto faz com que a Transformada de Laplace desempenhe um papel relevante no estudo de sinais e sistemas no tempo contínuo. A Transformada de Laplace pode ser vista como uma generalização da Transformada de Fourier, o que faz com que ambas compartilhem muitas propriedades úteis à análise de sinais e sistemas, como será visto no decorrer desse capítulo.

			No Capítulo 8 é descrita a Análise de Fourier para o tempo discreto, a qual fornece uma representação para sinais e sistemas discretos no domínio da frequência. Inicialmente é descrita a Série de Fourier, que descreve como um sinal periódico, com período N, pode ser representado como a soma de N exponenciais complexas discretas. A seguir, tem-se a definição da Transformada de Fourier para sinais no tempo discreto, utilizada para converter um sinal discreto em uma representação contínua e periódica em frequência. Finalmente é analisado como a representação no domínio da frequência pode ser utilizada na análise da interação entre sinais e sistemas discretos, que é a base do Processamento Digital de Sinais.

			Também para o tempo discreto existe a necessidade de outra ferramenta além da Transformada de Fourier, que possa ser utilizada em casos nos quais aquela não é definida. Esta ferramenta é a Transformada z, analisada no Capítulo 9. Como veremos, a Transformada z é uma generalização da Transformada de Fourier no tempo discreto, desempenhando um papel equivalente ao da Transformada de Laplace para o tempo contínuo. Como resultado, muitas propriedades e muitos procedimentos de cálculo estudados no domínio da frequência possuem correspondência direta no domínio z, o que facilita muito a sua utilização.

			Finalmente, no Capítulo 10 é apresentada uma introdução aos processos de amostragem de sinais no tempo contínuo e de conversão do tempo discreto para o contínuo. Estes processos constituem a base para o Processamento Digital de Sinais, e a fundamentação teórica para os mesmos é uma aplicação direta das diversas transformadas estudadas nos capítulos anteriores. O Teorema de Nyquist é apresentado, que estabelece a condição a ser obedecida quando da amostragem de sinais, visando preservar a informação essencial dos mesmos. Também é analisado o processo de amostragem de sinais discretos, que equivale a alterar a taxa de amostragem original diretamente no domínio do tempo discreto.

		

	
		
			1.4 Exercícios

			Exercício 1.1 Cite quatro tipos de sinais que representem fenômenos físicos.

			Exercício 1.2 Descreva quatro sistemas que realizem transformações nos sinais que você citou no exercício anterior.

			Exercício 1.3 Dê três exemplos de sinais contínuos e três exemplos de sinais discretos no tempo.

			Exercício 1.4 Um sinal que represente os as horas que decorridas na realização de uma atividade é de tempo contínuo ou tempo discreto?

		

	
		
			2. Sinais

			Neste capítulo examinaremos algumas definições básicas relativas a sinais, para os dois domínios descritos no Capítulo 1, o do tempo contínuo e o do tempo discreto. Serão apresentadas várias operações possíveis de serem realizadas com e entre sinais e definidas algumas propriedades que podem ser usadas para caracterizar classes de sinais. Também serão definidos alguns sinais que desempenham um papel fundamental no estudo de sistemas lineares, os quais serão largamente utilizados no restante deste livro.

		

	
		
			2.1 Operações com sinais

		

	
		
			2.1.1 Soma e multiplicação de sinais

			As operações de soma e multiplicação de sinais consistem, respectivamente, em somar ou multiplicar os respectivos valores dos sinais operados para cada valor da variável independente. Os dois exemplos a seguir ilustram a soma e a multiplicação para ambas as classes de sinais, no tempo contínuo e no tempo discreto.

			Exemplo 2.1.1 Considere dois sinais contínuos, [image: ] e [image: ]então

			
					
Adição: [image: ]


			

			
					
Multiplicação: [image: ]


			

			[image: A graph of a function
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			Figura 2.1 - Sinais do Exemplo 2.1.1 (a) [image: ], (b) [image: ], (c) [image: ]  e (d) [image: ]

			Exemplo 2.1.2 Sejam dois sinais no tempo discreto, [image: ] e [image: ], então

			
					
Adição: [image: ]


			

			
					
Multiplicação: [image: ]


			

			Estes sinais estão ilustrados na Figura 2.2.
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			Figura 2.2 - Sinais do Exemplo 2.1.2 (a) [image: ], (b)[image: ], (c) [image: ] e (d) [image: ].

			Exemplo 2.1.3 Sejam [image: ]  e    [image: ]

			o sinal [image: ] consiste, portanto, em um período da senoide representada por [image: ].

		

	
		
			2.1.2 Multiplicação e divisão por um escalar

			Para efetuar estas operações multiplica-se ou divide-se, respectivamente, todos os valores do sinal pelo escalar, como exemplificado a seguir:

			Exemplo 2.1.4 Sejam os sinais [image: ] e [image: ], derivados nos exemplos 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente.

			A partir deles podemos definir os sinais [image: ] e [image: ], respectivamente, como descrito a seguir:

			
					Caso contínuo:

			

			[image: ]

			[image: ]  

			
					Caso discreto:

			

			[image: ]

			[image: ]

			Os sinais obtidos neste exemplo, estão ilustrados na Figura 2.3.

			[image: ]

			Figura 2.3 - Sinais do Exemplo 2.1.4  (a) [image: ], (b) [image: ]

				

		

	
		
			2.1.3 Translação ou deslocamento

			Esta operação consiste em adicionar uma constante, positiva ou negativa, à variável independente, portanto deslocando o sinal em relação à origem do sistema de coordenadas.

			Para o caso contínuo, esta operação é expressa como:

			
					
Sinal original: [image: ]


					
Sinal transladado ou deslocado: [image: ]


			

			Similarmente, para o caso discreto:

			
					
Sinal original: [image: ]


					
Sinal transladado ou deslocado: [image: ]


			

			Se o deslocamento é positivo considera-se que o sinal sofreu um atraso, caso contrário o mesmo é dito ter sido adiantado.

			Exemplo 2.1.5 Para exemplificar a operação de deslocamento, considere os sinais v(t) e v(n) obtidos no Exemplo 2.1.4:

			
					
Deslocar [image: ] de t0 = −2 equivale a adiantar [image: ] de 2:


			

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			
					
Deslocar [image: ] de n0 = +2 equivale a atrasar [image: ] de 2:


			

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

				

			Os sinais deslocados[image: ] e [image: ], estão ilustrados na Figura 2.4.
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			Figura 2.4 - Exemplo2.1.5: (a) sinal adiantado [image: ] = [image: ], (b) sinal atrasado [image: ] =[image: ]

		

	
		
			2.1.4  Rebatimento em torno do eixo vertical

			Esta operação equivale a inverter o sinal da variável independente, o que implica em ter o sinal rebatido em torno do eixo vertical.

			Exemplo 2.1.6 Considerando os sinais obtidos no exemplo 2.1.5, temos:

			
					Caso contínuo:

			

			[image: ]

			
				
					[image: ]
				

			

			
					Caso discreto:

			

			
				
					[image: ]
				

			

			[image: ]

			Os sinais rebatidos [image: ] e [image: ]) podem ser vistos na Figura 2.5.

			[image: A graph of a function
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			Figura 2.5 - Exemplo 2.1.6: (a) [image: ]= [image: ], (b) [image: ] =[image: ]

		

	
		
			2.1.5  Compressão e expansão

			As operações de compressão e expansão equivalem a realizar mudanças de escala em um sinal, através da multiplicação da variável independente por uma constante [image: ]. Para [image: ] ocorre uma compressão, enquanto para [image: ] o sinal é expandido.

			Exemplo 2.1.7 Temos o seguinte exemplo de compressão e expansão para um sinal contínuo no tempo:

			[image: ]

			Considerando α = 2, a versão comprimida deste sinal é:

			[image: ]

			Enquanto para [image: ], teremos uma versão expandida do sinal, dada por:

			[image: ]

			Os sinais analisados neste exemplo estão ilustrados na Figura 2.6.

			[image: A group of math equations
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			Figura 2.6 - Exemplos de compressão e expansão: (a) sinal original [image: ],  (b) sinal comprimido [image: ] (c) sinal expandido [image: ]

			O escalonamento temporal implica na mudança no tempo de execução do sinal. Por exemplo, aplicando-se um escalonamento temporal por um fator menor que 1 a uma música que possui um determinado ritmo, a sensação do ouvinte será de escutar um ritmo mais lento que o original. Se o fator de escalonamento for maior que 1 a sensação do mesmo ouvinte será de escutar um ritmo mais rápido.

		

	
		
			2.2  Sinais pares e sinais ímpares

			Um sinal par é invariante a rebatimento em torno do eixo vertical, ou seja, é um sinal que obedece à condição:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							  (2.2)

						
					

				
			

			para o caso contínuo, ou

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
					

				
			

			para o caso discreto.

			Contrariamente, um sinal é dito ser ímpar quando sofre uma inversão de sinal como resultado do rebatimento em torno do eixo vertical. Portanto para um sinal ímpar é obedecida a condição:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
					

				
			

			ou

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
					

				
			

			conforme o sinal seja contínuo ou discreto, respectivamente.

			Os sinais cosseno e seno, que serão bastante utilizados ao longo deste livro, constituem exemplos bem conhecidos de sinal par e sinal ímpar, respectivamente.

		

	
		
			2.2.1  Decomposição em componentes pares e ímpares

			É possível demonstrar que qualquer sinal pode ser expresso como a soma de dois sinais componentes, um par e o outro ímpar. Portanto, para um sinal contínuo qualquer [image: ] temos:

			[image: ]

			em que as componentes par e ímpar são definidas, respectivamente, por:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.3)

						
					

				
			

			e

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.4)

						
					

				
			

			Similarmente, para um sinal discreto qualquer [image: ], temos:

			[image: ]

			com componentes par e ímpar, respectivamente, definidas por:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ],

						
							
							(2.5)

						
					

				
			

			e

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ].

						
							
							(2.6)

						
					

				
			

			Os exemplos a seguir, ilustram a decomposição de sinais contínuos e discretos em componentes pares e ímpares.

			Exemplo 2.2.1 Considere o sinal no tempo contínuo:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.7)

						
					

				
			

			Utilizando as Equações 2.3 e 2.4 para determinar as componentes par e ímpar, respectivamente, obtemos os sinais ilustrados na Figura 2.7, ou seja:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
					

				
			

			e

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
					

				
			

			[image: A graph of a function
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			Figura 2.7 - Decomposição do sinal [image: ]: (a) sinal original, (b) componente par e (c) componente ímpar

			Exemplo 2.2.2 Considere o sinal no tempo discreto:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.8)

						
					

				
			

			As componentes par e ímpar deste sinal são obtidas a partir das Equações 2.5 e 2.6, respectivamente, como ilustrado na Figura 2.8, resultando em:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.9)

						
					

				
			

			e

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.10)

						
					

				
			

			
				
					[image: A graph of equations and numbers
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			Figura 2.8 - Decomposição do sinal [image: ]: (a) sinal original, (b) componente par e (c) componente ímpar

		

	
		
			2.3  Sinais periódicos

			Um sinal contínuo no tempo, [image: ], é dito ser periódico se existe um valor positivo T para o qual a relação

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.11)

						
					

				
			

			é válida para qualquer valor da variável [image: ]. O parâmetro [image: ] que satisfaz esta relação para qualquer valor de t é chamado de período do sinal.

			Similarmente, um sinal discreto no tempo [image: ] para o qual existe um valor inteiro positivo N tal que a relação

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.12)

						
					

				
			

			é satisfeita para todo valor de [image: ], é dito ser periódico com período [image: ].

			A Figura 2.9 ilustra dois exemplos de sinais periódicos, um contínuo e outro discreto. No caso do sinal contínuo da Figura 2.9.a, pode-se observar que a relação de periodicidade dada pela Equação 2.11 será satisfeita por qualquer múltiplo inteiro do período [image: ]. Portanto, o sinal pode ser considerado periódico para qualquer valor de período da forma [image: ], para valores inteiros de [image: ]. Uma situação semelhante pode ser observada para o sinal discreto na Figura 2.9.b, ou seja, para qualquer [image: ], [image: ] inteiro, a condição de periodicidade dada pela Equação 2.12 é satisfeita.

			[image: A graph of a function
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			Figura 2.9 - Exemplos de sinais periódicos: (a) Sinal contínuo com período [image: ], (b) Sinal discreto com período [image: ]

			O parâmetro [image: ] representa, portanto, o menor valor que o período do sinal [image: ] na Figura 2.9.a pode assumir, e é chamado de período fundamental de[image: ]. Analogamente, [image: ] representa para o sinal [image: ]) da Figura 2.9.b, o menor valor de [image: ]para o qual a Equação 2.12 permanece válida, sendo assim denominado de período fundamental de [image: ].

			Deste modo, as Equações 2.11 e 2.12 podem ser generalizadas para expressar a periodicidade de sinais contínuos e discretos, respectivamente, como:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.13)

						
					

				
			

			e

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.14)

						
					

				
			

			Exemplo 2.3.1 Sejam dois sinais [image: ] e [image: ]2. O período fundamental do primeiro é indefinido, pois a condição [image: ] é satisfeita para qualquer valor de [image: ]. No segundo caso, o período fundamental de [image: ] é igual a 1.

		

	
		
			2.4  Sinais de Energia e Sinais de Potência

			Energia (e Potência) como aqui definida não corresponde necessariamente à energia real de um sinal, como no caso em que tratamos com sinais de tensão ou corrente elétrica aplicados sobre uma carga. Energia, no caso mais geral, é uma medida do tamanho do sinal, que é de utilidade em várias aplicações. Por exemplo, no Capítulo 6 veremos que é possível aproximar um sinal periódico [image: ] por [image: ] termos da sua Série de Fourier, expressa como [image: ]. O erro resultante dessa aproximação é um sinal calculado como a diferença [image: ]. Neste caso, o tamanho, ou energia, do sinal erro é uma medida quantitativa da qualidade da aproximação obtida com [image: ] 

			A energia total [image: ] de um sinal [image: ] no tempo contínuo é definida como:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.15)

						
					

				
			

			Para um intervalo de tempo finito  [image: ], a energia do sinal é calculada como:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.16)

						
					

				
			

			O uso da magnitude nesta definição leva em conta que o sinal pode ser uma grandeza complexa. 

			A potência [image: ] do sinal, utilizada para intervalos finitos de tempo, corresponde à energia média do sinal no intervalo considerado. Portanto, para o intervalo finito [image: ], [image: ] é dada por:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.17)

						
					

				
			

			A potência instantânea Pt  de [image: ] é definida como o quadrado da magnitude do sinal no instante considerado, ou seja, [image: ].

			Para um sinal discreto [image: ], a energia total [image: ] é definida como:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.18)

						
					

				
			

			A energia em um intervalo finito [image: ], é dada por:

			 

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.19)

						
					

				
			

			Similarmente ao caso contínuo, a potência, ou energia média, [image: ] do sinal  [image: ]no intervalo [image: ] é:

			
				
					
					
				
				
					
							
							
								
									[image: ]
								

							

						
							
							(2.20)

						
					

				
			

			A potência instantânea de [image: ] é [image: ] ou seja, o quadrado do valor absoluto do sinal em um dado instante considerado.

			Considerando os conceitos acima, um sinal é classificado como Sinal de Potência quando possui potência média [image: ]  finita ([image: ]) e energia total [image: ] infinita ([image: ]). Sinal de Energia é aquele para o qual a energia total [image: ] é finita ([image: ]) e a potência média [image: ] é nula ([image: ]). Estas definições valem tanto para sinais no tempo contínuo quanto para sinais no tempo discreto.

		

	
		
			2.5  Alguns sinais básicos e suas propriedades

			Examinaremos nesta seção alguns sinais básicos, ou seja, sinais que são utilizados para a representação de outros sinais e como base para o desenvolvimento da teoria de transformadas e de Sistemas Lineares. 

		

	
		
		

	
		
			2.5.1  Sinal degrau unitário contínuo e sinal degrau unitário discreto

			O sinal degrau unitário no tempo contínuo é designado por [image: ] e definido como

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.21)

						
					

				
			

			Para o tempo discreto, o sinal degrau unitário é chamado de[image: ] e definido como

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.22)

						
					

				
			

			Na Figura 2.10 é ilustrada a representação gráfica do sinal degrau unitário para ambos os casos, contínuo e discreto.

			[image: A close-up of a number
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			Figura 2.10 - Sinal Degrau Unitário: (a)[image: ], (b) [image: ]

		

	
		
			2.5.2  Sinal impulso unitário no tempo contínuo

			Para o domínio do tempo contínuo, o sinal impulso unitário também é chamado de Delta de Dirac e identificado pela notação δ(t). A definição deste sinal é dada por

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.23)

						
					

				
			

			com a propriedade que

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.24)

						
					

				
			

			para um parâmetro ε arbitrariamente pequeno. Esta definição implica em que a área sob a curva do sinal possui valor unitário concentrado na origem. Analisando as Equações 2.21, 2.23 e 2.24, é fácil concluir que [image: ] e [image: ] estão relacionados pela expressão

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.25)

						
					

				
			

			O sinal δ(t) é uma abstração matemática, não sendo fisicamente realizável. A sua definição pode ser melhor entendida quando vista como o caso limite de outros sinais. Por exemplo, considere a função g∆(t), ilustrada na Figura 2.11.a e definida como

			[image: A graph of a function
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			Figura 2.11 - Sinais geradores do impulso

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.26)

						
					

				
			

			Claramente a área sob a curva de[image: ] é unitária para qualquer valor de [image: ]. À medida que [image: ] tende para 0 a amplitude do sinal dada por [image: ] tende para [image: ], sempre com área igual a 1. Portanto,

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.27)

						
					

				
			

			Uma derivação semelhante de [image: ] pode ser feita utilizando o sinal [image: ], ilustrado na Figura 2.11.b.

			[image: A line with numbers and letters
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			Figura 2.12 - Sinal Impulso Unitário

			A representação gráfica de [image: ]  é mostrada na Figura 2.12.a. O número ao lado da seta não indica o valor da função, mas sim a área da mesma, concentrada na origem. A seta indica que naquele ponto, [image: ], a amplitude do sinal é infinita.

			Impulsos, como qualquer outro sinal, podem ser escalonados e/ou deslocados, como ilustrado na figura 2.12.b. Neste caso, temos

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.28)

						
					

				
			

			para um número [image: ] arbitrariamente pequeno.

			Como o impulso deslocado [image: ] é não nulo apenas em [image: ]o produto deste por um sinal [image: ] qualquer também será não nulo apenas no instante t0, resultando em um impulso multiplicado pelo valor de [image: ] em [image: ]. Portanto, temos:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.29)

						
					

				
			

			Integrando a equação 2.29 para todo t, obtemos:

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							(2.30)

						
					

				
			

			Equação 2.30 indica que o valor de um sinal [image: ] qualquer em um dado instante t0, pode ser extraído através da multiplicação do sinal por um impulso posicionado em t0, seguida da integração do produto obtido. Esta equação, portanto, expressa a propriedade do impulso unitário conhecida como propriedade da extração.
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