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    INTRODUÇÃO




    O problema de Dirichlet para a equação dos gráficos mínimos em um domínio [image: ] de classe [image: ] consiste em encontrar uma função [image: ] que satisfaça




    

      [image: ] (1)

    




    onde [image: ] é dada a priori.




    Este é um problema clássico que vem sendo investigado há mais de um século.




    Relativamente a domínios limitados [image: ], sabemos desde os trabalhos pioneiros de Radó (1930) e Finn (1954, 1965) que o problema (1) tem solução única para qualquer [image: ] se e somente se [image: ] é convexo.




    Quando [image: ] é limitado e não convexo em médio, isto é, [image: ] tem ao menos um ponto onde a curvatura média é negativa, um clássico resultado foi dado por Jenkins & Serrin (1968). Eles mostraram que se o dado no bordo [image: ] é restringido de alguma forma, o problema (1) pode ser resolvido, conforme Teorema 2 de Jenkins & Serrin (1968). Mais precisamente, eles provaram que se [image: ] e




    

      [image: ]

    




    onde [image: ] tem uma forma explícita dada na seção 3 de Jenkins & Serrin (1968, p. 179), então o problema (1) tem solução. Em particular, mostraram que [image: ] se [image: ] é convexo médio. Observamos que, convexo médio, para [image: ], equivale a ser convexo.




    No entanto, tal restrição sobre o dado no bordo não é a melhor possível, como será visto ao longo de nossa explanação nos próximos capítulos e é justamente este o objetivo desta dissertação.




    Nos concentraremos em domínios não convexos médios, buscando condições que sejam as menos restritivas possíveis sobre o dado no bordo. Nosso interesse estará nas condições dadas por Williams (1984) no Teorema 1. Williams mostrou que, para [image: ] limitado e não convexo médio e [image: ] com constante de Lipschitz




    

      [image: ]

    




    o problema (1) tem solução se [image: ] é pequena o suficiente, menor que uma certa constante que depende de [image: ]. Mostrou que, sem uma hipótese sobre [image: ], pode-se encontrar dado no bordo [image: ], com [image: ] tão pequena quanto se queira, tal que o problema (1) não tem solução. Também provou que, se [image: ] existe um dado no bordo [image: ] nã o negativo tal que o problema (1) não tem (Teorema 4 de Williams (1984).




    Estudaremos aqui o Teorema 1 (existência) e Teorema 4 (não existência) de Williams (1984) no contexto do [image: ], sendo que, para o teorema de existência, optamos por um resultado de Ripoll & Tomi (2014), válido tanto para domínios limitados como não limitados (sendo que para este último caso, buscamos soluções limitadas), o qual exibe a condição sobre a constante de Lipschitz dada por Williams de uma forma mais explícita.




    Quanto a domínios não limitados e soluções ilimitadas do problema (1), exploraremos o resultado de existência devido a Kutev & Tomi (1998) o qual leva em consideração a mesma hipótese sobre a constante de Lipschitz de Williams. Também exploraremos um resultado de não existência para domínios não limitados dos mesmos autores.




    Os teoremas de existência para o problema de Dirichlet (1) estão concentrados no Capítulo 2.




    Provamos inicialmente o Teorema E de Kutev & Tomi (1998). A escolha por começar por este resultado ficará clara no decorrer da dissertação.




    Seja [image: ] o conjunto dos pontos não convexos de [image: ] o raio do disco de maior raio contido em [image: ] que tangencia [image: ] em [image: ] e




    

      [image: ] (2)

    




    Com esta notação, no que tange a soluções não limitadas vimos o seguinte resultado de Kutev & Tomi (1998 ):




    Teorema A (Teorema E, Kutev & Tomi (1968)) Seja [image: ] um domínio de classe [image: ] tal que [image: ] é limitado e seja [image: ] Dados [image: ] e [image: ][image: ] existe [image: ] tal que, se [image: ] satisfaz




    

      [image: ] (3)

    




    e




    

      [image: ] (4)

    




    o problema de Dirichlet (1) possui solução [image: ] satisfazendo




    

      [image: ](5)

    




    Em seguida, mostraremos o Teorema 2 de Ripoll & Tomi (2014), qual seja:




    Teorema B (Teorema 2, Ripoll & Tomi (2014)) Seja [image: ] um domínio de classe [image: ] e tal que [image: ] seja positiva e dado como em (2). Seja [image: ] tal que o dado no bordo [image: ] satisfaz a condição de Lipschitz




    

       [image: ] (6)

    




    Se




    

      [image: ]

    




    então defina o parâmetro [image: ] pela equação




    

      [image: ] (7)

    




    Se [image: ] então defina [image: ] Então o Problema de Dirichlet (1) tem solução limitada [image: ] para qualquer [image: ] desde que, adicionalmente a (6), satisfaça




    

      [image: ] (8)

    




    O método utilizado para a prova de ambos os resultados acima será o Método de Perron, o qual está descrito no Capítulo 1. Observamos que, relativamente ao Teorema A, Kutev & Tomi (1998) mostram ainda que a solução [image: ] obtida é única satisfazendo a condição assintótica (5). Também Ripoll & Tomi (2014), relativamente ao Teorema B, mostram a unicidade da solução, que decorre, se [image: ] é limitado, do Princípio do Máximo para a diferença de duas soluções (ver p. 17). Porém para domínios não limitados não é tão evidente. Estas questões relativas à unicidade não serão tratadas aqui pois seriam necessários uma série de outros resultados, o que fugiria um pouco de nosso objetivo.




    No Capítulo 3. estão concentrados os resultados de não existência para o problema de Dirichlet (1). Começamos pelo Teorema 4 de Williams (1984), o qual é relativo a domínios limitados de classe [image: ]. Faremos sua demonstração no contexto do [image: ]




    Considere um domínio [image: ] que tenha curvatura negativa (em relação a normal interior) em um ponto [image: ] Dado isto, note que existe [image: ] para todo [image: ] Tendo por base essa notação, o resultado de não existência de Williams (1984) para domínios limitados é dado por:




    Teorema C (Teorema 4, (Teorema 4, Williams (2014)) Seja [image: ] um domínio limitado de classe [image: ]e seja [image: ]Sejam [image: ] dados. Suponha [image: ] tal que existe [image: ] tal que




    [image: ]




    [image: ]




    Então não existe [image: ] tal que [image: ] em [image: ]




    Observamos que este resultado é necessário para a prova do resultado de não existência devido a Kutev & Tomi (Corolário 3. 3, Kutev & Tomi (1968)), que exploraremos na sequência e o qual é relativo a domínios de classe [image: ] quaisquer.




    Teorema D (Corolário 3.3, Kutev & Tomi (1968)) Seja [image: ] um domínio tal que [image: ] contém um segmento [image: ] de classe [image: ] que tenha curvatura negativa em relação à normal interior. Então, para qualquer [image: ] existe dado no bordo [image: ] com [image: ] tal que o Problema de Dirichlet (1) não possui solução em [image: ] para qualquer dado no bordo [image: ] sobre [image: ] tal que [image: ]




    Quanto ao Capítulo 1, elaboramos um resumo da teoria de EDP elípticas que necessitamos para visualizar o método de Perron, bem como um resumo do método de Perron em si.
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