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INTRODUCCIÓN


Este libro presenta una introducción al método de los elementos finitos aplicado a la respuesta mecánica de las estructuras y los sólidos en general, considerando un comportamiento lineal elástico isótropo del material, deformaciones infinitesimales y régimen estático de cargas. Aquí se describe la formulación del método de los elementos finitos para sólidos, representados en un dominio tridimensional y también mediante sus simplificaciones en los espacios bidimensional y unidimensional. Asimismo, se presenta una aproximación básica para simular el comportamiento mecánico de estructuras laminares reduciendo la geometría a su plano medio. La implementación de cada tipo de formulación se ilustra mediante los ejemplos de aplicación incluidos al final de algunos capítulos.


Por lo tanto, este documento está dirigido a estudiantes de Ingeniería Civil, Ingeniería Mecánica, Maestría en Estructuras, Maestría en Geotecnia y Maestría en Mecánica, interesados en conocer el método de los elementos finitos como herramienta para cálculo del estado de esfuerzos y de deformaciones de sólidos en general.


El capítulo primero indica algunas nociones del método de los elementos finitos, incluyendo el concepto de funciones de forma y función de aproximación, como también la definición de matriz, sus operaciones y propiedades.


En el capítulo segundo se describen los elementos de la mecánica de sólidos necesarios en la formulación del método, como los conceptos de desplazamiento, deformación y esfuerzo, la ley de Hooke y el Principio de los Trabajos Virtuales. Como motivación al método de los elementos finitos, en el capítulo tercero se ilustra la formulación del problema elástico lineal en estructuras simplificadas a barras sometidas a carga axial y flexión. En el capítulo cuarto se extienden los conceptos presentados a una formulación general del problema elástico lineal. En los capítulos quinto, sexto y séptimo se describe la formulación del método en el espacio bidimensional y se presentan diferentes ejemplos de aplicación. En el capítulo octavo se define el elemento tetraédrico de cuatro nudos y se aplica al análisis tridimensional de sólidos. Finalmente, en los capítulos noveno y décimo se presentan los conceptos de placas estructurales delgadas y cascarones, incluyendo su formulación en el método de los elementos finitos.
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CONCEPTOS BÁSICOS 


DEL MÉTODO DE LOS 


ELEMENTOS FINITOS




En las décadas de los cuarenta y cincuenta se desarrollaron técnicas para analizar placas a flexión, sustituyendo su comportamiento continuo por un sistema de barras elásticas sometidas a carga axial, inicialmente de forma inductiva (Hrennikoff 1941, McHenry 1943) y más adelante mediante principios energéticos (Argyris 1955, Turner et al. 1956). Poco después, Clough (1960) publicó la formulación general del método de los elementos finitos aplicable a sistemas discretos, obteniendo esfuerzos y deformaciones en sólidos. La geometría de tales sólidos era representada por elementos finitos triangulares, bajo las consideraciones de material lineal elástico, estado plano de esfuerzos y deformación infinitesimal. Desde entonces, se han desarrollado diferentes tipos de elementos finitos, modelos constitutivos de materiales simples y compuestos, cinemáticas de pequeñas y grandes deformaciones, y metodologías de análisis lineal y no lineal en general (Crisfield 1991, Bonet & Wood 1997, Runesson 1999, Belytschko et al. 2000, Holzapfel 2000, Jirásek & Bazant 2002, Reddy 2004, Kojic & Bathe 2005, Zienkiewicz & Taylor 2005, Barbero 2008, de Souza et al. 2008).


Muchos de los problemas matemáticos de campo y de la mecánica del medio continuo descritos en función de variables continuas se pueden resolver mediante el método de los elementos finitos, dividiendo el espacio y el tiempo del problema en pequeños subdominios e intervalos, que los representan de forma aproximada y discreta. Por lo tanto, la variable suavizada y continua que se desea obtener en el problema continuo se remplaza por la colección de funciones continuas exclusivamente en el interior de cada subdominio, las cuales son compatibles en su contorno.



1.1. DEFINICIÓN DEL MÉTODO ELEMENTOS FINITOS



El método de los elementos finitos es un procedimiento numérico que permite resolver problemas de la mecánica del continuo, entre otros, con una aproximación aceptable para ingeniería (Cook et al. 2001). En este procedimiento, el medio continuo se divide en un número finito de subdominios denominados elementos finitos, conectados entre sí por nudos, cuyo comportamiento responde a las ecuaciones de gobierno y a las condiciones de frontera (Zienkiewicz et al. 2005). Los elementos finitos más sencillos tienen formas comunes que dependen del dominio en el cual se define el problema. Por ejemplo, en un dominio unidimensional los elementos tienen forma de segmentos rectos, en un dominio bidimensional los elementos finitos son triángulos o cuadriláteros y en el dominio tridimensional son tetraedros o hexaedros.


El conjunto de elementos finitos y de nudos que representan aproximadamente la geometría del sólido se denomina malla de elementos finitos. En la Figura 1.1. (a) se muestra una columna ahusada acostada sometida a una presión uniforme en su cara lateral, cuya geometría y cargas se pueden representar de tres maneras: en un dominio tridimensional mediante una malla de elementos finitos hexaédricos irregulares (Figura 1.1. (b)), en un dominio bidimensional zy mediante una malla de elementos finitos cuadrilaterales incluyendo su espesor t(e) (Figura 1.1. (c)) o en un dominio unidimensional z con una malla de elementos unidimensionales incluyendo el área de su sección transversal A(e) (Figura 1.1. (d)).


Las dos últimas representaciones son simplificaciones de la geometría del problema que conllevan un menor costo computacional y en algunos casos una menor aproximación de la solución.


En mecánica de sólidos las ecuaciones de gobierno vinculan la cinemática, el modelo constitutivo del material y las condiciones de equilibrio, mientras que las cantidades de interés corresponden al campo del desplazamiento, de la deformación y del esfuerzo en el sólido.



1.2. FUNCIÓN DE APROXIMACIÓN Y FUNCIÓN DE FORMA DE UN ELEMENTO FINITO



A partir de las ecuaciones de gobierno se establece la variable escalar o vectorial que se desea obtener directamente en términos de la posición en el dominio del problema, denominada cantidad de interés. Asimismo, se pueden calcular otras variables a partir de la cantidad de interés, por ejemplo sus primeras derivadas en el espacio.


La cantidad de interés del problema se obtiene a partir del conjunto de funciones suaves y continuas definidas en el interior de cada elemento finito Ω(e) denominadas funciones de aproximación ϕ(e).


        

            

        

Tales funciones son comúnmente polinomios cuyo orden identifica al tipo de elemento finito. Por ejemplo, el elemento unidimensional lineal cuenta con la función de aproximación polinómica de primer orden presentada en la ecuación (1.1); en cambio, el elemento unidimensional cuadrático tiene la función de aproximación polinómica de orden 2 dada en la ecuación (1.2).


[image: img4.png]


En un dominio bidimensional, el elemento triangular lineal y el elemento triangular cuadrático exhiben funciones de aproximación lineal y cuadrática, respectivamente, de la forma:


[image: img5.png]


El elemento finito más sencillo en un dominio tridimensional es el elemento tetraèdrico lineal, el cual cuenta con una función de aproximación lineal definida como:


[image: img6.png]


En las ecuaciones anteriores, los coeficientes αi(e) son parámetros que dependen de los valores de la función de aproximación en su contorno.


En cada elemento finito se define el valor de la función de aproximación en lugares particulares de su dominio denominados nudos, de tal forma que dicha función evaluada en el nudo i, ubicado en la posición Xi, es igual a  [image: img7.png] Cada [image: img8.png] se identifica como el valor nodal de la función de aproximación en el nudo i del elemento e. El vector posición xi está conformado por las componentes (.xi,yi,zi) en un dominio tridimensional, por (xi,yi) en un dominio bidimensional y por Xi en un dominio unidimensional. Este tipo de elementos, cuyos valores nodales son iguales a la función de aproximación evaluada en los nudos exclusivamente, se denominan elementos finitos de continuidad C0.


Se establece que el número de nudos del elemento coincida con el número de coeficientes αi(e), con el fin de expresar estos últimos en términos de los valores nodales [image: img9.png]i(e) para remplazarlos en la función de aproximación. Por ejemplo, el elemento unidimensional lineal que se muestra en la Figura 1.2(a) tiene los nudos 1 y 2 ubicados en sus extremos y sus valores nodales son


[image: img10.png]


De estas dos ecuaciones se obtienen los dos coeficientes


[image: img11.png]


los cuales se remplazan en la ecuación (1.1), de tal forma que la función de aproximación se reescribe:


[image: img12.png]


Los coeficientes N¡(e)(x) que multiplican a los valores nodales en general se denominan funciones de forma del elemento finito. En particular tales funciones en un elemento unidimensional lineal son iguales a:


[image: img13.png]


y se representan en la Figura 1.2 (b) y (c).


Basándose en el mismo procedimiento, se pueden escribir las funciones de aproximación de cualquier elemento finito de n nudos y continuidad C0 en términos de sus funciones de forma y de sus valores nodales, así:


[image: img14.png]


donde x=(x,y,z) en dominios tridimensionales, x=(x,y) en dominios bidimensionales y x=x en dominios unidimensionales. De acuerdo con la ecuación anterior, el valor de [image: img9.png](e) en el interior del elemento es el resultado de la interpolación en la posición x dada por los valores nodales [image: img9.png]i(e).


En los capítulos 3, 5 y 8 se describen las funciones de forma de algunos elementos finitos en dominios unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales, respectivamente. En general tales funciones muestran las siguientes características:


[image: img15.png]   Las funciones de forma dependen de la posición y corresponden a polinomios del mismo orden de la función de aproximación del elemento.


[image: img15.png][image: img16.png]Las funciones de forma adquieren un valor de uno en su propio nudo y de cero cuando son evaluadas en los demás nudos del elemento.


[image: img15.png][image: img16.png]La sumatoria de las funciones de forma de un elemento evaluada en cualquier posición de su interior es igual a uno.


[image: img15.png][image: img16.png]La sumatoria de las primeras derivadas de las funciones de forma con respecto a la posición y evaluada en cualquier posición es igual a cero.



1.3. FUNCIÓN DE APROXIMACIÓN EN LA MALLA DE ELEMENTOS FINITOS



En elementos finitos de continuidad C0 el valor de la función de aproximación en un nudo común a varios elementos es el mismo. En consecuencia dicha variable se representa mediante una función continua a trazos en la malla de elementos finitos. Por ejemplo, la Figura 1.3(a) muestra la función de aproximación [image: img9.png](x) de un problema unidimensional, representado mediante una malla de elementos finitos unidimensionales lineales de continuidad C0. Se observa la compatibilidad en los valores de la función de aproximación en los nudos comunes a dos elementos finitos. Otro ejemplo se indica en la Figura 1.4, donde se muestra la función de aproximación [image: img9.png](x,y) de un problema bidimensional en el plano xy, cuya malla está conformada por elementos finitos triangulares de aproximación lineal.


En el problema mecánico estático la cantidad de interés corresponde al campo vectorial del desplazamiento. Cada componente del desplazamiento se representa con una función de aproximación independiente; sin embargo, todas las funciones de aproximación son polinomios del mismo orden.


        

            

        

[image: img18.png]



1.4. ELEMENTOS FINITOS DE CONTINUIDAD CI



En algunos problemas es importante conservar un valor común de las primeras derivadas de la función de aproximación con respecto a la posición en el contorno compartido por varios elementos finitos, adicionalmente a la continuidad de la función de aproximación en esos mismos lugares. Para lograrlo se puede definir un elemento finito cuyos valores nodales correspondan a la evaluación de [image: img9.png](e) y de ∂x [image: img9.png](e) en sus nudos. Este tipo de elementos se denominan elementos finitos de continuidad C1. La Figura 1.3(b) ilustra la función de aproximación obtenida en un problema unidimensional con elementos finitos de continuidad C1. Allí se observan valores comunes de [image: img9.png] y de ∂x [image: img9.png] en los nudos que conectan a dos elementos.


En los problemas de vigas, placas y cascarones se utiliza esta clase de elementos, como se describe en los capítulos 3, 9 y 10, respectivamente.



1.5. MATRICES



Una matriz es un arreglo rectangular de elementos o coeficientes organizados en filas y columnas, que pueden describir un grupo de ecuaciones de forma simultánea asociadas a operaciones como suma, multiplicación y derivación, entre otras (Grossman 1996, Lay 2011).



1.5.1. NOTACIÓN



En este libro las matrices se denotan mediante una letra negrita y sus coeficientes se representan con la misma letra cursiva acompañada de uno o dos subíndices, los cuales indican su posición en el interior de la matriz, como se muestra en la siguiente ecuación. En una matriz A el primer subíndice define el número de la fila y el segundo el número de la columna, es decir, el coeficiente Aij está ubicado en la fila i y columna j. En cambio, el coeficiente de la fila i de una matriz columna b se indica cómo bi , y el coeficiente de la columna j de una matriz fila c se indica cómo Cj.


[image: img19.png]


Las dimensiones de una matriz están dadas por la cantidad de filas y de columnas que la componen, por ejemplo la matriz A indicada en la expresión anterior tiene m filas por n columnas, es decir, sus dimensiones son m x n.



1.5.2. PROPIEDADES Y OPERACIONES BÁSICAS



A continuación se indican brevemente algunas de las propiedades y operaciones básicas de las matrices, útiles en el contexto del método de los elementos finitos.


[image: img15.png]   Suma de matrices. Sean Am x n y Bm x n dos matrices del mismo tamaño, se define la matriz C=A+B como la suma de ellas obtenida de la adición término a término de sus coeficientes, es decir, Cij = Aj + Bj. Esta operación matricial cumple con la propiedad conmutativa de tal manera que A+B = B+A.


[image: img15.png]   Multiplicación de una matriz por un escalar. Sea [image: img20.png] una cantidad escalar y A m x n una matriz, el producto entre ambos C= [image: img21.png]A es igual a la multiplicación de cada coeficiente de la matriz con el escalar, es decir, Cij = [image: img22.png]Aij.


[image: img15.png] Multiplicación de matrices. Sean las matrices A m x p y B p x n denominadas premultiplicador y posmultiplicador, respectivamente, cuyo número de columnas p del premultiplicador es igual al número de filas del posmultiplicador. Se define la matriz C=AB como el resultado de la multiplicación matricial entre ellas obtenido de la forma Cij = [image: img23.png]pk=1 Aik kij. Esta operación matricial no cumple con la propiedad conmutativa en general, es decir, si las matrices fuesen cuadradas AB [image: img24.png] BA.


[image: img15.png]   Matriz cuadrada. se define como matriz cuadrada a la que tiene el mismo número de filas y de columnas, es decir, a toda matriz A de dimensiones m x m.


[image: img15.png]  Matriz columna. Es la matriz que tiene m número de filas y una sola columna, la cual se indica de la forma  A m x 1.


[image: img15.png]  Matriz fila. Se define como la matriz que tiene una sola fila y n número de columnas, la cual se indica de la forma A1 x n.


[image: img15.png]  Matriz transpuesta. Sea una matriz A m x n de coeficientes Aij y dimensiones m x n, la matriz transpuesta de A indicada como AT1 x n es una matriz de n filas por m columnas cuyos coeficientes son ATij = Aji.


[image: img15.png]  Matriz transpuesta de la multiplicación entre dos matrices. Sea una matriz C definida como el producto entre las matrices A y B, es decir, C = AB, la matriz transpuesta de C es igual a C = BT AT.


[image: img15.png]  Matriz simétrica. Dada una matriz cuadrada A m x m, la que cumple que A = AT, es decir, Aij = Aji es una matriz simétrica.


[image: img15.png]  Matriz identidad. La matriz identidad I m x m es la matriz cuadrada de tamaño m cuyos coeficientes de la diagonal principal son iguales a 1 y los demás son iguales a 0. Dadas las matrices A m x n y B n x m, la matriz identidad tiene como propiedad que


[image: img25.png]


[image: img15.png]   Matriz inversa. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo tamaño; si el producto entre ellas es igual a la matriz identidad, es decir, BA = I, la matriz B es la matriz inversa de A y se designa como A-1. En general se cumple que A-1A = A A-1 = I.


[image: img15.png]  Matriz ortogonal. Una matriz cuadrada A es ortogonal si su inversa es igual a su transpuesta, es decir, si A-1 = AT. Por lo tanto, A AT = I y AT A = I.


[image: img15.png]  Determinante de una matriz. Dada una matriz cuadrada A m x m, su determinante, indicado como det(A) o |A|, es una cantidad escalar igual a 


[image: img26.png]


es el cofactor del coeficiente Aj. El escalar w(i,j) corresponde al menor de A en i, j y es igual al determinante de la matriz formada después de eliminar la fila i y la columna j de la matriz A. Este procedimiento se denomina método de expansión por cofactores.


[image: img15.png]  Determinante de una matriz transpuesta. El determinante de una matriz transpuesta ATes igual al determinante de la misma matriz A.


[image: img15.png]   Determinante de matrices pequeñas. En particular, los determinantes de matrices cuadradas de tamaño 2 y de tamaño 3 son iguales a:


        

            

        

[image: img15.png]  Matriz de operadores diferenciales. La matriz de operadores diferenciales V es una aplicación lineal que representa el conjunto de derivadas con respecto a la posición, que podrían actuar sobre una o varias funciones de (x,y,z). Por lo tanto, un vector que contiene a las derivadas espaciales de varias funciones se puede expresar como la matriz de operadores diferenciales actuando sobre dichas funciones, en una operación matricial similar a la multiplicación. Por ejemplo, un vector que contiene las derivadas de las funciones f(x,y,z) y g(x,y,z) se puede expresar de la forma:


[image: img28.png]


■  Integral de una matriz. La integral de una matriz corresponde a otra matriz del mismo tamaño, cuyos términos son iguales a la integral de los coeficientes de la matriz original. sea la matriz A definida en la ecuación (1.9), la integral de A con respecto a O es igual a:


[image: img29.png]



1.5.3. REGLA DE CRAMER



La regla de Cramer es un método explícito para obtener la solución de un sistema linealmente independiente de ecuaciones simultáneas. Un conjunto de m ecuaciones simultáneas de la forma:


[image: img30.png]


se puede escribir matricialmente así:


[image: img31.png]


La regla de cramer establece que cada uno de los coeficientes del vector b, es decir, b1 bi, bm, son iguales al cociente entre dos determinantes derivados a la matriz A, de la forma:


[image: img32.png]


Siendo Ai la matriz cuadrada formada al remplazar la i-nésima columna de A por el vector g, es decir:


[image: img33.png]



1.6 TRANSFORMACIÓN ENTRE SISTEMAS COORDENADOS DE LAS COMPONENTES DE UN VECTOR



La Figura 1.5 (a) muestra al vector v, cuyas componentes han sido determinadas con respecto a un sistema coordenado global xyz definido por los vectores base i, j, k, de la forma:


[image: img34.png]


Dado un nuevo sistema coordenado local x y z , mostrado en la Figura 1.5 (b), que también cumple con la regla de la mano derecha y cuyos vectores base son i, j, k, el mismo vector v se puede expresar como:


[image: img35.png]


donde [image: img36.png] corresponden a las componentes del vector v con respecto al sistema coordenado [image: img37.png].


La relación entre los dos sistemas coordenados se puede expresar mediante los cosenos de los ángulos conformados entre los vectores unitarios direccionales de los dos sistemas coordenados, denominados cosenos directores y definidos de la forma (Linero & Garzón 2010):


[image: img38.png]


        

            

        

Por ejemplo,[image: img40.png] corresponde al coseno del ángulo [image: img41.png] formado entre el vector unitario i paralelo al eje x del sistema coordenado local y el vector unitario j paralelo al eje y del sistema coordenado global.


Dado que la proyección del vector i sobre los ejes coordenados [image: img42.png] es igual a los productos escalares[image: img43.png] respectivamente, dicho vector se puede definir con respecto al sistema coordenado [image: img44.png] de la forma:


De manera similar se pueden obtener las siguientes expresiones de los vectores unitarios en las direcciones del sistema coordenado global en términos de los vectores unitarios del sistema coordenado local:


[image: img45.png]


Sustituyendo las ecuaciones (1.20) y (1.21) en la expresión (1.17), se obtiene el vector v con respecto al sistema coordenado xyz de la forma:


[image: img46.png]


Después de igualar la expresión anterior con la ecuación (1.18), se observa que las componentes del vector v en el sistema coordenado local se relacionan con las componentes en el sistema global de la forma:


[image: img47.png]


Reescribiendo las expresiones anteriores en notación matricial se obtiene la ecuación general de transformación de sistema coordenado de un vector de la forma:


[image: img48.png]


es decir:


[image: img49.png]


Se define en la siguiente ecuación la matriz de transformación de un vector en el espacio Tv, cuyos coeficientes corresponden a los cosenos directores indicados en la ecuación (1.19).


[image: img50.png]


Si ahora se despeja la matriz columna de las componentes del vector en sistema coordenado global de la ecuación (1.24), se tiene que v = [image: img51.png]


Dado que la matriz de transformación Tv es ortogonal y por lo tanto T(e)T = T(e)-1, el vector v es igual a:


[image: img52.png]



1.7. PROBLEMAS PROPUESTOS




1.7.1. FUNCIONES DE FORMA EN COORDENADAS NATURALES DE UN ELEMENTO UNIDIMENSIONAL LINEAL



El sistema coordenado natural [image: img53.png] describe la posición en el interior de un elemento finito mediante cantidades relativas adimensionales. En elementos unidimensionales el origen de [image: img53.png] se ubica en la mitad del elemento y adquiere un valor de 1 en el extremo derecho y de -1 en el extremo izquierdo, como se indica en la Figura 1.6.


Un elemento unidimensional lineal de longitud L(e) está conformado por dos nudos ubicados en sus extremos Figura 1.6(a)) y cuenta con una función de aproximación dada por la ecuación (1.1). Obtener las funciones de forma del elemento finito asociadas a cada nudo en términos de su coordenada natural [image: img53.png]. Verificar si cumplen las propiedades de las funciones de forma.


[image: img54.png]



1.7.2. FUNCIONES DE FORMA DE UN ELEMENTO UNIDIMENSIONAL CUADRÁTICO
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