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				Estimado lector no profesional de la enseñanza, si has cogido este libro por la segunda parte de su título, dale una oportunidad. Sí, es un libro de aritmética, pero también es un libro “para padres y madres”. El ejemplar que tienes en tus manos es un verdadero manual con el que poder acompañar a los más pequeños de la casa. Con este libro se revisitan las matemáticas que te enseñaron hace ya unos años, esas que puede que celebrases dejar de dar, esas que ahora le toca superar a ella o a él. Es un manual escrito en un lenguaje claro, muy transparente, con ejemplos muy accesibles. Mientras lo lees van a pasar muchas co-sas: entenderás conceptos que entonces no te cuestionaste, y que superaste de alguna ma-nera, podrás comprender, podrás disfrutar, ahora sí, sin la presión del examen. Contarás también con una ventaja añadida, como adulto tienes mayor capacidad de abstracción y madurez, tienes experiencia, algo que quien se enfrenta por primera vez a las matemáti-cas, no tiene. Leer este libro te podrá servir para comprenderle, para acompañarle, para echarle una mano, para que su experiencia no sea negativa, para romper ese círculo vicio-so, para que no pase por lo que tal vez tú pasaste.

				¿Por qué seguirán costando tanto esfuerzo las matemáticas escolares? ¿Por qué se-guimos tropezando con esa piedra? Tal vez convenga decirlo aquí, el autor lo explicará en el texto más adelante: es porque son difíciles. Conviene aclarar en qué se fundamenta esta dificultad: las matemáticas son abstractas, sus conceptos no son concretos: las cifras, las decenas, las centenas, las llevadas… Pero no solo por la falta de concreción, también por-que cada nuevo concepto se basa en los anteriores, no hay un borrón y cuenta nueva, cada tema nuevo necesita de los anteriores y es necesario que se interiorice correctamente an-tes de empezar el siguiente. Y por si esto no fuera ya suficiente, es preciso mecanizarlas, es preciso que cada nueva operación -ya que estamos hablando de aritmética- se repita lo suficiente para que no quede lugar a duda sobre su ejecución.

				El último punto de la anterior enumeración, la mecanización, nos habla de una posi-bilidad que no debemos dejar de lado en el aprendizaje de las matemáticas, la posibilidad de aprender los procedimientos sin una comprensión profunda de lo que se está haciendo. Es ese aprendizaje procedimental da a veces a entender que el que aprende lo está hacien-
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				do bien cuando ejecuta bien los procedimientos. Pero ocurre en los últimos cursos que la dificultad aumenta y este acercamiento superficial se torna insuficiente. Llegan los sufri-mientos, y la manía a las matemáticas y la necesidad de acabarlas cuanto antes. El círculo vicioso ha dado otra vuelta. No podemos permitirnos eso. Una correcta alfabetización ma-temática es fundamental para la formación de nuestros hijos, independientemente de lo que vayan a estudiar después. Se trata de entender el mundo. Decía Galileo que las reglas de la naturaleza están escritas en la lengua de las matemáticas, pero unos siglos después podemos afirmar que nuestro día a día depende del análisis de información -numérica o no-, de la resolución de problemas de todo tipo, de la elección del mejor camino, de la mejor estrategia, y sí, una buena parte de todo esto se consigue aprendiendo bien a hacer matemáticas.

				He querido dedicar los primeros párrafos del prólogo al lector no profesional de la enseñanza. Quiero dirigirme ahora a otro posible lector: tú, maestra o maestro; de prima-ria, o de secundaria, que empiezas o que llevas años enseñando matemáticas. No sé cómo te habrás tomado mi afirmación de que las matemáticas son difíciles. No pretendía con ella excusarme, no podemos cobijarnos tras su dificultad, no podemos decir “esto es difícil, normal que se os dé mal”. Espero que no te haya molestado, mis disculpas si ha sido así. No sería la primera vez, he discutido con graduados en matemáticas, profesores de secunda-ria, bachillerato o universidad que me decían “las matemáticas, si se enseñan bien, son fáciles”. En este libro vas a encontrar argumentos que justifican mi afirmación, pero no solo, también vas a encontrar muy buenas pistas, muy buenas ideas para ayudarte en el proceso de acompañar a los estudiantes en este camino. Los maestros y profesores de ma-temáticas hemos llevado a muchos a odiar esto que tanto queremos. Hemos hecho creer a demasiados alumnos que no eran buenos en matemáticas. Es hora de que eso cambie, y tienes en tus manos una palanca para ayudarte en ese cambio. Si eres maestra o maestro de matemáticas cuenta también con las familias de tus alumnos, recomiéndales este libro, invítales a acompañar a sus pequeños en el camino que habéis emprendido, va a ser mejor para todos. Este libro es un manual muy recomendable también si eres estudiante de ma-gisterio o de pedagogía, tendrás tiempo de aprender con tus alumnos y de tus alumnos, pero ahora, en tu etapa de formación, puedes aprender muchísimo también con este texto.

				Además, para el profesional de la enseñanza de las matemáticas este libro es una oportunidad de seguir aprendiendo matemáticas, como le pasó al autor. La historia de Ron Aharoni es muy interesante, y debo reconocer que me identifico mucho con ella. Aharoni llevaba muchos años investigando en matemáticas y enseñando matemáticas de mayores a mayores cuando aceptó el reto de trabajar en un pequeño colegio de una pequeña ciudad de Israel. Nunca estuvo alejado de la enseñanza de los pequeños, ya que había impartido cursos de profundización y ampliación de matemáticas a alumnos de altas capacidades en edad escolar. Sin embargo, el profesor universitario entró en la escuela con mal pie, como él mismo reconoce, y sin esperar lo que le iba a pasar a continuación. No quiero hacer spoilers del libro que tienes en tus manos pero no te quiero dejar sin saberlo, el profesor aprendió, aprendió mucho, y no sólo aprendió sobre cómo enseñar matemáticas a peque-ños, es que aprendió verdaderas matemáticas. Aharoni obtuvo, para su sorpresa, una ima-gen mucho más detallada de la materia que tanto quiere y disfruta. En la introducción de 
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				este libro expresa cómo empezó con grupos de alumnos “mayores” de quinto o sexto curso para luego trabajar con alumnos de los primeros cursos. Fue curiosamente con los más pequeños con los que más aprendió. Yo siento que tuve una oportunidad parecida cuando me acerqué a mi hija que hablaba apasionada sobre lo que aprendía en la escuela infantil, fue su pasión la que me animó a revisitar las matemáticas escolares para aprender muchas más sutilezas. Conozco más personas que han hecho ese proceso, y lo han disfrutado mu-cho, por eso, si eres profesor de matemáticas de mayores, este también es tu libro.

				El sistema escolar israelí, en el que se enmarcan las experiencias y reflexiones reco-gidas en el libro, es muy semejante al nuestro. Las enseñanzas obligatorias van de los cinco a los quince años y la escuela primaria está dividida en seis cursos y está dirigida a alumnos entre los seis y los doce años. Como diferencia fundamental habría que decir que la mayor parte de las escuelas de Israel son de titularidad pública. Los primeros tres cursos están dedicados a los números naturales y sus operaciones -incluyendo entre estas opera-ciones la representación de los datos numéricos en gráficos y tablas- y la geometría. Las fracciones y los números decimales no aparecen antes del cuarto curso, algo común cuan-do se miran los currículos de matemáticas. Como ocurre en tantos otros países, los alum-nos de Israel tienen también un “currículo espiral”, los alumnos pasan cada año por los mismos conceptos y operaciones ampliándose cada curso un poco a la vez que se profun-diza sobre ellos. Los alumnos israelíes se someten a pruebas de nivel a partir del cuarto curso y tienen al terminar la etapa obligatoria una prueba de nivel, el Bagrut. Israel parti-cipa también en pruebas internacionales (PISA, programa internacional de evaluación de estudiantes, TIMSS, estudio de las tendencias en matemáticas y ciencias), obteniendo re-sultados en la mitad de la tabla de países, con alguna bajada en los últimos rankings inter-nacionales, con la consiguiente preocupación de las autoridades educativas, otra caracte-rística que tenemos en común.

				Aunque en el anterior párrafo se menciona la “profundización” lo cierto es que el currículo de matemáticas es demasiado extenso para que se pueda profundizar verdadera-mente en él. El bloque de números -llamémosle cálculo, o aritmética- es demasiado exten-so y su preeminencia sobre el resto de conceptos matemáticos que se pueden y deben tra-tar es tal que no es difícil encontrar la creencia de que las matemáticas escolares son eso, números y operaciones. Son muchas, y muy variadas, las voces de los que piden que se revise este currículum, que se acote su extensión para que se pueda profundizar más, que se planteen actividades más “ricas” y que se deje en manos de la tecnología las partes más tediosas de cálculo. Por poner un ejemplo, las divisiones en las que el divisor tiene más de dos cifras distintas de cero, que siguen presentes en los diversos currículos españoles, tanto en los oficiales como los que se acaban implementando por los docentes y que tienen que ver con sus creencias y con lo que viene escrito en el libro de texto. Liberarnos de esos contenidos no debería ser visto como “bajar el nivel”, al contrarío, sería una oportunidad perfecta para subirlo. Es mucho más importante dar una buena estimación de una opera-ción rápidamente que dar un resultado exacto después de varios minutos -por seguir cen-trados en el cálculo-. O, por poner otro ejemplo, es mucho más profundo y demuestra tener mucho más dominio de la materia ser capaz de inventar tres o cuatro problemas distintos que esa misma operación pueda resolver.
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				Querido lector: demasiadas veces he podido observar cómo en una biblioteca o libre-ría alguien agarra un libro convocado por su título o por su portada, observa a continua-ción que es de matemáticas y lo suelta como si quemara, como si le obligase a revivir una experiencia negativa, algo que, lógicamente, no apetece. No sueltes este libro, no quema ni muerde, al contrario, da muy buenos consejos, y lo hace con un lenguaje muy cercano.

				Si has llegado hasta aquí, y has leído este prólogo te invito a que pases la página, a que veas lo que te ofrece, y que lo disfrutes desde ya. No me quiero despedir sin mostrar mi agradecimiento a la Real Sociedad Matemática Española por haber incluido este volumen en su colección de Estímulos Matemáticos que publican junto a la editorial SM, han elegido muy bien.

				Joseángel Murcia Carrión (@tocamates) 

				Profesor Asociado de la Facultad de Educación - Centro de Formación de Profesorado. Universidad Complutense de Madrid. Asesor de Smartick. Autor de “Y me llevo una: un ajuste de cuentas con las matemáticas escolares”.
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				La mayoría de los adultos tienen muy enterrados sus recuerdos sobre la época en la que estudiaban matemáticas. La mayor parte de las veces lo único que quieren es olvidar ese trauma. Aceptan su añeja incapacidad para comprenderlas como algo tolerable aunque doloroso. Se consuelan pensando que, en realidad, no hacen falta para nada, hasta que un día surge la necesidad y reaparecen las viejas ansiedades, por ejemplo, cuando sus hijos empiezan a enfrentarse con las mismas experiencias que ellos sufrieron de pequeños.

				Muchos querrían ayudar a sus hijos con sus problemas de aritmética, pero tienen miedo de rencontrarse con aquella asignatura que les resultó tan difícil en su infancia. Sin embargo, no se dan cuenta de que, desde entonces, han ido adquiriendo muchas herra-mientas nuevas. Los adultos tienen más perseverancia, capacidad de abstracción, habili-dad para procesar enunciados complejos y paciencia para adquirir una imagen completa. Todas estas habilidades son muy útiles para enfrentarse mejor y con más rapidez con los principios de las matemáticas de la enseñanza Primaria.

				El propósito de este libro es proporcionar la orientación necesaria para ello. Ofre-cer ayuda al padre o la madre que quieran participar activamente en el proceso de aprendizaje de sus hijos en lo que se refiera a la aritmética. De hecho, así fue como nació el libro. Los otros padres del colegio de mi hijo me pedían instrucciones por escrito para poder ayudar a los suyos con los deberes de matemáticas. Lo que empezó como unas modestas notas fue evolucionando poco a poco y acabó adoptando la estructura y el ta-maño de un libro.

				Los libros, como las ideas, tienen vida propia. A veces llevan ellos las riendas tanto como lo hace el propio autor. Así es como este libro fue cambiando gradualmente de forma. Una de las revelaciones que me iluminaron mientras daba clase en la escuela es que las matemáticas elementales no son nada fáciles. Además de ser bonitas, son profundas. Esta idea se fue abriendo lentamente camino en el libro y fue dándole otra dirección: una des-cripción de la belleza de las matemáticas básicas y, en consecuencia, de las matemáticas en general. Así, el público al que originariamente iba dirigido se amplió para incluir a los lectores que quieran repasar las matemáticas de su infancia desde una perspectiva dife-
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				rente. Para ellos, el libro ofrece una segunda oportunidad. A aquellos que aprendieron a multiplicar fracciones o a hacer divisiones, pero nunca entendieron por qué se hacen exac-tamente así, los invito a adoptar un nuevo punto de vista más maduro.

				El libro va dirigido también a un tercer tipo de público, no menos importante para mí: los profesores y educadores. A ellos deseo enviarles un mensaje muy claro: la enseñan-za correcta de las matemáticas depende más del dominio de los principios básicos que del empleo de estrategias didácticas. Hace falta familiaridad con la forma en que los finos es-tratos de la matemática se apoyan unos sobre otros. La mejor manera de enseñar matemá-ticas es a través de la experiencia directa y la familiaridad con los conceptos, sin interme-diarios.

				La primera parte del libro, Elementos, describe los fundamentos de las matemá-ticas elementales desde el punto de vista de un maestro. Se ocupa de cuestiones sobre la naturaleza de las matemáticas, los conocimientos que se deberían enseñar en la escuela primaria, y en qué consiste la belleza de las matemáticas y su similitud con el arte.

				Las familias que quieran ayudar a sus hijos necesitarán familiarizarse, no solo con las matemáticas, sino también con los principios didácticos básicos. A estos he dedica-do la segunda parte del libro, que incluye las reglas fundamentales para progresar desde lo concreto hasta lo abstracto. Además, los padres y las madres también deberían estar al corriente de las tendencias educativas en las que se basa el proyecto docente del colegio de sus hijos e hijas. Por esta razón, el libro incluye un apéndice que describe en pocas palabras los avances más importantes de los últimos cincuenta años en la didáctica de la matemática.

				La tercera parte del libro se ocupa de los aspectos esenciales de las matemáticas básicas, explorando, paso a paso y en detalle, los temas que se enseñan en Primaria. Aun-que la geometría constituye alrededor del 20 % del programa de matemáticas en la ense-ñanza Primaria, decidí dejarla de lado y centrarme en la aritmética, es decir, en el estudio de las propiedades de los números. Aparte del papel central que tiene la aritmética en los planes de estudios, el motivo de mi elección es que se trata de un área de conocimiento uniforme y finamente acabada, como un diamante, que merece un libro íntegramente de-dicado a ella.

				Primera clase

				Nunca tendrás una segunda oportunidad de causar una buena primera impresión.

				(Refrán popular norteamericano).

				En la educación, como en la vida, las primeras impresiones son importantes. La forma en que un tema se introduce por primera vez determinará en gran medida la futura actitud del alumno hacia él. ¿Se convertirá en un recuerdo agradable o desagradable? ¿Despertará una sensación de “lo entiendo” o de “qué difícil es esto”?
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				Por ese motivo, a lo largo del libro hay varios capítulos titulados “Primera clase”. En ellos se sugieren posibles formas de plantear un tema por primera vez. Nunca existe un único método para hacerlo, pero siempre es útil tener varias opciones. Las posibilidades que propongo están pensadas como consejos para profesores, pero también pueden ser útiles para padres y madres. 
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				Lo que aprendí en Primaria

				Un poeta debe tener su infancia siempre a mano.

				Theodore Roethke, poeta

				Un amigo mío, bien entrado en los cuarenta, abandonó su carrera como directivo en la indus-tria de alta tecnología y decidió que el verdadero propósito de su vida era la educación, y no cualquier tipo de educación, sino la educación matemática. En septiembre del año 2000, justo antes de que empezara el año lectivo, me llamó para hablarme de un proyecto para fo-mentar la didáctica de la matemática en Maalot y para decirme que yo también debería par-ticipar. Maalot es una ciudad de desarrollo situada muy cerca de la frontera norte de Israel. Estas ciudades se construyeron en la década de 1950 para acoger nuevos inmigrantes y nor-malmente no tienen muy buena fama.

				Yo enseño matemáticas en la universidad. De hecho, siempre me ha interesado la enseñanza y he estado involucrado en actividades para jóvenes durante muchos años. En-tre otros proyectos, solía dar clases extra a alumnos aventajados de Primaria y Secundaria. Sin embargo, no había pisado una escuela primaria desde que yo mismo acabé sexto, así que pedí opinión a todo el que pude. El consejo que me dieron fue más o menos unánime: no sabes dónde te metes. Dar clases a estudiantes brillantes no tiene nada que ver con dar clases a un grupo de estudiantes “normales y corrientes”. Enseñar en un colegio es una profesión. Es ingenuo pensar que podrás aplicar en ese entorno tus conocimientos sobre los principios didácticos de la enseñanza matemática universitaria –que en ese momento creía poseer.

				Le comenté también mi dilema a una profesora con mucha experiencia y cuya opi-nión valoro mucho. Al oír la idea, estalló de rabia de un modo del que yo no la creía capaz. “¡Ni se te ocurra!”, me gritó, “la gente como tú está destruyendo la educación elemental. Serás igual que todos esos profesores de universidad que no tienen ni idea de cómo ense-ñar en Primaria y vienen a calentar la cabeza a los docentes con sus fantasías y a causar 
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				estragos en la enseñanza. Si vas a Maalot, provocarás una gran confusión y, cuando todos estén quemados, desconfiarán durante años hasta del agua fría”.

				Echando la vista atrás, no me puedo creer que accediera a enseñar en Maalot, pese a todo aquello. Con la ingenua arrogancia de un profesor universitario, supuse que sabía más que los que, al fin y al cabo, eran solo maestros. Echando la vista atrás, me doy cuenta de que, si hubiera hecho caso de los consejos que recibí, me habría perdido una de las aventuras más fascinantes de mi vida.

				Mi lema era “la experiencia es la madre de la ciencia”. Dejaba a los niños experimentar con los conceptos matemáticos y, una vez que habían jugado con ellos de forma concreta, les resultaba fácil dar el paso hacia su abstracción. Empecé dando clase en los cursos más avanza-dos, cuarto y quinto de Primaria. Llevaba a los niños al patio para medir la longitud de la som-bra de los árboles, de las farolas y de los otros edificios. Calculábamos la relación entre la longi-tud de las sombras de los niños y su altura, y usábamos esta información para calcular la altura de los árboles en función de la longitud de sus sombras. Esta idea se le ocurrió a Tales de Mileto, nacido en el siglo vii a. C. que fue el primer matemático de la historia del que conocemos el nombre. Tales usó este mismo método para calcular la altura de las pirámides de Egipto. 

				Dibujábamos círculos en el suelo, medíamos sus radios, sus diámetros, la longitud de sus circunferencias y después los comparábamos entre sí. Medíamos el largo y el ancho del aula de varias formas. Descubríamos cuántas baldosas caben en un metro calculando el cociente entre la longitud de la clase en baldosas y en metros.

				Aprendí por las malas el precio de mi arrogancia. Los momentos de aprendizaje sig-nificativo eran muy escasos. La mayoría de las clases eran un desastre.

				Recuerdo muy bien el día en que tuve la primera revelación. Había llevado al patio a un grupo de cuarto para medir los diámetros y circunferencias de círculos dibujados en el suelo. La profesora del grupo observaba pacientemente el inevitable caos que se produjo cuando los alumnos aprovecharon la oportunidad para jugar y corretear. Finalmente sugi-rió que volviésemos al aula. Allí dibujamos círculos en la pizarra y discutimos sobre la re-lación entre la longitud de la circunferencia y su diámetro. Me sorprendió descubrir lo fácil que era moderar un debate inteligente con los niños. Me di cuenta de que estaba subesti-mando su capacidad de abstracción, y entendí asimismo el poder de las palabras y la utili-dad de debatir de forma interactiva.

				Por suerte, en esa época también empecé a dar clase a los niños de primero de Prima-ria, lo que fue una experiencia muy emocionante. Conocer a estos niños es enriquecedor. Aún no han sido corrompidos, confían plenamente en ti y se dejan llevar a donde tú quie-ras llevarlos. Reaccionan de forma directa y te dicen inmediatamente si algo les funciona o no. No hay mejor lugar para aprender a enseñar que una clase de primero de Primaria. Allí conocí a una excelente profesora, Marcel Granot, que estuvo dispuesta a unirse a una aventura edificante para los dos. Yo empezaba la clase y Marcel intervenía si le parecía que los aspectos didácticos no eran los adecuados. Esto solía ocurrir cuando yo no controlaba el ritmo de la clase, o sea, cuando me saltaba algún paso.

				Desde ese momento, he ido aprendiendo de forma constante e intensiva en cada una de las clases y de cada uno de los profesores que he conocido. Las clases que no salen tan 
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				bien me enseñan tanto como las que son un éxito. De las que más aprendo es de las que empiezan con mal pie y después toman vuelo cuando rectifico.

				¿Qué he aprendido? Mucho sobre didáctica, sobre cómo dirigirse a los niños y sobre su forma de pensar. He aprendido la importancia de ser sistemático, una cualidad de la que al principio carecía desesperadamente. He entendido que algunos conceptos que los adultos perciben como un todo están formados, en realidad, por muchos elementos meno-res que se apoyan unos sobre otros y de los que no puedes saltarte ninguno. 

				He aprendido, por experiencia personal, que las explicaciones son normalmente in-útiles en Primaria, los conceptos tienen que originarse en los propios niños a través de su experiencia personal. Al final, yo llevaba razón desde el principio, mi lema era válido. El problema es que no tenía ni idea de cómo integrar la experiencia en el proceso de aprendi-zaje. La experiencia práctica no se aplica únicamente a asuntos complejos. También es esencial para la adquisición de los conceptos más básicos, como la noción de número o de lo que significa ser mayor o menor que otra cosa.

				Pero aparte de todo esto, me esperaba una gran sorpresa. Si me hubieran dicho que al volver a Primaria yo mismo aprendería matemáticas, nunca me lo habría creído. Pero eso es exactamente lo que pasó. Aprendí muchísimas matemáticas, quizá fue lo que más aprendí. Si hubiese ido a impartir clases a un centro de enseñanza Secundaria, probable-mente no habría ocurrido eso. Un matemático de profesión conoce bien las matemáticas que se estudian en Secundaria y Bachillerato, pero en Primaria se encontrará con algunas novedades. Es en los primeros cursos donde se presentan los elementos más básicos: el concepto de número y el sentido de las operaciones aritméticas. Estos son elementos sobre los que raramente un matemático profesional se para a pensar.

				Gran parte de lo que he aprendido no han sido cosas nuevas, sino algo completamen-te distinto, sutilezas. Es como mirar un trozo de tela. De lejos parece liso y uniforme, pero si lo observas de cerca descubrirás que está hecho de finos hilos entrelazados. Lo que creía que era una única pieza ha resultado ser un delicado tejido de ideas. Aún más importante, me he dado cuenta de que para ser un buen profesor hay que conocer bien estos delicados elementos y cómo se entrelazan. "Paso a paso", como solía decirme Marcel.

				Este libro trata, en gran medida, de las sutilezas que se encuentran en las bases de la matemática, esos matices que la hacen tan bonita y que dan sentido a su enseñanza.
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				Capítulo 1

				¿Qué son las matemáticas?

				La naturaleza es un libro escrito en el lenguaje de las matemáticas.

				Johannes Kepler, astrónomo.

				La reina de las ciencias

				La matemática es la reina de las ciencias, y la aritmética, la reina de las matemáticas.

				Carl Friedrich Gauss, matemático.

				En las clases de segundo de Primaria, intento transmitir la importancia de los números. Les cuento a los niños una fábula sobre un rey que odiaba tanto los números que prohibió su uso en todo el reino. Juntos, intentamos imaginar un mundo sin números y descubri-mos que la vida en un lugar así estaría muy limitada. Como estaría prohibido mencionar la edad de un niño, los niños de cualquier edad podrían entrar en primer curso, no se podría pagar la compra, ni pedir una cita al médico porque no estaría permitido hablar de horas y minutos.

				Esto es solo un ejemplo de la importancia de las matemáticas en nuestras vidas. A medida que avanzan la civilización y la tecnología, nuestras vidas se hacen cada vez más dependientes de las matemáticas. Steven Weinberg, premio nobel de física, dedi-ca dos capítulos de su libro El sueño de una teoría final a cuestiones que van más allá de la física, como la relación entre las matemáticas y la filosofía. El autor sostiene que, una y otra vez, se sorprende al descubrir lo útiles que son las matemáticas y lo inútil que es la filosofía.

				Para entender esa afirmación es necesario entender qué son las matemáticas. Pero esta no es una pregunta fácil. Incluso a los matemáticos profesionales les cuesta encontrar una respuesta. Bertrand Russell dijo de los matemáticos que no saben lo que hacen. Su 
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				opinión sobre los filósofos era aún más dura. Para él, un filósofo era un ciego encerrado en una habitación oscura que busca un gato negro que ni siquiera está ahí. En cierto modo, tiene razón: la mayoría de los matemáticos no se molestan en preguntarse a sí mismos qué es exactamente lo que hacen.

				Para intentar responder a la pregunta, empezaremos con un ejemplo sencillo: ¿cuál es el significado de 3 + 2 = 5?

				En primero de Primaria les pido a los niños que piensen cuántos lápices tienen si suman tres lápices a dos lápices que ya tenían. Ellos saben que sumar es añadir. Así que añaden tres lápices a los otros dos lápices y cuentan: hay cinco lápices. Entonces les pre-gunto lo siguiente: “¿cuántos botones tienes si sumas tres botones a dos botones que ya tenías?”, y ellos, inmediatamente, me responden “cinco botones”. “¿Y cómo lo sabéis?”, insisto. “Lo sabemos por la pregunta de antes”. “Pero la pregunta de antes era sobre lápi-ces, a lo mejor con botones es distinto…”. Se ríen, pero no porque la pregunta no tenga sentido, al contrario. Esa pregunta contiene el secreto de las matemáticas: la abstracción. No importa si los objetos en cuestión son lápices, botones o manzanas. La respuesta siem-pre es la misma. Por eso podemos afirmar, de forma abstracta, que 3 + 2 = 5.

				Se trata de un ejemplo elemental pero típico. Las matemáticas abstraen los procesos de pensamiento. Obviamente, cualquier razonamiento es, hasta cierto punto, abstracto, pero lo que hace únicas a las matemáticas es su capacidad de abstraer incluso los razona-mientos más básicos. En el ejemplo anterior, 3 + 2 = 5, el proceso en cuestión es la unión de objetos: tres objetos por un lado y otros dos por otro. Podríamos preguntar muchas co-sas acerca de estos objetos: “¿son lápices o manzanas?, ¿los tienes en las manos o están sobre una mesa?; y si están en una mesa, ¿cómo están colocados?”. Las matemáticas igno-ran todos estos detalles y se hacen una pregunta que tiene que ver, no con los detalles, sino únicamente con el hecho de que hemos reunido estos objetos: ¿cuál es la cantidad resul-tante?, es decir, ¿cuántos objetos hay en total?

				El pensamiento abstracto es lo que ha permitido al ser humano conquistar su entor-no. El poder de la abstracción reside en que nos permite enfrentarnos al mundo de forma eficaz, es decir, nos ahorra esfuerzo. Nos permite ir más allá de las fronteras del aquí y ahora. Algo descubierto aquí y ahora puede ser usado en otro momento y en otro lugar. Si tres lápices más dos lápices son cinco lápices, lo mismo pasará con manzanas, tanto hoy como mañana. Un único esfuerzo proporciona información sobre el mundo entero.

				Si la abstracción en general es útil, más aún lo son las matemáticas, que llevan la abstracción al límite. Por eso, no es ninguna sorpresa que las matemáticas sean tan útiles y prácticas.

				¿Todo el mundo debería aprender matemáticas?

				Al descubrir que soy matemático, la gente me suele sonreír tímidamente tratando de ocul-tar una mueca horrorizada. “Las matemáticas se me daban fatal...”. Para muchos, estudiar matemáticas es un suplicio tal que cada generación se pregunta siempre lo mismo: ¿para qué?, ¿por qué es necesaria esta tortura?, ¿no podría la mayoría simplemente desistir de 
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				aprender matemáticas sin siquiera intentarlo? Hoy día cualquier calculadora puede reali-zar operaciones matemáticas al instante; ¿qué sentido tiene entonces aprenderse la tabla de multiplicar o saber hacer una división?

				Una posible respuesta es que las matemáticas son una pieza clave para todas las profesiones en las que se requiere el conocimiento de las ciencias exactas, que no son po-cas. Pero las matemáticas no solo son importantes para entender la realidad, nos ofrecen mucho más que eso: desarrollan nuestra capacidad de abstracción, de pensar de forma precisa y ordenada. Las matemáticas estimulan hábitos básicos de raciocinio, como la ha-bilidad de distinguir entre lo esencial y lo secundario, o la habilidad de extraer conclusio-nes lógicas. Estas son algunas de las capacidades más relevantes que puede proporcionar la enseñanza.

				Sin embargo, hay una pregunta a la que aún no hemos respondido: ¿por qué es tan difícil?, ¿tienen que ser las matemáticas causa de tal sufrimiento? Una respuesta muy co-mún últimamente es que no, que el problema realmente es el método de enseñanza. La opinión popular es que muchos niños con dificultades de aprendizaje en realidad no tie-nen dificultades para aprender, sino que simplemente es difícil enseñarles. Pero no puede ser tan sencillo. Echar la culpa a los profesores es un recurso demasiado simplista, además de poco razonable. Cualquiera que afirme que durante miles y miles de años los docentes de matemáticas lo han estado haciendo mal tiene que explicar por qué lo han hecho siem-pre mal y por qué esto no pasa con otras asignaturas.

				El problema específico de enseñar matemáticas reside en la dificultad de transmitir la abstracción. Puedes decirle a la gente cuál es la capital de Chile, pero no puedes abstraer por ellos. Se trata de un proceso que cada uno tiene que conseguir llevar a cabo por su cuenta. Hay que pasar mentalmente por todas las etapas que van de lo concreto a lo abs-tracto. La función del docente en este proceso es guiar a los alumnos para que experimen-ten con las leyes básicas y en el orden correcto. Esto es realmente un arte, que no es preci-samente fácil de dominar, aunque tampoco es imposible. Uno de los propósitos de este libro es revelar algunos de los principios en los que se basa ese estilo mayéutico de ense-ñanza, en el que, como diría Sócrates, el profesor hace el papel de “comadrona de ideas”.
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				Capítulo 2

				Las tres formas de economía en matemáticas

				Y si te mando esta carta tan larga, es porque no he tenido tiempo de escribir una más corta.

				Blaise Pascal, matemático.

				Hacer matemáticas consiste en ser perezoso. Es dejar que los principios hagan el trabajo sucio para no tener que hacerlo tú mismo.

				George Pólya, matemático.

				La verdadera virtud de las matemáticas –y no muchos lo saben– es que ahorran esfuerzo. Esto es cierto para cualquier abstracción, pero las matemáticas han convertido la econo-mía de pensamiento en todo un arte. Hay tres formas de economía en matemáticas: orden, generalización y representación concisa.

				Orden

				Carl Friedrich Gauss fue el matemático más importante del siglo xix. Una de las anécdotas más famosas de la historia de las matemáticas es la que cuenta cómo salió a la luz el talento de Gauss, cuando este no era más que un niño de 7 años de edad. Un día, su profesor, que tenía ganas de descansar un poco, pidió a la clase que sumaran todos los números del 1 al 100. Para su sorpresa, pasados apenas unos segundos el joven Carl Friedrich ya tenía la respuesta: 5050.

				¿Cómo consiguió un niño de tan solo 7 años resolverlo tan rápido? Miró la suma que tenía que hacer, 1 + 2 + 3 + … + 98 + 99 + 100, y sumó el primer y el último número, 1 y 100. El resulta-do era 101. Luego, sumó el segundo y el penúltimo, o sea 2 y 99, y de nuevo el resultado era 101. 
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				Después 3 y 98, que también daba 101. Agrupó los cien números en cincuenta pares que sumaban 101 cada uno, así que la suma total era simplemente cincuenta veces 101, es decir, 5050.

				Lo que Gauss había descubierto es la importancia del orden. Encontró un patrón en lo que parecía una suma desorganizada de números, y la situación cambió por completo, de repente las cosas se simplificaron.

				Imagina una guía telefónica ordenada de forma aleatoria, o siguiendo un orden que desconoces. Para encontrar un número de teléfono, tendrías que revisar todos y cada uno de los nombres. El orden alfabético que siguen estas guías, y el hecho de conocerlo y estar acos-tumbrados a él, nos ahorra una gran cantidad de esfuerzo. La relativamente escasa energía invertida en organizar la información de ese modo se recupera con creces más tarde.

				O piensa en lo fácil que es vivir en una ciudad que conoces, comparado con vivir en una que no conoces. Los lugareños saben dónde encontrar el supermercado o la farmacia. Saber cómo está ordenado el mundo que nos rodea nos sirve para orientarnos. La ciencia, y en particular las matemáticas, se encargan de descubrir el orden del universo para que nosotros podamos adaptar nuestras acciones a dicho orden. 

				Generalización 

				Hay muchos chistes sobre la naturaleza de las matemáticas y de los matemáticos. El que voy a contar ahora es probablemente el más conocido de todos. Me empeño en contarlo a los alumnos de todos los cursos que imparto, porque no solo es el chiste más conocido, sino que también es el más útil. Ejemplifica un principio fundamental de la práctica mate-mática: cuando hemos hecho algo una vez, no hace falta repetirlo.

				¿Cómo se distingue un matemático de un físico? Les preguntas. Supón que tienes una te-tera en el comedor, ¿cómo hervirías el agua? El físico responde “llevo la tetera a la cocina, la lleno de agua del grifo, la pongo en el fuego y lo enciendo”. El matemático te responde lo mismo. Entonces, les preguntas: “imagina que ahora tienes la tetera en la cocina, ¿cómo hervirías el agua?”. El físico dice “lleno la tetera de agua del grifo, la pongo en el fuego y lo enciendo”. El matemático dice “llevo la tetera al comedor y, luego, procedo como antes”.

				Esto es llevar la economía de pensamiento hasta el absurdo, anteponiéndola a la verdadera economía.

				“Eso ya lo hemos resuelto antes” también fue la respuesta que dieron los niños al preguntarles cuántos son tres botones más dos botones. Dijeron que no hacía falta calcu-larlo de nuevo porque ya lo habían hecho con los lápices. Aparece, ya sea de forma explí-cita o implícita, en toda demostración o argumento matemático. Ya lo hemos hecho antes y ahora podemos aprovecharlo. De hecho, esta es la idea que hay detrás de cualquier pro-ceso de abstracción. Lo que descubramos ahora también será válido en otras situaciones.
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				Demostración por etapas: inducción

				Hay un método matemático que se basa enteramente en el principio de “eso ya lo hemos resuelto antes”. Se denomina inducción matemática. Un cierto resultado se demuestra por etapas, cada una de las cuales depende de la anterior, o sea, del hecho de que el caso ante-rior ya lo hemos resuelto antes.

				Nos encontraremos este método varias veces a lo largo del libro, pero no lo menciona-remos explícitamente. Por ejemplo, el sistema decimal es inductivo. Primero, se recopilan diez unidades y se consideran equivalentes a una nueva entidad que se denomina decena. Después se recopilan diez decenas y se consideran equivalentes a una nueva entidad que se denomina centena, y así sucesivamente. Otro ejemplo son los cálculos. Todos los algoritmos que se usan para las operaciones aritméticas se basan en el principio de inducción.

				Representación concisa

				La tercera forma de economizar consiste en la representación apropiada de los objetos matemáticos. Estamos tan acostumbrados a la forma moderna de representar los números y las afirmaciones matemáticas que nos olvidamos de que los métodos de representación no fueron siempre tan sofisticados. Hasta hace relativamente poco tiempo, la notación matemática era mucho más engorrosa.

				Empecemos por la representación de los números. Hasta hace alrededor de tres mil años, los números se representaban de forma directa, el 4 se representaba con cuatro mar-cas, por ejemplo, cuatro líneas. Esta es una buena idea para números pequeños, pero es muy poco práctica para números más grandes. Usando el sistema decimal podemos representar de forma concisa números enormes. Para escribir un millón solo hacen falta siete símbolos.

				El segundo tipo de economía reside en la representación de proposiciones. Una proposi-ción matemática es el equivalente de una oración en la lengua hablada. Hasta hace poco más de dos mil años, las proposiciones matemáticas se expresaban con palabras, por ejemplo, tres más dos son cinco. Pero entonces se inventó una herramienta muy útil, la fórmula. Su creador fue probablemente Diofanto de Alejandría, que vivió en el siglo iii a.C. Las fórmulas no solo son más cortas, también son más precisas y uniformes, y permiten trabajar de forma sistemática.

				
					
						Nota histórica

						La notación que usamos en la actualidad se desarrolló lenta y gradualmente. Su forma actual no se estableció hasta los siglos xv y xvi. El signo de igualdad (=), por ejemplo, no apareció hasta mediados del siglo xvi. Su inventor, el inglés Robert Recorde, justificó su elección di-ciendo que “no hay nada más igual que un par de líneas paralelas de la misma longitud”.

					

				

			

		

	
		
			
				
					
						Resumen: economía matemática

						Las matemáticas tienen tres formas de ahorrar esfuerzo:

						Orden: descubrir patrones hace que nos orientemos mejor.

						Generalización: un principio válido en un contexto puede aplicarse a otros contextos.

						Representación concisa: el sistema decimal es una forma maravillosamente económi-ca de representar números; las fórmulas matemáticas representan proposiciones de un modo claro y conciso. 
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				Capítulo 3

				El secreto de la belleza matemática

				Solo Euclides ha contemplado la belleza desnuda.

				 Edna St. Vincent Millay, poetisa.

				Si la solución no es bonita, entonces es que está mal.

				Buckminster Fuller, arquitecto e inventor.

				En una clase de segundo de Primaria, les enseñé a los niños una forma elegante de demos-trar la propiedad conmutativa de la multiplicación –que veremos más adelante en el capí-tulo 18, titulado “La esencia de la multiplicación”. Un niño en primera fila se quedó miran-do la pizarra fijamente durante un instante y después dijo en voz baja “¡Qué bonito!”.

				Pregúntale a un matemático qué es lo que más le atrae de su profesión y nueve de cada diez veces la respuesta será la belleza. Las matemáticas son útiles en el día a día, pero para los que trabajan con ellas eso no es lo importante. Para ellos, su característica princi-pal es la belleza. La recompensa de descubrir un nuevo resultado matemático, tanto para su autor como para los que lo estudiarán después, es principalmente la satisfacción estéti-ca. ¿Y qué tienen que ver las matemáticas con la belleza? ¿Qué relación puede haber entre las frías y áridas matemáticas y la belleza que se encuentra en el arte?

				Todo esto nos lleva a una pregunta difícil e inextricable: ¿qué es la belleza? De hecho, tal vez las matemáticas, ese invitado que parece haberse colado en la fiesta, son las que tienen la clave para encontrar la respuesta. La razón es que es en ese ámbito donde encon-tramos un acuerdo casi unánime en lo que al significado de belleza se refiere. En matemá-ticas, una idea es bonita cuando presenta un elemento nuevo e inesperado, que aparece como de la nada. La persona que inventó la representación decimal de los números tuvo que sentir una profunda sensación de belleza. También la primera persona a la que se le ocurrió la posibilidad de sumar números escribiéndolos uno encima de otro indudable-mente debió de experimentar una sensación de satisfacción estética.
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				El libro

				El famoso matemático húngaro, Paul Erdős, solía hablar de EL LIBRO que contiene la de-mostración más elegante de todos los teoremas. Creo que muchos estarán de acuerdo con-migo en que la primera página de EL LIBRO debería contener la demostración que dio Eu-clides de la existencia de infinitos números primos. No solo es una de las demostraciones más elegantes que se conocen en matemáticas, también es una de las más antiguas.
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