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			Prefacio

			En la historia de las matemáticas, la curiosidad por la resolución de problemas de ingenio ha sido un factor que ha contribuido a la creación matemática tanto o más que sus posibles aplicaciones prácticas. 

			Lluis A. Santaló

			La matemática, una filosofía y una técnica

			¿Qué son las matemáticas para un estudiante que acaba de empezar la Secundaria Obligatoria? Ha estudiado matemáticas todos los cursos desde los seis años y cree –porque se lo repiten continuamente– que son muy importantes; sabe realizar cálculos sencillos, reconoce figuras geométricas… Seguramente para él o ella las matemáticas son simplemente un instrumento con el que calcular y medir. 

			¿Cómo puede imaginar lo que las matemáticas tienen de reto, de juego y de creación? 

			¿Qué matemáticas puede presentar un profesor a esos alumnos que reclaman más de lo que ofrecen los currículos? ¿Qué hacer para iniciarlos en la actividad matemática despertando y manteniendo su interés? 

			¡Qué difícil es la respuesta! Y sin embargo, la matemática elemental encierra pequeños y grandes tesoros con los que incluso los más jóvenes pueden hacer matemáticas, conjeturando, relacionando, generalizando o demostrando.

			Una de las posibles vías para mostrar a estos estudiantes otra cara de las matemáticas, para conseguir –haciendo un paralelismo con la música– que no se limiten a hacer escalas, sino que también interpreten pequeñas piezas,  es a través de la resolución de problemas: al fin y al cabo, los problemas son el corazón de las matemáticas. Los matemáticos profesionales, cuando investigan, resuelven problemas. Pero si proponer un buen problema no es en absoluto una tarea sencilla, esta tarea se convierte casi en arte cuando los destinatarios, por su edad y grado de madurez intelectual, carecen de técnicas. No queda entonces más remedio que recurrir a las ideas, a la imaginación y a la creatividad. Hay que tener sensibilidad para calibrar adecuadamente lo que es posible resolver, para graduar la dificultad de lo que se propone. Y no solo eso, sino también lo que es realmente importante: hay que saber presentar el conjunto de manera atractiva, que interese y sorprenda, aprovechando esa curiosidad innata que tienen los niños y que con tanto mimo debemos alimentar. La elección de problemas debe mostrar, en la medida de lo posible, la gran belleza que encierran las matemáticas.

			En este arte, los creadores de problemas de la antigua Unión Soviética han probado cumplidamente ser auténticos maestros, y estos “Círculos Matemáticos” son una excelente muestra de ello. A través de sus páginas, el lector se enfrentará a pequeños retos que le engancharán rápidamente. Están agrupados alrededor de ideas –paridad, invariantes, juegos de estrategia…– sencillas, pero profundas y fructíferas, como lo son las buenas ideas en matemáticas. Son pocos los conocimientos previos para poder enfrentarse a ellos, pero se van adquiriendo –congruencias, combinatoria, aritmética elemental–, de forma casi inconsciente, según se van resolviendo los problemas.

			 Un problema, un buen problema, como lo son los recogidos en este libro, tiene mucho de aventura. En esa especie de viaje a lo desconocido que significa adentrarse en ellos, los estudiantes de secundaria que lo emprendan, guiados por sus profesores, se encontrarán, seguro, con las matemáticas de verdad. Descubrirán que pueden enfrentarse con éxito a problemas difíciles y además disfrutar con ello. 

			Pero este viaje está abierto a cualquiera, estudiante o no, adolescente o adulto, que tenga afición por las matemáticas. Les animo a que lo realicen, esperando que disfruten con la experiencia tanto como yo misma sigo haciendo. 

			María Gaspar Alonso-Vega

			Presidenta de la Comisión de Olimpiadas. RSME

			Pozuelo de Alarcón, 25 de octubre de 2011.

		


		
			Prólogo a la Edición Rusa

			§1. Introducción

			En un principio, escribimos este libro para ayudar a la gente de la antigua Unión Soviética que tenía que “ocuparse” de la educación matemática que se salía del currículo oficial: profesores de instituto y universitarios que participaban en programas de educación matemática de algún tipo, entusiastas diversos de los que participan en círculos y reuniones matemáticas o gente que lo único que pretendía era leer algo recreativo y matemático a la vez. Y, por supuesto, para aquellos estudiantes que querían trabajar este tipo de aspectos matemáticos por su cuenta.

			Otra de las razones para escribir este libro fue que considerábamos necesario dejar constancia del papel que jugó la tradición que en educación matemática ha existido en Leningrado (actualmente, San Petersburgo) durante los últimos 60 años. Nuestra ciudad fue, de hecho, la cuna de la olimpiada matemática de la URSS (y en ella se celebraron los primeros seminarios matemáticos para estudiantes en 1931–32, y la primera Olimpiada de la ciudad, en 1934), y aunque aún sigue siendo líder en este área, su enorme experiencia educativa no ha sido debidamente documentada.
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			A pesar de la variedad estilística de los materiales que ofrecemos en este libro, es metodológicamente homogéneo. Proponemos, en nuestra opinión, la mayoría de los temas básicos necesarios en las sesiones de un círculo matemático en los dos primeros años de educación extraescolar (para estudiantes de, aproximadamente, 12–14 años de edad). Nuestro principal objetivo era hacer más fácil al profesor la preparación de las sesiones y la recopilación de problemas (o, lógicamente, a cualquier entusiasta dispuesto a pasar tiempo con jóvenes estudiantes, enseñándoles matemáticas de las que no aparecen en el curriculum). Queríamos contar ideas matemáticas que fuesen importantes para los estudiantes y explicar cómo podemos llamar su atención hacia ellas.

			Debemos destacar que el propio trabajo de preparar y dirigir una sesión de este tipo ya es, en sí mismo, un proceso creativo. Por esta razón, no sería prudente seguir nuestras recomendaciones a ciegas. Sin embargo, esperamos que este libro te proporcione material para la mayoría de sesiones. Sí parece más natural esta otra utilidad del libro: que antes de trabajar un tema matemático específico, el profesor lea y analice el capítulo correspondiente del libro, para después comenzar a construir un esbozo de la sesión. Lógicamente, habrá que hacer algunos ajustes en función del nivel de cada grupo de estudiantes. Como fuentes complementarias de problemas, recomendamos mirar [13, 16, 24, 31, 33], y [40].
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			Nos gustaría destacar dos puntos importantes de la tradición que existe en las actividades extracurriculares de educación matemática en Leningrado:

			1. En las sesiones se da una comunicación viva y espontánea entre los estudiantes y profesores y cada estudiante es tratado, dentro de lo posible, de forma individual.

			2. El proceso comienza a una edad bastante temprana: por lo general durante el 6 º grado (11–12 años de edad) y, a veces, incluso antes.

			Escribimos este libro como guía especial para estudiantes de secundaria y sus profesores. La edad de los estudiantes, sin duda, debe influir en el estilo de las sesiones. Así pues, algunas sugerencias:

			a)	Consideramos un error llevar a cabo una larga sesión, con los estudiantes más jóvenes, dedicada a un único tema. Creemos que es bueno cambiar la dirección de la actividad dentro de una misma sesión.

			b)	Es necesario retroceder, de vez en cuando, y repasar los materiales que ya se vieron. Esto se puede hacer, por ejemplo, cuando usemos problemas de olimpiadas y otras competiciones matemáticas (ver apéndice A).

			c)	Al tratar un tema, haz hincapié en los aspectos más importantes y, sobre todo, procura que comprendan perfectamente (¡no solo que memoricen!) las ideas involucradas.

			d)	Recomendamos usar constantemente en las sesiones actividades lúdicas y juegos matemáticos, y que se discutan las soluciones y demostraciones que vayan surgiendo. También es importante utilizar pasatiempos, “acertijos” y paradojas matemáticas. Podéis encontrar material de este tipo en [5–7, 16–18, 26 - 30].

			Tenemos que mencionar aquí a nuestros predecesores: aquellos que trabajaron antes que nosotros para crear una especie de antología de los círculos matemáticos de Leningrado. Sus libros: [32] y [43], no llegaron, por desgracia, a un gran número de lectores interesados en la educación matemática en la escuela secundaria.

			En 1990–91, la Academia de Ciencias Pedagógicas de la URSS publicó la versión original de la primera parte de este libro a modo de colección de artículos [21] escritos por unos cuantos autores. Nos gustaría dar las gracias a todos nuestros colegas cuyos materiales utilizamos y trabajamos para la elaboración del presente libro: Denis G. Benua, Igor B. Zhukov, Oleg A. Ivanov, Alexei L. Kirichenko, Konstantin T P. Kokhas, Nikita Yu. Netsvetaev y Anna G. Frolova.

			Asimismo, expresamos nuestro más sincero agradecimiento a Igor S. Rubanov, cuyo artículo sobre “Inducción”, escrito con el objetivo de formar parte de la segunda parte del libro [21] (que, por desgracia, nunca se publicó) se incluye íntegro aquí en el capítulo así titulado.

			Damos las gracias especialmente a Alexey Kirichenko, cuya ayuda durante las primeras etapas de confección de este libro no podemos olvidar. También nos gustaría agradecer a Anna Nikolaeva la elaboración de las figuras.

			§2. Estructura del libro

			El libro consta de esta introducción, dos partes principales, el apéndice A “Competiciones Matemáticas”, el apéndice B “Respuestas, Indicaciones, Soluciones” y el apéndice C “Referencias”.

			La primera parte (El primer año) comienza con el capítulo cero, que consta de problemas de la prueba inicial que proponemos a estudiantes de 10–11 años de edad. Los problemas de este capítulo no tienen un contenido matemático específico, y su principal objetivo es detectar las habilidades de los estudiantes en matemáticas y lógica. El resto de la primera parte se divide en ocho capítulos. De ellos, los siete primeros se dedican a temas concretos, y el octavo (“Problemas para el primer año”) simplemente consiste en una recopilación de problemas de los temas anteriores.

			La segunda parte (El segundo año) consta de nueve capítulos, algunos de los cuales solo continúan el estudio hecho en la primera parte (por ejemplo, los capítulos “Grafos–2” y “Combinatoria–2”). Los otros capítulos se componen de material que considerábamos demasiado complicado para el primer año: “Invariantes”, “Inducción”, “Desigualdades”…

			El apéndice A habla de las cinco principales competiciones matemáticas de la antigua Unión Soviética. Estos concursos se pueden desarrollar en sesiones de círculos matemáticos o usarse para organizar concursos entre los diferentes círculos que puedan existir o incluso entre diferentes institutos y colegios.

			Generalmente, las recomendaciones que hagamos a los profesores las marcaremos con la etiqueta “Para los profesores”. En algunas ocasiones, hablaremos de “Orientaciones metodológicas”, que normalmente contienen recomendaciones sobre metodología en la resolución de problemas: llaman la atención sobre los patrones básicos de las demostraciones o los métodos de reconocimiento y clasificación de problemas.

			§3. Aspectos técnicos y leyenda

			1.	Hemos marcado los problemas más difíciles con un asterisco (*).

			2.	En el Apéndice B (“Respuestas, Indicaciones, Soluciones”) están recogidos casi todos los problemas del libro: bien sea la solución completa, una indicación o, al menos, la respuesta. Si es un mero problema de cálculo, por lo general solo proporcionamos la respuesta. No damos las soluciones a los problemas que hemos planteado para ser resueltos individualmente (esto, en particular, se aplica a todos los problemas de los capítulos 8 y 17).

			3.	Todas las referencias se puede encontrar al final del libro. Hemos marcado con un asterisco los libros que recomendamos especialmente.

		


		
			Parte I. El primer año

		


		
			Capítulo 0 
Problemas de sentido común

			En este capítulo proponemos una colección de 25 problemas sencillos. Para resolverlos basta un poco de sentido común y unas capacidades rudimentarias de cálculo. Son problemas que se pueden usar para comprobar las habilidades lógicas y matemáticas de los estudiantes o, simplemente, como entretenimiento. 
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			Problema 1. En un vaso hay un cierto número de bacterias. Un segundo después, cada bacteria se divide en dos; al siguiente segundo, cada una de las bacterias resultantes se divide otra vez en dos, y así sucesivamente. Después de un minuto, el vaso está lleno. ¿Cuándo estaba el vaso medio lleno?

			Problema 2. Ana, Juan y Alejandro suben al autobús para dar una vuelta por Disneylandia. Cada uno debe pagar 5 fichas por el paseo, pero solo tienen monedas por valor de 10, 15 y 20 fichas (cada uno posee un número ilimitado de cada tipo de monedas). ¿Cómo pueden hacer para que cada uno pague lo que le corresponde?

			Problema 3. Juan arranca varias hojas seguidas de un libro. El número de la primera página que arranca es el 183, y sabe que el número de la última está escrito con las mismas cifras pero en distinto orden. ¿Cuántas hojas ha arrancado Juan del libro?

			Problema 4. Tenemos 24 kilogramos de clavos en un saco. ¿Es posible pesar 9 kilogramos usando solo una balanza con dos platillos? (Véase la figura 1).
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			Problema 5. Una oruga quiere subir a un árbol de 75 metros empezando desde el suelo. Cada día sube 5 metros y cada noche baja 4. ¿Cuándo llegará a la cima del árbol?

			Problema 6. En el mes de enero de cierto año hay exactamente cuatro viernes y cuatro lunes. ¿En qué día de la semana cae el 20 de dicho mes?

			Problema 7. ¿Cuántos cuadrados atraviesa la diagonal de una mesa rectangular de 199 × 991 cuadrados?

			Problema 8. Borra 10 cifras del número 1234512345123451234512345 de forma que el número que quede sea lo más grande posible.
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			Problema 9. Pedro dice: “Anteayer yo tenía 10 años, pero el próximo año cumpliré 13. ¿Es posible esto?

			Problema 10. La gata de Pedro siempre estornuda antes de que llueva. Ha estornudado hoy. Esto significa que va a llover, piensa Pedro. ¿Es cierto?

			Problema 11. El profesor trazó varios círculos sobre una hoja de papel. Entonces preguntó a un estudiante: “¿Cuántos círculos hay aquí?”. “Siete”, le contestó. “Correcto”, dijo el profesor. “¿Cuántos círculos hay aquí?”, preguntó el profesor a otro estudiante. Y este respondió: “Cinco”. “Totalmente cierto”, aclaró el profesor. ¿Cuántos círculos había dibujados en realidad en la hoja?

			Problema 12. El hijo del padre de uno de los maestros de un colegio está hablando con el padre del hijo de este respetado miembro del claustro que, sin embargo, no toma parte en la conversación. ¿Cómo puede ser esto posible?

			Problema 13. Tres tortugas avanzan por una carretera recta y en la misma dirección. La primera tortuga dice: “Dos tortugas están detrás de mí”. La segunda tortuga añade: “Una tortuga está detrás de mí y otra está delante”. La tercera tortuga dice: “Dos tortugas están delante de mí y una tortuga está detrás”. ¿Cómo puede ser posible esto?

			Problema 14. Tres escolares van montados en un vagón. El tren pasa por un túnel durante varios minutos, y ellos se ven invadidos por la oscuridad. Cuando salen del túnel, cada uno ve que las caras de sus compañeros se han puesto negras con el hollín que entra a través de la ventana abierta. Empiezan a reírse de los otros, pero, de repente, el más astuto de todos se da cuenta de que su cara debe de estar también sucia. ¿Cómo llegó a esta conclusión?

			Problema 15. Se echan tres cucharadas de un vaso de leche en un vaso de té y se mezclan totalmente. Después se echan tres cucharadas de esa mezcla en el vaso de leche. Qué es mayor ahora, ¿el porcentaje de leche en el té o el porcentaje de té en la leche?
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			Problema 16. Forma un cuadrado mágico con los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9; esto es, colócalos en las casillas de una tabla de 3 × 3 de tal modo que todas las sumas de cada fila, de cada columna y de cada una de las dos diagonales sean iguales.

			Problema 17. En una suma, los números son remplazados por letras (igual cifra, misma letra; diferente cifra, distinta letra). El resultado es LOVES + LIVE = THERE. ¿Cuántos LOVES son THERE? La solución es el máximo valor posible de la palabra THERE.

			Problema 18. El servicio secreto de la federación interceptó un mensaje codificado que decía: “BLASE + LBSA = BASES”. Se sabe que cifras iguales están codificadas con letras iguales, y cifras diferentes con letras diferentes. Dos ordenadores gigantes encontraron dos soluciones distintas. ¿Es esto posible o uno de los ordenadores necesita ser reparado?

			Problema 19. Distribuye 127 monedas de un euro en siete monederos de tal modo que pueda pagarse cualquier cantidad entre 1 y 127 euros entregando monederos completos.
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			Problema 20. Recorta la figura siguiente en cuatro figuras semejantes a la original y cuyas dimensiones sean la mitad que las de la original.
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			Problema 21. La figura siguiente está formada por cerillas. Mueve dos cerillas para transformar esta figura en cuatro cuadrados que tengan de lado una cerilla.
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			Problema 22. Un río de 4 metros de ancho tiene una curva de 90º. ¿Es posible cruzar el río haciendo un puente con solo dos tablones de 3,9 metros de largo cada uno?
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			Problema 23. ¿Es posible colocar seis lapiceros largos y cilíndricos de tal forma que cada uno de ellos toque a todos los demás?

			Problema 24. Usando unas tijeras, haz un agujero en un folio a través del cual pueda pasar un elefante.

			Problema 25. Diez monedas están colocadas como se muestra en la figura. ¿Cuál es el mínimo número de monedas que tenemos que quitar para que ningún grupo de tres monedas de las que queden estén situadas sobre los vértices de un triángulo equilátero?
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			Capítulo 1 
Paridad

			El concepto de paridad (par o impar), a pesar de su gran simplicidad, aparece en la solución de los más variados tipos de cuestiones. Resulta útil en la resolución de muchos problemas, incluyendo algunos bastante difíciles.

			Su sencillez nos permite proponer problemas para estudiantes que cuenten con muy pocos conocimientos técnicos. Esto hace incluso más importante de lo habitual el insistir en la esencia común que tiene este tipo de problemas.

			§ 1.  Alternancias

			Problema 1. Once engranajes están colocados en el plano formando una cadena como la que se muestra en la figura. ¿Pueden girar todos ellos a la vez?
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			–Solución. La respuesta es que no. Supongamos que el primer engranaje gira en el sentido de las agujas del reloj. Entonces, el segundo engranaje debería rotar en el sentido opuesto a las agujas; el tercero, en el sentido de las agujas de nuevo; el cuarto, en sentido inverso, y así sucesivamente. Está claro que los engranajes impares deben girar en el sentido de las agujas del reloj, mientras que los pares deben rotar en el sentido opuesto a las mismas. Por tanto, los engranajes 1 y 11 deben girar en el mismo sentido, algo claramente imposible.

			La idea principal en la solución de este problema es que los engranajes rotan en el sentido de las agujas del reloj o en el opuesto de forma alternada. Encontrar objetos que se alternen es también la idea básica en la solución de los siguientes problemas.

			Problema 2. En un tablero de ajedrez, un caballo comienza en la casilla a1 y vuelve a ella después de muchos movimientos. Demuestra que el caballo realiza un número par de movimientos.

			Problema 3. ¿Puede un caballo que está en la casilla a1 de un tablero de ajedrez ir hasta la casilla h8 pasando una sola vez por cada una de las demás casillas? (Nombramos las filas del tablero como a, b, c, d, e, f, g y h, y numeramos las columnas de izquierda a derecha desde la 1 hasta la 8. [N. del T.]).

			–Solución. No, no puede. En cada movimiento, un caballo salta de una casilla de un color a una del otro color. Como el caballo debe realizar 63 movimientos, el último movimiento, que es impar, debe llevarlo a una casilla del color opuesto al de la casilla en la que empezó. Sin embargo, las casillas a1 y h8 son del mismo color.

			Como en el problema 3, muchos de los que se proponen en este apartado consisten en probar que ciertas situaciones son imposibles. De hecho, cuando en un problema de esta sección se pide determinar si algo es posible, la respuesta es invariablemente negativa. Esto plantea alguna dificultad para estudiantes matemáticamente poco experimentados. Su primera reacción es de frustración; bien por no conseguir que se cumplan las condiciones exigidas en el enunciado (que no es posible satisfacer) o bien por ser incapaces de determinar que es imposible, al carecer de una idea clara de cómo hacerlo.

			He aquí un problema sencillo, relacionado con los problemas de paridad que veremos más adelante en esta sección, que puede aclarar este punto.

			¿Es posible encontrar cinco números impares cuya suma sea 100?

			Una discusión acerca de esto permite averiguar qué estudiantes se dan cuenta realmente de que no encuentran la solución del problema, no porque no se les ocurra, sino por la propia contradicción que encierra. Está comprobado que las demostraciones por contradicción, así como las demostraciones de imposibilidad, son fuente de confusión para los alumnos. Los problemas de paridad son una forma simple y efectiva de introducir estos dos conceptos.

			Problema 4. Construimos una línea poligonal cerrada con 11 segmentos. ¿Puede una recta que no contenga vértice alguno del polígono cortar cada uno de sus lados?

			Problema 5. Tres discos de hockey A, B y C están en una pista de juego. Un jugador golpea uno de ellos de tal modo que pasa entre los otros dos. Lo hace 25 veces. ¿Puede volver a colocar los discos en sus posiciones iniciales?

			Problema 6. Katia y sus amigos están de pie en un círculo, de forma que cada uno está entre dos del mismo sexo. Si hay cinco niños en el círculo, ¿cuántas niñas hay?

			Hagamos notar aquí un principio adicional que se usa en la solución del problema anterior: en una cadena cerrada de objetos de tipos que se alternan hay tantos objetos de un tipo (en este caso, niños) como del otro (niñas).

			§ 2. Haciendo parejas

			Problema 7. ¿Podemos dibujar un camino cerrado compuesto por nueve segmentos de manera que cada uno de ellos corte solo a uno de los restantes? 

			–Solución. Si fuese posible tal tipo de camino, podríamos agrupar por parejas todos los segmentos que lo forman, pero, para ello, el número de segmentos debería ser par. 

			Resaltemos la idea principal utilizada en la resolución del problema anterior: si podemos agrupar los objetos de una familia por parejas, entonces habrá un número par de ellos. En lo que sigue se plantea una serie de problemas similares.

			Problema 8. ¿Podemos cubrir un tablero de ajedrez de 5 × 5 con fichas de dominó de dimensiones 1 × 2?

			Problema 9. Prueba que si un polígono convexo de 101 lados tiene un eje de simetría, dicho eje de simetría pasa por uno de sus vértices. ¿Qué se puede afirmar si el polígono tiene 10 lados? 1 

			Los problemas 10 y 11 hacen referencia a fichas de dominó rectangulares, de dimensiones 2 × 1, que tienen grabados un cierto número de puntos (entre cero y seis) en cada uno de los dos cuadrados que las forman. Un juego de dominó consta de las 28 fichas que es posible construir, teniendo en cuenta las posibles distribuciones de puntos en las parejas de cuadrados. El juego consiste en hacer una cadena en la que los cuadrados adyacentes tengan igual número de puntos.

			Problema 10. Al terminar una partida de dominó (en la que se han colocado todas las fichas) observamos que el primer número de la cadena es un 5. ¿Qué número aparece al final?

			Problema 11. De un dominó retiramos todas las fichas que tengan algún cuadrado blanco. ¿Se puede construir una cadena usando todas las restantes?

			Problema 12. ¿Es posible dividir un polígono convexo de 13 lados en paralelogramos?

			Problema 13. Se colocan 15 damas en un tablero de 5 × 5 de tal modo que sus posiciones son simétricas respecto a una de las diagonales. Prueba que al menos una de las damas está colocada sobre la diagonal. 

			–Solución. Si ninguna de las damas estuviera sobre la diagonal, podrían ser agrupadas en parejas simétricas con respecto a ella. Por tanto, debe haber una dama (y, de hecho, un número impar de damas) colocada sobre la diagonal.

			Al resolver este problema, los estudiantes tienen dificultades a menudo para entender que puede haber no solo una, sino cualquier otro número impar de damas en la diagonal.

			Para este problema podemos formular la siguiente afirmación sobre particiones en parejas: si un cierto conjunto tiene una cantidad impar de objetos y los emparejamos, al menos uno de ellos se queda sin pareja.

			Problema 14. Supongamos ahora que la posición de las damas en el problema 13 es simétrica con respecto a ambas diagonales del tablero. Prueba que una de las damas está colocada justo en el centro.

			Problema 15. En cada una de las casillas de un tablero de 15 × 15 se escribe uno de los números 1, 2, 3, … hasta el 15. Las casillas que son simétricas con respecto a una de las diagonales principales contienen números iguales, y no hay línea alguna o columna que tenga dos números iguales. Prueba que no puede haber dos números iguales en la diagonal principal.

			§ 3.  Pares e impares

			Problema 16. ¿Es posible cambiar un billete de 25 rublos utilizando en total 10 billetes de 1, 3 o 5 rublos?

			–Solución. No es posible. Esta conclusión se basa en una observación simple: la suma de una cantidad par de números impares es siempre par. Una generalización de este hecho es la siguiente: si una suma de varios números es par, entonces la cantidad de sumandos impares es par. Si el número de sumandos impares es impar, el resultado será impar, y si el número de sumandos impares es par, el resultado será par.

			Problema 17. Pedro compró una libreta que tenía 96 hojas y las numeró del 1 al 192. Víctor, por su parte, arrancó 25 hojas del cuaderno de Pedro y sumó los 50 números de página de dichas hojas. ¿Puede ser el resultado de dicha suma igual a 1990? 

			Problema 18. El producto de 22 números enteros da uno. Demuestra que su suma no puede dar 0.

			Problema 19. ¿Se puede formar un cuadrado mágico usando los 36 primeros números primos? (Un cuadrado mágico es una cuadrícula de 6 × 6 casillas numeradas en la que se cumple que la suma de los números de cualquier fila, columna y diagonal es idéntica).

			Problema 20. Escribimos los números del 1 al 10 en una fila. ¿Podemos distribuir los signos + y − entre ellos de manera que el resultado de efectuar las operaciones que aparecen en la expresión final sea igual a 0?

			Obsérvese que los números negativos también pueden ser pares e impares.

			Problema 21. Un grillo salta a lo largo de una línea. Su primer salto es de 1 centímetro; su segundo salto, de 2 centímetros, etc. Cada salto puede llevarle a un punto de la línea situado a su derecha o a su izquierda. Prueba que, después de 1985 saltos, el grillo no puede acabar en el mismo lugar en el que empezó.

			Problema 22. Escribimos los números 1, 2, 3, ... , 1984 y 1985 en la pizarra. Borramos dos cualesquiera de ellos y los remplazamos por el valor absoluto de su diferencia. Después de repetir este proceso muchas veces, queda un único número en la pizarra. ¿Podría ser el 0?

			§ 4. Problemas varios

			En esta sección recogemos algunos problemas más difíciles. Las soluciones utilizan la idea de paridad, pero también consideraciones adicionales.

			Problema 23. ¿Se puede recubrir un tablero de ajedrez de 8 × 8 con fichas de dominó de 1 × 2 de forma que solo las casillas a1 y h8 queden sin recubrir?

			Problema 24. Cogemos un número de 17 dígitos, invertimos sus cifras formando un nuevo número y sumamos estos dos números. Demuestra que el resultado de esta suma tendrá al menos un dígito par.

			Problema 25. De los 100 soldados de un destacamento, 3 están de guardia cada noche. ¿Puede suceder que, después de un cierto tiempo, cada soldado haya compartido su guardia exactamente una vez con cada uno de los otros soldados?

			Problema 26. Elegimos 45 puntos entre los de la recta que pasa por los puntos A y B, de forma que ninguno de ellos esté en el segmento AB. Demuestra que la suma de las distancias de estos puntos al punto A no puede ser igual a la suma de las distancias de estos puntos al punto B.

			Problema 27. Colocamos cuatro unos y cinco ceros sobre una circunferencia. Con estos números seguimos el siguiente procedimiento: entre cada dos números adyacentes colocamos un 0 si los números son diferentes, y un 1 si son iguales. Borramos después los números “viejos”. ¿Pueden ser iguales todos los números que nos queden después de repetir este proceso un cierto número de veces?

			Problema 28. Cincuenta estudiantes, 25 chicos y 25 chicas, se sientan alrededor de una mesa redonda. Prueba que al menos uno de los 50 tiene por vecinos a 2 chicas.

			Problema 29. Un caracol se mueve a lo largo de un plano con velocidad constante, girando en ángulo recto cada 15 minutos. Demuestra que solo podrá volver a su posición inicial tras un número entero de horas. 

			Problema 30. Tres grillos juegan a la pídola a lo largo de una línea. En cada turno, un grillo salta por encima de otro, pero nunca sobre los otros dos. ¿Pueden volver a la posición inicial tras 1999 saltos? (Véase la figura 7).

			[image: ]

			Problema 31. Entre 101 monedas, 50 son falsas, y se diferencian de las auténticas únicamente en el peso: un gramo de más o de menos. Pedro tiene una balanza que muestra la diferencia de pesos entre los objetos colocados en cada plato. Elige una moneda y quiere saber si es auténtica o falsa en tan solo una pesada. ¿Puede hacerlo?

			Problema 32. ¿Es posible hacer una lista con los números del 1 al 9 de manera que quede una cantidad impar de números entre el 1 y el 2, entre el 2 y el 3, …, y entre el 8 y el 9?

			

			
				
					1	Un polígono convexo es aquel en el que el segmento que une dos puntos interiores cualesquiera no se sale del polígono.

				

			

		


		
			Capítulo 2 
Combinatoria 1

			¿Cuántas formas habrá de ir desde A hasta B? ¿Cuántas palabras contiene el lenguaje hermeciano? ¿Cuántos números “afortunados” de seis cifras hay? ¿Cuántos...? Estas y otras muchas cuestiones similares serán tratadas en este capítulo.

			Comenzaremos con algunos problemas simples.

			Problema 1. En la tienda La Fiesta del Té hay cinco modelos de tazas de té y otros tres modelos de platos. ¿Cuántas maneras hay de combinar las tazas con los platos? 

			–Solución. Primero elegimos una taza. Luego, para completar la pareja, podemos escoger cualquiera de los tres platos. De esta manera podemos tener tres parejas diferentes que incluyan la taza elegida. Como hay cinco tazas, podemos conseguir quince parejas distintas (15 = 5 ⋅ 3).

			Problema 2. En La Fiesta del Té también hay cuatro cucharillas diferentes. ¿Cuántas maneras habrá de formar un conjunto de taza, plato y cucharilla?

			–Solución. Comencemos por cualquiera de los 15 conjuntos del problema anterior. Hay cuatro formas de completarlo eligiendo una cucharilla. Por tanto, el número de conjuntos posible es 60 (ya que 60 = 15 · 4 = 5 ⋅ 3 ⋅ 4).

			Problema 3. En El País de las Maravillas hay tres ciudades: A, B y C. Seis carreteras van de A a B, y otras cuatro, de B a C. (Véase la figura 8). ¿De cuántas maneras diferentes se puede viajar de A a C?

			–Respuesta. 24 = 6 · 4.

			[image: ]

			En la solución del problema 4 utilizamos una nueva idea.

			Problema 4. En El País de las Maravillas hay una nueva ciudad llamada D y se han construido varias carreteras nuevas. (Véase la figura 9). ¿Cuántas formas hay ahora de llegar de A a C?

			[image: ]

			–Solución. Consideremos dos posibilidades: que nuestra ruta pase por B o por D. En cada caso es bastante fácil calcular el número de rutas. Si atravesamos B, tendremos 24 formas de llegar de A a C; de la otra manera tendremos 6 maneras más. Para obtener la respuesta debemos sumar estos dos números. Así que tenemos 30 rutas posibles.

			Dividir el problema en varios casos es una idea muy útil. También ayuda a resolver el problema 5.

			Problema 5. En La Fiesta del Té hay cinco modelos de tazas de té, tres de platos y cuatro de cucharillas. ¿Cuántas formas hay de comprar dos objetos diferentes?

			–Solución. Hay tres casos posibles: que compremos una taza y un plato, o una taza con una cucharilla, o bien un plato y una cucharilla. No es difícil calcular la cantidad de posibilidades para cada caso: 15, 20 y 12 formas, respectivamente. Sumándolas obtenemos la respuesta: 47.

			Para los profesores. El principal objetivo que el profesor debe perseguir durante la discusión de estos problemas es hacer que los alumnos entiendan cuándo debemos sumar los números y cuándo multiplicarlos. Por supuesto, se les debería proponer muchos problemas (se pueden encontrar algunos al final de este capítulo [problemas 28-32], en [49], o pueden ser inventados por el profesor). Algunos posibles temas para los problemas son las compras, los mapas de carreteras, la organización de objetos, etc.

			Problema 6. Decimos que un número es de “aspecto impar” si todas sus cifras son impares. ¿Cuántos números de “aspecto impar” de cuatro cifras existen?

			–Solución. Es obvio que hay cinco posibilidades para la primera cifra. Ahora podemos añadir otra cifra impar a la derecha de otras cinco maneras distintas. Así, tenemos que hay 5 ⋅ 5 = 25 números de dos cifras de aspecto impar. De forma similar, tenemos 5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 125 números de aspecto impar de tres cifras, y 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 54 = 625 números de aspecto impar de cuatro cifras.

			Para los profesores. En el último problema, la respuesta tiene la forma mn. Habitualmente obtenemos este tipo de soluciones en problemas en los que podemos situar un elemento de entre m dados en cualquiera de los n lugares disponibles. En tales problemas, los alumnos pueden tener dificultades para distinguir los dos números, m y n, es decir, entre base y exponente.

			A continuación se proponen otros cuatro problemas similares.

			Problema 7. Lanzamos tres veces una moneda. ¿Cuántas secuencias diferentes podemos obtener?

			–Respuesta. 23.

			Problema 8. En un tablero de dimensiones 2 × 2, cada casilla puede ser de color blanco o negro. ¿De cuántas maneras se puede colorear el tablero?

			–Respuesta. 24.

			Problema 9. ¿Cuántas formas hay de rellenar una quiniela (en este caso, de fútbol)? En esta quiniela se deben pronosticar los resultados de 14 partidos, indicando si se da la victoria de un equipo, del otro o un empate.

			–Respuesta. 314.

			Problema 10. El alfabeto hermeciano consta de tan solo tres letras: A, B y C. Las palabras en este lenguaje son secuencias arbitrarias de no más de cuatro letras. ¿Cuántas palabras tiene este lenguaje?

			–Pista. Calcula por separado el número de palabras de una letra, de dos, de tres y de cuatro.

			–Respuesta: 3 + 32 + 33 + 34 = 120.

			Continuemos con otra serie de problemas.

			Problema 11. Un equipo de fútbol debe elegir al capitán titular y a un capitán suplente de entre 11 jugadores. ¿Cuántas maneras tiene de hacerlo?

			–Solución. Cualquiera de los 11 jugadores puede ser elegido capitán titular. Después, cualquiera de los otros 10 puede ser elegido como suplente. Así pues, tenemos 11 ⋅ 10 = 110 posibles resultados de elección.

			Este problema difiere de los anteriores en que la elección del capitán titular influye en el número de candidatos para elegir al suplente, porque el titular no puede ser a la vez suplente. Por tanto, las elecciones de capitán titular y suplente no son independientes (como lo eran las de la taza y el plato del problema 1, por ejemplo).

			Planteemos ahora otros cuatro problemas de la misma forma.

			Problema 12. ¿Cuántas maneras hay de coser una bandera tricolor con tres bandas de tela horizontales de igual anchura, si tenemos piezas de tela de seis colores? (Nota: podemos distinguir la parte superior de la inferior).

			–Solución. Tenemos seis posibilidades para la tira de tela inferior. Después, cinco posibilidades para la tira central y, finalmente, cuatro tiras de tela para la banda superior. Por tanto, tenemos 6 ⋅ 5 ⋅ 4 = 120 maneras de coser la bandera.

			Problema 13. ¿De cuántas formas podemos situar una torre blanca y otra negra en un tablero de ajedrez de forma que no puedan amenazarse entre sí?

			–Solución. Podemos colocar la torre blanca en cualquiera de las 64 casillas. Sin importar dónde esté, amenaza directamente 15 casillas (incluyendo la casilla en la que está). Así nos quedan 49 casillas en las que podemos colocar la torre negra. A partir de ahí obtenemos que hay 64 ⋅ 49 = 3136 formas de hacerlo.

			Problema 14. ¿Cuántas maneras hay de situar el rey blanco y el rey negro en un tablero de ajedrez de forma que no puedan amenazarse entre sí?

			–Solución. Podemos colocar el rey blanco en cualquiera de las 64 casillas. Sin embargo, el número de casillas que amenaza depende de su posición. De esta manera tenemos tres casos:

			a)	Si el rey blanco está en una esquina, amenaza cuatro casillas, incluyendo la casilla en la que se encuentra situado. Nos quedan 60 casillas, y podemos colocar el rey negro en cualquiera de ellas.

			b)	Si el rey blanco está en el borde del tablero, pero no en una esquina (hay 24 casillas de este tipo), amenaza seis casillas, y nos quedan 58 en las que podemos situar el rey negro.

			c)	Si el rey blanco no está en el borde del tablero (hay 36 casillas de este tipo), entonces amenaza 9 casillas, y nos quedan 55 libres donde podremos situar el rey negro.

			Finalmente, concluimos que hay 4 ⋅ 60 + 24 ⋅ 58 + 36 ⋅ 55 = 3612 maneras de poner ambos reyes en el tablero.
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			Calculemos el número de maneras de colocar n objetos en fila. Cada una de ellas recibe el nombre de “permutación”. Este concepto desempeña un papel importante en combinatoria y en álgebra. Antes de proseguir, debemos prestar un poco de atención a un asunto preliminar.

			Si n es un número natural, entonces n! (llamado factorial de n) es el producto de  1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ... ⋅ n. Por ejemplo, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24 y 5! = 120. Por convenio, se define 0! = 1.

			Orientaciones metodológicas. Antes de trabajar con permutaciones es necesario conocer la definición de “factorial” y aprender a manejar esta función. Para ello, los siguientes ejercicios pueden resultar útiles.

			Ejercicio 1. Simplifica las expresiones a) 10! ⋅ 11; b) n! ⋅ (n + 1).

			Ejercicio 2. a) Calcula 100! / 98!; b) Simplifica n! / (n − 1)!

			Ejercicio 3. Demuestra que si p es un número primo, entonces (p − 1)! no es divisible por p.

			Ahora volvamos a las permutaciones.

			Problema 15. ¿Cuántos números de tres dígitos pueden escribirse usando las cifras 1, 2 y 3 (sin repetirse) en cualquier orden?

			–Solución. Razonemos igual que hicimos al resolver el problema 12. El primer dígito puede ser cualquiera de los tres; el segundo, uno de los otros dos que quedan, y el tercero debe ser el número restante. Así, nos quedan 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 3! números.

			Problema 16. ¿Cuántas formas hay de poner cuatro bolas, de colores rojo, negro, azul y verde, en una fila? 

			–Solución. El primer lugar de la fila puede ser ocupado por cualquiera de las bolas; el segundo, por cualquiera de las tres restantes, etc. Finalmente, la respuesta es 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 4! (similar a la del problema 15).

			Análogamente, podemos demostrar que n objetos diferentes pueden ser dispuestos en fila de n ⋅ (n − 1) ⋅ (n − 2) ⋅ ... ⋅ 2 ⋅ 1 formas diferentes; por lo que el número de permutaciones de n objetos es n!

			Por comodidad, al escribir introduciremos el siguiente convenio: cualquier secuencia finita de letras será llamada “palabra” (tanto si se puede encontrar en el diccionario como si no). Por ejemplo, podemos formar seis palabras usando las letras A, B y C una sola vez cada una: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB y CBA. En los siguientes cinco problemas se debe calcular el número de palabras que se pueden obtener a partir de otra palabra dada, reorganizando sus letras.

			Problema 17. “VECTOR”2.

			–Solución. Puesto que todas las letras son diferentes, la respuesta es 6! palabras.

			Problema 18. “TRUST”.

			–Solución. Esta palabra contiene dos letras T y las demás son diferentes. Pensemos en estas letras en principio como si fueran distintas entre sí, T1 y T2. Al asumir esto tenemos 5! = 120 palabras diferentes. Sin embargo, dos palabras cualesquiera que podamos obtener al intercambiar las letras T1 y T2 son, de hecho, iguales. Así, nuestras 120 palabras se dividen en pares de palabras idénticas. Esto significa que la respuesta final es 120 / 2 = 60.

			Problema 19. “CARAVAN”.

			–Solución. Suponiendo las letras A de esta palabra como letras diferentes A1, A2 y As, tenemos 8! palabras distintas. Sin embargo, las palabras que podamos obtener intercambiando tan solo las letras Ai son idénticas. Y ya que las letras Ai pueden ser reorganizadas en sus lugares de 3! = 6 formas, las 8! palabras se dividen en grupos de 3! palabras idénticas. Por tanto, la respuesta es 8! / 3!

			Problema 20. “CLOSENESS”.

			–Solución. Tenemos tres letras S y dos letras E en esta palabra. Tomándolas como letras distintas, tenemos la posibilidad de formar 9! palabras. Recordando que las letras E son idénticas, el número de palabras se reduce a 9! / 2! Además, tenemos que las letras S son iguales, así que nuestra respuesta final es 9! / (2! ⋅ 3!).

			Problema 21. “MATHEMATICAL”.

			–Respuesta. 12! / (3! ⋅ 2! ⋅ 2!).

			Este grupo de problemas sobre palabras demuestra una interesante e importante idea: la idea de “contar múltiplos”. Esto es, en lugar de contar el número de objetos que nos interesan, puede ser más fácil contar algunos otros objetos cuyo número sea algún múltiplo conocido del número de objetos.

			Aquí tenemos otros cuatro problemas que utilizan este método.

			Problema 22. En cierto país hay 20 ciudades, y cada par de ciudades está conectado por una ruta aérea. ¿Cuántas rutas hay?

			–Solución. Cada ruta conecta 2 ciudades. Podemos elegir cualquiera de las 20 ciudades del país (por ejemplo, la ciudad A) como principio de una ruta, y nos quedan 19 ciudades como posible destino (por ejemplo, la ciudad B). Así, multiplicando, tenemos 20 ⋅ 19 = 380. Sin embargo, este cálculo ha contado cada ruta AB dos veces, la AB y la BA, que son la misma. Por tanto, el número de rutas es 380 / 2 = 190.

			Se discute un problema similar en el capítulo 5 (Grafos 1), en el que contamos el número de aristas de un grafo.

			Problema 23. ¿Cuántas diagonales hay en un n-gono3 convexo?

			–Solución. Podemos escoger cualquiera de los n vértices como punto de partida de una diagonal y tenemos n − 3 vértices como punto final de dicha diagonal (cualquier vértice menos él mismo y sus dos consecutivos, los de cada lado). Contando las diagonales de esta manera, contamos cada diagonal dos veces. Por tanto, la respuesta es n (n − 3) / 2. (Véase la figura 10).
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			Problema 24. Un “collar” es una cuerda circular con un montón de cuentas de abalorios. Podemos girar (rotar) el collar sobre la mesa, pero no voltearlo. ¿Cuántos collares diferentes se pueden formar con 13 abalorios distintos entre sí?

			–Solución. En principio, pensemos que está prohibido girar el collar. Entonces, está claro que tenemos 13! collares diferentes. Sin embargo, cualquier forma de organizar las cuentas será igual que las 12 que obtenemos rotando el collar. (Véase la figura 11).

			[image: ]

			–Respuesta. 13! / 13 = 12!

			Problema 25. Pensemos ahora que podemos voltear el collar. ¿Cuántos collares se pueden formar con 13 cuentas diferentes?

			–Solución. Voltear el collar divide el número de collares entre 2.

			–Respuesta. 12! / 2.

			El siguiente problema ilustra otra idea importante sobre combinatoria.

			Problema 26. ¿Cuántos números de seis cifras tienen al menos una cifra par?

			–Solución. En lugar de contar los números con al menos una cifra par, busquemos la cantidad de números de seis cifras que no tienen esta propiedad. La cantidad de números con todos sus seis dígitos impares es de 56 = 15 625. (Véase el problema 6). Puesto que hay 900 000 números de 6 dígitos, concluimos que el número de 6 dígitos con al menos una cifra par es de 900 000 − 15 625 = 884 375.

			La idea principal en esta solución es el uso del método de los conjuntos complementarios; esto es, considerar los “no pedidos” en lugar de “los pedidos”. Aquí hay otro problema que se puede resolver con este método.

			Problema 27. En el alfabeto hermeciano del sur hay seis letras. Una palabra es cualquier secuencia de seis letras, algunas de las cuales deben ser iguales. ¿Cuántas palabras hay en este lenguaje?

			–Respuesta. 66 − 6!

			Para los profesores. Como conclusión, nos gustaría hacer notar que es razonable dedicar un tiempo a las ideas de cada grupo de problemas de este capítulo (y, quizá, a otros temas más alejados de la combinatoria). También recomendamos recordar el material ya tratado en otros capítulos anteriores. Por esta razón presentamos una lista de problemas para practicar. Además, podéis utilizar problemas de [49] o crearlos vosotros mismos.

			Problemas para practicar

			Problema 28. En una oficina de correos hay cinco tipos de sobres y otros cuatro de sellos. ¿De cuántas maneras diferentes se pueden adquirir un sobre y un sello?

			Problema 29. ¿Cuántas formas hay de elegir parejas que consistan en una vocal y una consonante con las letras de la palabra “RINGER”?

			Problema 30. En una pizarra hay escritos siete nombres, cinco verbos y dos adjetivos. Podemos formar una frase ordenada (nombre-verbo-adjetivo) con una palabra de cada tipo sin importarnos mucho el significado semántico que tome. ¿Cuántas maneras hay de hacerlo?

			Problema 31. Dos coleccionistas novatos tienen 20 sellos y 10 postales. Llamamos un “cambio justo” al intercambio de un sello por otro sello o de una postal por otra postal. ¿Cuántas maneras hay de llevar a cabo un cambio justo entre los dos coleccionistas?

			Problema 32. ¿Cuántos números de seis cifras tienen todas sus cifras pares o todas impares?

			Problema 33. ¿De cuántas formas podemos enviar seis cartas, si tenemos tres mensajeros y cada carta se le puede dar a cualquiera de ellos?

			Problema 34. ¿Cuántas maneras hay de elegir 4 cartas de diferentes palos y valores de una baraja de 52 cartas?

			Problema 35. En una estantería hay cinco libros. ¿Cuántas maneras hay de ordenar alguno o todos en una pila? Una pila puede constar de un único libro.

			Problema 36. ¿Cuántas formas hay de colocar ocho torres en un tablero de ajedrez de manera que no se amenacen entre sí?

			Problema 37. Hay n chicos y n chicas en una clase de baile. ¿Cuántas maneras hay de organizarlos en parejas para bailar?

			Problema 38. Las reglas de un torneo de ajedrez determinan que cada participante debe enfrentarse a todos los demás exactamente una vez. ¿Cuántas partidas se jugarán si hay 18 participantes?

			Problema 39. ¿Cuántas maneras hay de situar a) dos alfiles, b) dos caballos y c) dos reinas en un tablero de ajedrez de forma que no se amenacen entre sí?

			Problema 40. Una madre tiene dos manzanas, tres peras y cuatro naranjas. Cada mañana, durante nueve días, le da una pieza de fruta a su hijo para desayunar. ¿Cuántas maneras tiene de hacerlo?

			Problema 41. En una residencia hay tres habitaciones: una individual, una doble y otra para cuatro estudiantes. ¿Cuántas formas hay de alojar a siete estudiantes en estas habitaciones?

			Problema 42. ¿Cuántas maneras hay de situar en la primera fila de un tablero de ajedrez el rey, la reina, las dos torres, los dos caballos y los dos alfiles?

			Problema 43. ¿Cuántas “palabras” pueden escribirse utilizando exactamente cinco letras A y no más de tres letras B?

			Problema 44. ¿Cuántos números de 10 cifras tienen al menos dos de ellas iguales?

			Problema 45. ¿Constituyen los números de siete cifras que no contienen la cifra “1” en su representación decimal más del 50 % de los números de siete cifras?

			Problema 46. Lanzamos un dado tres veces. De entre todos los posibles resultados, ¿en cuántos de ellos habrá al menos un 6?

			Problema 47. ¿Cuántas formas hay de dividir 14 personas en 7 parejas?

			Problema 48. ¿Cuántos números de nueve cifras cumplen que la suma de sus cifras es un número impar?

			

			
				
					2	Puesto que esta es una traducción del inglés, y ya que la finalidad del texto es la del trabajo con letras y no con palabras, se ha optado por no traducir las palabras “problema”, dejándolas en inglés. (N. del T.).
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			Capítulo 3 
Divisibilidad y restos

			Para los profesores. Este tema no es tan entretenido como alguno de los anteriores, pero contiene muchos resultados teóricos importantes. Habrá que intentar, pues, introducir elementos de juego en las sesiones. Incluso problemas muy rutinarios, como la factorización de enteros, pueden dar lugar a juegos en los que se pida a los participantes que respondan a cuestiones como “a ver quién es el primero en factorizar este número enorme” o “¿quién puede encontrar más rápidamente el mayor divisor primo de este número? Por esta razón, las sesiones dedicadas a este tema tendrán que ser preparadas con más cuidado que las correspondientes a otros. Como la divisibilidad también pertenece al curriculum escolar, deberemos utilizar la experiencia que hayamos adquirido en este terreno. 

			§ 1. Números primos y compuestos

			En los números naturales podemos distinguir entre los primos y los compuestos. Un número es “compuesto” si es igual al producto de otros dos números naturales más pequeños; por ejemplo, 6 = 2 ⋅ 3. Si no, y si el número no es el 1, se le llama “primo”. El número 1 no es ni primo ni compuesto.

			Los números primos son como “ladrillos” que podemos usar para construir todos los números naturales. ¿Cómo se puede hacer esto? Consideremos el número 420. Ciertamente, es compuesto. Puede ser representado, por ejemplo, como 42 ⋅ 10. Pero tanto el 42 como el 10 son también números compuestos. En efecto, 42 = 6 ⋅ 7 y 10 = 2 ⋅ 5. Como 6 = 2 ⋅ 3, tenemos 420 = 42 ⋅ 10 = 6 ⋅ 7 ⋅ 2 ⋅ 5 = 2 ⋅ 3 ⋅ 7 ⋅ 2 ⋅ 5 = 2 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ 7. (Véase la figura 12). Esta es la “descomposición” completa de nuestro número (su representación como producto de números primos).

			Está claro que podemos factorizar cualquier número natural mayor que 1 de la misma forma. Solo hemos de ir factorizando los números que tengamos en parejas de números más pequeños mientras podamos (y si cualquiera de los factores no se puede descomponer en un producto, es que es un factor primo).

			[image: ]

			Pero ¿y si intentamos factorizar el número 420 de alguna otra forma? Por ejemplo, podemos empezar con que 420 = 15 ⋅ 18. Es posible sorprenderse al comprobar que acabaremos siempre en la misma representación. (Los productos que difieren únicamente en el orden de los factores se consideran idénticos. Ordenaremos generalmente los factores en orden creciente).

			Este hecho, que puede parecer evidente pero no es fácil de probar, es conocido como teorema fundamental de la aritmética: cualquier número natural distinto de 1 puede ser representado de forma única como producto de factores primos.

			Para los profesores. La mayoría de los contenidos de esta sección están relacionados con el teorema fundamental de la aritmética.

			Los estudiantes deberían entender que las propiedades de la divisibilidad se explican casi completamente con la representación de los números naturales como producto de factores primos. Los siguientes ejercicios ayudarán a este propósito.

			1. ¿Es 29 ⋅ 3 divisible entre 2?

			–Respuesta. Sí, ya que 2 es uno de los factores de la descomposición del número dado.

			2. ¿Es 29 ⋅ 3 divisible entre 5?

			–Respuesta. No, porque la descomposición de dicho número no contiene el número primo 5.

			3. ¿Será divisible 29 ⋅ 3 entre 8?

			–Respuesta. Sí, pues 8 = 23, y hay nueve doses en la descomposición del número dado.

			4. ¿Es 29 ⋅ 3 divisible entre 9?

			–Respuesta. No, ya que 9 = 3 ⋅ 3, y solo hay un 3 en la descomposición factorial. (Véase la figura 13).

			5. ¿Es 29 · 3 divisible entre 6?

			–Respuesta. Sí, porque 6 = 2 ⋅ 3, y la descomposición del número contiene ambos números primos, el 2 y el 3. (Véase la figura 14).

			[image: ]

			6. ¿Es verdad que si un número natural es divisible entre 4 y entre 3, entonces también lo será entre 4 ⋅ 3 = 12?

			–Respuesta. Sí. En efecto, la descomposición factorial de un número divisible entre 4 debe contener al menos dos doses. Como el número también es divisible entre 3, habrá asimismo al menos un tres. Por tanto, nuestro número es divisible entre 3 ⋅ 2 ⋅ 2 = 12.

			7. ¿Es verdad que si un número natural es divisible entre 4 y entre 6, deberá serlo entre  6 ⋅ 4 = 24?

			–Respuesta. No. Por ejemplo, el número 12 puede servir de contraejemplo. La razón es que si un número es divisible entre 4, su descomposición contendrá al menos dos doses, y si el mismo número es divisible entre 6, quiere decir que su descomposición factorial contendrá el 2 y el 3. Por consiguiente, podemos asegurar que la descomposición tiene dos doses (¡pero no necesariamente tres!) y un 3, así que solo podemos demostrar su divisibilidad entre 12. 

			8. Si el número A no es divisible entre 3, ¿es posible que el número 2A lo sea entre 3?

			–Respuesta. No. Como el 3 no aparece en la descomposición de A, no puede figurar tampoco en la de 2A.

			9. El número A es par. ¿Es verdad que 3A debe ser divisible entre 6?

			–Respuesta. Sí, ya que tanto el 2 como el 3 estarán en la descomposición del número 3A.

			10. El número 5A es divisible entre 3. ¿Debe ser el número A divisible entre 3?

			–Respuesta. Sí, pues la descomposición de 5A contiene el 3, mientras que la descomposición de 5, no.

			11. El número 15A es divisible entre 6. ¿Debe ser divisible entre 6 el número A?

			–Respuesta. No. Por ejemplo, A podría ser 2. La razón es que el número 3, que es uno de los factores primos del 6, también está en la descomposición del 15, así que solo podemos estar seguros de que A es par.

			
				
					
				
				
					
							
							Definición importante

							Dos números naturales se llaman “primos entre sí” o “coprimos” si no tienen divisores comunes mayores que 1.

							Por ejemplo, dos números primos diferentes son, por supuesto, primos entre sí. Además, el número 1 es coprimo con cualquier otro número natural.

							Usando un razonamiento parecido al utilizado en los ejercicios 6 y 10, podemos probar las dos afirmaciones siguientes:

							a)	Si un número natural es divisible entre dos números primos entre sí, p y q, será divisible también entre su producto, pq.

							b)	Si el número pA es divisible entre q, donde p y q son primos entre sí, entonces A también lo será entre q.

						
					

				
			

			Para los profesores. Los estudiantes deberían discutir y resolver algunos ejemplos. Al final de la sección se proponen problemas en los que es necesario utilizar ideas relacionadas con el concepto de números primos entre sí.

			
				
					
				
				
					
							
							Dos definiciones importantes más

							1.	El máximo común divisor, m.c.d.(x, y) de dos números naturales es… ¿qué parece más lógico?... el mayor número natural entre el que son divisibles ambos números.

							2.	El mínimo común múltiplo, m.c.m.(x, y) de dos números naturales es… probar otra vez… el menor número natural que es divisible entre ambos.

							Por ejemplo, m.c.d.(18, 24) = 6, m.c.m.(18, 24) = 72.

						
					

				
			

			Estas definiciones nos permiten plantear algunos ejercicios más.

			12. Dados los números A = 23 ⋅ 310 ⋅ 5 ⋅ 72 y B = 25 ⋅ 3 ⋅ 11, encontrar el m.c.d.(A, B).

			–Respuesta. El m.c.d.(A, B) = 24 = 23 ⋅ 3. Esta es la parte común (“intersección”) de las descomposiciones de los números.

			13. Dados los números A = 28 ⋅ 53 ⋅ 7 y B = 25 ⋅ 3 ⋅ 57, encontrar el m.c.m.(A, B).

			–Respuesta. El m.c.m.(A, B) = 420 000 000 = 28 ⋅ 3 ⋅ 57 ⋅ 7. Esto, como se puede ver, es la “unión” de las descomposiciones de los números. 

			Para los profesores. Tenemos que tomar el material de esta sección únicamente como un esbozo de guión para una sesión real. Es natural que los profesores quieran crear versiones más elaboradas. A veces será posible dar una serie de problemas o ejercicios muy parecidos uno tras otro intentando, no obstante, mantener una cierta variedad. Hay que animar a los alumnos a enunciar sus propias conjeturas a la vista de los problemas y teoremas que se discuten.

			Sin embargo, este tema se aprenderá mejor si, en sesiones posteriores, se plantean problemas que utilicen las ideas explicadas anteriormente.

			Damos ahora una lista de algunos problemas. Los métodos e ideas introducidos en esta sección serán usados también en otras secciones de este mismo capítulo, así como en otros capítulos del presente libro.

			Problema 1. Dados dos números primos diferentes, p y q, averigua cuántos divisores distintos tendrán los siguientes números:

			a) pq	b) p2q	c) p2q2	d) pnqm

			Problema 2. Prueba que el producto de tres números naturales consecutivos cualesquiera es divisible entre 6.

			–Pista. En un conjunto formado por tres números consecutivos hay, al menos, un número par y al menos uno divisible por 3.

			–Solución. Cualquier número divisible entre 2 y entre 3 es divisible entre 6, por tanto, el resultado se obtiene directamente de la pista.

			Problema 3. Demuestra que el producto de cualesquiera cinco números naturales consecutivos es:

			a) Divisible entre 30	b) Divisible entre 120

			Problema 4. Dado un número primo p, averigua cuántos números naturales cumplen que a) son menores que p y primos respecto a él; b) son menores que p2 y primos respecto a él.

			Problema 5. Encuentra el menor número natural n de forma que n! sea divisible entre 990.

			Problema 6. ¿En cuántos ceros acaba el número 100!?

			Problema 7. ¿Puede terminar n! en cinco ceros para algún valor n?

			Problema 8. Prueba que, si un número tiene una cantidad impar de divisores, debe ser obligatoriamente un cuadrado perfecto.

			Problema 9. Tomás multiplica dos números de dos dígitos en la pizarra. Después cambia todos los dígitos por letras (cambia dígitos diferentes por letras diferentes y dígitos iguales por letras iguales). Tomás obtiene AB ⋅ CD = EEFF. Prueba que Tomás ha cometido un error en algún sitio.

			Problema 10. ¿Puede un número escrito con cien ceros, cien unos y cien doses ser un cuadrado perfecto?

			–Pista. Este número será divisible entre 3, pero no entre 9.

			–Solución. La suma de las cifras de cualquier número como el descrito en el problema es 100 ⋅ (0 + 1 + 2) = 300, luego es divisible entre 3, pero no entre 9. Esto, pues, debe ser cierto para el número del problema, independientemente del orden en que estén escritas sus cifras, luego no será un cuadrado perfecto.

			Para los profesores. Deberíamos atraer la atención de los estudiantes sobre la idea que se utiliza en la resolución de este último problema. Esto se debería hacer, por ejemplo, preguntando: “¿Qué pasaría si el número descrito hubiese tenido doscientos ceros, doscientos unos y doscientos doses? ¿Y si tuviera trescientos ceros, unos y doses?”.

			Problema 11*. Los números a y b satisfacen la ecuación 56a = 65b. Demuestra que a + b es un número compuesto.

			Problema 12. Encuentra todas las soluciones naturales de estas ecuaciones:

			a) x2 − y2 = 31	b) x2 − y2 = 303

			–Pista. x2 − y2 = (x + y) ⋅ (x − y).

			Problema 13. Encuentra las raíces enteras de la ecuación x3 + x2 + x − 3 = 0.

			–Pista. Suma 3 en los dos lados de la ecuación y después factoriza el primer miembro.

			Problema 14. Prueba que dados dos números naturales cualesquiera a y b se cumple que m.c.d.(a, b) ⋅ m.c.m.(a, b) = a ⋅ b.

			§ 2. Restos

			Imagínate que te encuentras en un país en el que hay en circulación monedas de ciertos valores y quieres comprar por 3 céntimos un chicle en una máquina. Tienes una moneda de 15 céntimos en el bolsillo, pero ninguna de 3 céntimos, justo la que necesitas para comprar el chicle. Afortunadamente, ves una máquina de cambio que puede dar cualquier cantidad de monedas de 3 céntimos. Obviamente, obtienes 5 monedas de 3 céntimos por la moneda de 15. ¿Qué pasaría si tuvieses una moneda de 20 céntimos? Entonces conseguirías, por supuesto, 6 monedas de 3 céntimos más 2 céntimos al cambiarla. Así, tendríamos que 20 = 6 ⋅ 3 + 2. (Véase la figura 15). Esto es una representación de la operación de división con resto.

			¿Cómo funciona nuestra máquina de cambio? Devuelve monedas de 3 céntimos hasta que el resto sea menor que 3. Después da el resto, 0, 1 o 2, en monedas. Está claro que el resto es 0 si y solo si el número original (el valor de la moneda que se introduce en la máquina) es divisible entre 3.

			[image: ]

			Análogamente, podemos imaginar una máquina en la que, si introducimos monedas de m céntimos, se pueda elegir el tipo de monedas en las que nos dé el cambio, de monedas de “0 céntimos” a monedas de m − 1 céntimos.

			Damos ahora una definición más precisa.

			
				
					
				
				
					
							
							“Dividir un número natural N entre el número natural m con resto” significa representar N como N = km + r, donde 0 ≤ r < m. Llamamos “resto” al número r que obtenemos cuando el número N se divide entre m.

						
					

				
			

			Podemos discutir ahora el siguiente problema: una persona introduce 22 monedas de 50 céntimos y 44 monedas de 10 céntimos en la máquina de cambio. ¿Qué otras monedas, aparte de las de tres céntimos, recibirá como cambio? 

			Es fácil. Basta con encontrar el resto de dividir el número x = 22 ⋅ 50 + 44 ⋅ 10 entre 3. Lo que es reseñable es que no hace falta calcular el número x. Rescribimos x cambiando cada número (22, 50, 44 y 10) por su resto al dividirlo entre 3: 1 ⋅ 2 + 2 ⋅ 1; es decir, 4, que da de resto 1 al dividirlo entre 3. Afirmamos que el resto de la expresión original (es decir, del número x) es también 1. La razón es que siempre se cumple el siguiente enunciado.

			
				
					
				
				
					
							
							Lema de los restos. La suma (producto) de dos números naturales cualesquiera da el mismo resto cuando se divide entre 3 que la suma (producto) de sus restos.

						
					

				
			

			Orientaciones metodológicas. La prueba formal de este hecho no es muy difícil, aunque para los principiantes pueda parecer llena de tecnicismos.

			Por ejemplo, probemos la segunda proposición (la de los productos). Sean los números

			N1 = k1 ⋅ 3 + r1

			N2 = k2 ⋅ 3 + r2

			Entonces 

			
				
					[image: ]
				

			

			Así, si cambiamos N1N2 céntimos, la máquina nos devolverá 3k1k2 + k1r2 + k22r1 monedas de 3 céntimos y, además, tendremos r1r2 céntimos.

			En el lema sobre los restos, el número 3 se puede cambiar por cualquier otro número natural, y nos serviría la misma demostración.

			Para los profesores. Durante toda esta sección utilizaremos generalizaciones del lema de los restos. Los estudiantes deben aprender cómo aplicar estas ideas en el cálculo de restos. Recomendamos resolver varios problemas similares al problema 15, dirigiendo la atención de los estudiantes sobre el uso de los enunciados anteriores.

			No creemos que sea absolutamente necesaria la discusión de la demostración del lema de los restos en el aula.

			Problema 15. Encuentra el resto que obtenemos si:

			a)	Dividimos el número entre 1989 ⋅ 1990 ⋅ 1991 + 19923 entre 7.

			b)	Dividimos el número 9100 entre 8.

			La solución del siguiente problema incluye una idea importante.

			Problema 16. Prueba que el número n3 + 2n es divisible entre 3 para cualquier valor natural de n.

			–Solución. Al dividirlo por 3, el número n puede dar uno de los siguientes restos: 0, 1 o 2. Consideramos, pues, tres casos.

			Si al dividir n entre 3 se obtiene resto 0, entonces tanto n3 como 2n serán divisibles entre 3, y, por tanto, n3 + 2n es divisible entre 3.

			Si n tiene resto 1, entonces n3 tiene resto 1, 2n tiene resto 2 y 1 + 2 será divisible entre 3.

			Si n tiene resto 2, n2 tiene resto 1, n3 tendrá resto 2, 2n tendrá resto 1 y 2 + 1 será divisible entre 3.

			Este análisis, caso por caso, completa la prueba requerida.

			Para los profesores. El punto clave de la solución anterior es el recurso a un análisis caso por caso en el que se examinan “todos los posibles restos módulo de algún número natural”. Es importante hacer ver a los alumnos la potencia de este método. Deberían entender que un análisis de este estilo nos proporciona una demostración completa y rigurosa.

			El análisis caso por caso puede usarse en otros muchos campos aparte de la aritmética. Sería excelente que los alumnos aprendieran a determinar de qué modo un análisis de este tipo puede ayudar a resolver un problema. Esperamos que los siguientes sirvan para alcanzar este objetivo.

			Problema 17. Prueba que n5 + 4n es divisible entre 5 para cualquier entero n.

			Problema 18. Demuestra que n2 + 1 no es divisible entre 3 para ningún entero n.

			Problema 19. Prueba que n3 + 2 no es divisible entre 9 para ningún entero n.

			Problema 20. Demuestra que n3 − n es divisible entre 24 para cualquier número impar n.

			–Pista. Prueba que el número dado es múltiplo tanto de 3 como de 8.

			Problema 21. a) Demuestra que, si p es un número primo mayor que 3, p2 − 1 es divisible entre 24.

			b) Prueba que, si p y q son números primos mayores que 3, p2 − q2 es divisible entre 24.

			Problema 22. Los números naturales x, y, z satisfacen la ecuación x2 + y2 = z2. Demuestra que al menos uno de ellos es divisible entre 3.

			Problema 23. Dados dos números naturales, a y b, tales que a2 + b2 es divisible entre 21, prueba que esa misma suma de cuadrados también es divisible entre 441.

			Problema 24. Dados los números naturales a, b y c, que cumplen que a + b + c es divisible entre 6, prueba que es también divisible entre 6 el número a3 + b3 + c3.

			Problema 25. Tres números primos, p, q y r, todos mayores que 3, forman una progresión aritmética: p = p, q = p + d y r = p + 2d. Prueba que la diferencia d es divisible entre 6.

			Problema 26. Prueba que si disminuimos en 7 unidades la suma de los cuadrados de tres números naturales cualesquiera, el resultado no puede ser divisible entre 8.

			Problema 27. La suma de los cuadrados de tres números naturales es divisible entre 9. Demuestra que podemos elegir dos de esos números de manera que su diferencia sea divisible entre 9.

			[image: ]

			Continuamos con otro conjunto de problemas.

			Problema 28. Averigua la última cifra del número 19891989.

			–Solución. Para empezar, observemos que el último dígito del número 19891989 es el mismo que el del número 91989. Escribimos los últimos dígitos de las primeras potencias de 9: 9, 1, 9, 1, 9, …

			Para calcular la última cifra de una potencia de 9 basta con multiplicar por 9 la última cifra de la potencia previa de 9. Así pues, está bastante claro que a la cifra final 9 le seguirá siempre la cifra final 1 (9 ⋅ 9 = 81), la cual, a su vez, irá alternada con un 9 (1 ⋅ 9 = 9).

			De este modo, las potencias impares de 9 (en particular, 19891989) siempre tienen su última cifra igual a 9.

			Problema 29. Encuentra la última cifra del número 250.

			–Solución. Como antes, escribimos las últimas cifras de las primeras potencias de dos: 2, 4, 8, 6, 2, … Podemos ver que 25 acaba en 2, igual que 21. Luego la última cifra de cualquier potencia está determinada por la de la anterior potencia de 2. Tenemos un ciclo: 26 acaba en 4 (como 22), 27 acaba en 8 (como 23), 28 acaba en 6, 29 acaba en 2, etc. Como la longitud del ciclo es cuatro, se puede encontrar la última cifra del número 250 usando el resto de dividir el número 50 entre 4. Este resto es 2, y la última cifra de 250 coincide con la de 22, que es 4.

			Problema 30. ¿Cuál es la última cifra de 777777?

			Problema 31. Encuentra el resto de dividir 2100 entre 3.

			–Pista. Escribe los restos que se obtienen al dividir las sucesivas potencias de 2 entre 3. Prueba que forman, de nuevo, un ciclo.

			Problema 32. Encuentra el resto de dividir el número 31989 entre 7.

			Problema 33. Prueba que 22225555 + 55552222 es divisible entre 7.

			–Pista. Demuestra que, si divides ese número entre 7, el resto es 0.

			Problema 34. Encuentra la última cifra del número 777.

			En los problemas 16 a 27 hemos aplicado la idea de analizar caso por caso los restos obtenidos al efectuar divisiones entre algún número natural n que podía ser identificado muy fácilmente a partir del enunciado del problema. En el siguiente grupo de problemas no va a ser tan sencillo encontrar el número n correspondiente. El “arte de adivinar” requiere de ciertas habilidades y, aunque hay algunos trucos típicos, es bastante difícil llegar a dominarlo.

			Para los profesores. Como forma de ejercitar las habilidades mencionadas sugerimos la elaboración de tablas para los restos que se producen cuando se divide entre los números que usamos más frecuentemente: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13, etc. También se puede intentar encontrar todos los posibles restos que pueden obtenerse al dividir cuadrados y cubos perfectos entre dichos números.

			Problema 35. a) Halla p sabiendo que p, p + 10 y p + 14 son números primos.

			b)	Halla p sabiendo que p, 2p + 1 y 4p + 1 son números primos.

			–Pista. Encuentra los restos de dividirlos entre 3.

			Problema 36. Dado el par de números primos p y 8p2 + 1, encuentra p.

			Problema 37. Dada la pareja de números primos p y p2 + 2, demuestra que p3 + 2 también es un número primo.

			Problema 38. Demuestra que no existen dos números naturales a y b que cumplan que a2 − 3b2 = 8.

			Problema 39. a) ¿Puede ser la suma de dos cuadrados perfectos impares otro cuadrado perfecto?

			b) ¿Puede ser un cuadrado perfecto la suma de los cuadrados de tres números naturales impares?

			Problema 40. Prueba que la suma de los cuadrados de cinco números naturales consecutivos no puede ser un cuadrado perfecto.

			Problema 41. Encuentra p si p, 4p2 + 1 y 6p2 + 1 son números primos.

			Orientaciones metodológicas. Los problemas aritméticos sobre cuadrados perfectos (como los problemas 36 a 40) se pueden resolver, bastante a menudo, usando restos módulo 3 o módulo 4. La clave es que, cuando dividimos los cuadrados perfectos entre 3 o 4, solo pueden aparecer como restos los números 0 o 1.

			Problema 42. Demuestra que el número 100…00500…001 (100 ceros en cada grupo) no es un cubo perfecto.

			Problema 43. Prueba que, para cualesquiera números naturales a y b, a3 + b3 + 4 no puede ser un cubo perfecto.

			Problema 44*. Prueba que 6n + 3 no puede ser una sexta potencia perfecta para ningún número natural n.

			Más orientaciones metodológicas. Cuando se trata con problemas sobre cubos de números enteros (como en los problemas 42 a 44) es útil, a menudo, analizar los restos módulo 7 o módulo 9. En los dos casos hay solo tres posibles restos: {0, 1, 6} y {0, 1, 8}, respectivamente.

			Problema 45*. Dados los números naturales x, y y z con x2 + y2 = z2, prueba que xy es divisible entre 12.

			Para los profesores. El material de esta sección puede ser utilizado para dos sesiones por lo menos. La primera de ellas debería estar dedicada al cálculo de restos. La segunda puede tratar sobre el uso del análisis caso por caso para la resolución de problemas variados.
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