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Prefacio

La geometría diferencial ha encontrado múltiples aplicaciones en el campo de la física. Cada vez más, conceptos físicos considerados fundamentales se entienden como una consecuencia directa de principios geométricos. La estructura matemática misma de la electrodinámica de Maxwell, la relatividad general, la teoría de cuerdas, y las teorías de norma en general, son de naturaleza geométrica. En todas estas áreas, en las que se requiere de un espacio curvo para la descripción de un sistema, si se desea ir más allá de una simple discusión superficial de relaciones físicas se requiere de un formalismo matemático que permita manejar dichos espacios. Este formalismo es, precisamente, la geometría diferencial. Aún áreas como la termodinámica y la dinámica de fluidos se benefician enormemente con un tratamiento geometro-diferencial.

No solamente en la física sino también en importantes ramas de las matemáticas ha efectuado grandes cambios la geometría diferencial. Las aplicaciones han sido tan extensas y variadas, que, por un lado, muchos y grandes (y en ocasiones complicados) tratados se han escrito al respecto y, por otro lado, la mayoría han quedado dispersados en publicaciones especializadas; la consecuencia de esto es que la gran mayoría de los científicos no están familiarizados con esta disciplina, a pesar de lo altamente deseable que sería el que lo estuvieran.

Este libro tiene como propósito presentar, de manera muy concisa y directa, a la vez que manteniendo el formalismo matemático apropiado, los fundamentos de la topología diferencial y la geometría diferencial junto con aplicaciones esenciales a muchas ramas de la física. En particular, y a pesar de que sólo se requieren para su lectura conceptos de álgebra lineal y de cálculo diferencial e integral, se llega a demostrar el teorema de Stokes en variedades, a entender las expresiones fundamentales del cálculo avanzado en términos de formas diferenciales, a tocar brevemente las fronteras con la topología algebráica, y, por el lado de la física, a formular la teoría Newtoniana, la teoría de Maxwell, y la teoría de Einstein en un lenguaje geométrico (además de algunas aplicaciones a la mecánica, la dinámica de fluidos, y la termodinámica). Para la parte de la física se presupone que el lector conoce los fundamentos de la relatividad especial. El material se presenta al nivel de un estudiante avanzado de licenciatura y el de un estudiante que inicia el posgrado, de tal manera que puedan abordar un tema específico en un mínimo de tiempo, sin sacrificar por ello entendimiento, conceptos importantes, o formalismo matemático.

El libro está organizado como sigue: despues de motivar la necesidad de trabajar en espacios curvos (capítulo 1) se introduce (capítulo 2) la teoría de curvas y superficies en [image: image]3 para familiarizar al lector con algunos conceptos fundamentales como curvatura y torsión, que se verán más adelante de manera más abstracta y para variedades de cualquier dimensión. En el capítulo 3 se describen los elementos de la topología de conjuntos, y en los capítulos 4 a 7 se introducen las variedades diferenciales y se construyen espacios tangentes y campos vectoriales y tensoriales en ellas. El capítulo 8 introduce al lector al cálculo exterior y a las variedades orientables como preparación para, habiendo definido mapeos entre variedades (capítulo 9), la integración en variedades y el Teorema de Stokes (capítulo 10). Los capítulos 11 a 13 estudian derivadas de Lie, conexiones lineales, y geodésicas, y el capítulo 14 torsión y curvatura.

Hemos decidido postergar lo más posible, hasta el capítulo 15, la introducción de la métrica. Esto no es usual en libros orientados a la física, pero permite ver todo lo que es posible hacer sobre una variedad sin métrica y elimina la falsa idea, que en ocasiones existe, de que muchas de las estructuras introducidas anteriormente dependen de la existencia de una métrica.

Los capítulos 16 a 18 utilizan todo el formalismo introducido anteriormente para presentar en ese lenguage la física Newtoniana, la electrodinámica, la relatividad especial, y la relatividad general. En particular, las ecuaciones de Einstein se derivan de un principio variacional y se discute su significado y el del tensor de energía-momento. Finalmente, el capítulo 19 trata perturbaciones de la métrica a primer orden y radiación gravitacional.
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Notación



	[image: image]

	El conjunto de números naturales {1, 2, . . . }.




	[image: image]

	El conjunto de números enteros.




	[image: image]

	El conjunto de números reales.




	[image: image]

	El conjunto de números imaginarios.




	M, N, …

	Espacio topológico; variedad diferenciable.




	V c = M\V

	Complemento de V en M, para V ⊂ M.




	[image: image](M) = 2M

	Potencia de M, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de M.




	τ

	Topología de un espacio topológico; función de torsión de una curva.




	κ

	Función de curvatura de una curva.




	Φ, Ψ

	Atlas de una variedad.




	φ, ψ

	Carta de un atlas.




	Xp, Yp, Zp

	Vector tangente a una variedad en el punto p.




	X, Y, Z

	Campo vectorial en una variedad.




	α, β, γ

	Curva en una variedad.




	α′(t), [image: image](t)

	dα/dt.




	λ, µ, ν

	Forma diferencial.




	Tp(M)

	Espacio tangente a la variedad M en el punto p.




	[image: image](M)

	Espacio cotangente a la variedad M en el punto p.




	T(M)

	Haz tangente de la variedad M.




	T* (M)

	Haz cotangente de la variedad M.




	[image: image](M)

	Espacio de campos vectoriales en la variedad M.




	[image: image]*(M)

	Espacio de campos de 1-formas en la variedad M.




	h*

	Mapeo diferencial.




	h*

	Pull-back.




	Λk(M)

	Espacio de las k-formas diferenciales en la variedad M.




	[image: image](M)

	Álgebra de Grassmann de la variedad M.




	Γijk

	Coeficientes de la conexión; símbolos de Christoffel.




	γijk

	Funciones de estructura.




	gab

	Tensor métrico.




	ηab

	Tensor métrico de Minkowski.




	Tkij

	Tensor de torsión.




	Rabcd

	Tensor de Riemann.




	Rab

	Tensor de Ricci.




	R

	Escalar de Ricci.




	Gab

	Tensor de Einstein.




	Tab

	Tensor de energía-momento.




	[image: image]

	Pseudo-tensor de energía-momento para el campo gravitacional,




	 

	de Landau y Lifshitz.




	Fab

	Tensor electromagnético (de Maxwell).




	Dαβ

	Momento cuadrupolar de masa.




	Sg

	Acción para el campo gravitacional.




	Sm

	Acción para los campos de materia.




	ϵαβγ

	Símbolo de Levi-Civita.




	d

	Derivada exterior.




	£X

	Derivada de Lie con respecto al campo vectorial X.




	∇

	Derivada covariante; operador gradiente.




	〈,〉p

	Producto interno en Tp(M).




	S

	Operador de forma de una superficie.




	U

	Orientación en M ⊂ [image: image]3; campo vectorial normal a M ⊂ [image: image]3.




	supp(f)

	Soporte de una función f, es decir, conjunto en donde f no se anula.




	img d(k)

	Imagen de d(k) : Λk(M) [image: image] Λk+1(M), es decir, las (k + 1)-formas exactas.




	ker d(k)

	Kernel de d(k) : Λk(M) [image: image] Λk+1(M), es decir, las k-formas cerradas.




	Hk(M)

	k-ésimo grupo de cohomología de de Rham para la variedad M.




	Hk(M)

	k-ésimo grupo de homología para la variedad M.




	βk

	Número de Betti.




	≡

	Idéntico a.




	[image: image]

	Igual por definición.




	[image: image]

	Igual por la expresión (6.12).




	≅

	Isomorfismo de espacios vectoriales.




	X ⊥ Y

	El campo vectorial X es perpendicular al campo vectorial Y.






Capítulo 1

Sinopsis de relatividad general
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