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PRESENTACIÓN


En el presente texto, titulado EJEMPLARIO: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS, se ha tratado de reunir, a través de diversos ejemplos resueltos, una serie de condiciones que hacen atractivo el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias y tratan de incidir positivamente en su comprensión. Este objetivo se dilucida mediante el planteamiento, discusión, solución e interpretación de resultados en problemas aplicados a temas específicos que interesan a los estudiantes de esta facultad, por ejemplo, reacciones químicas, crecimiento poblacional, mezclado, etc. El documento se ha estructurado en tres niveles de discusión, que van desde la construcción detallada de modelos matemáticos para procesos dinámicos hasta la interpretación de la información que proporciona su solución, pasando por una breve discusión de los métodos de solución de los distintos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

NIVEL 1: Se trata de una detallada discusión de los aspectos involucrados en el planteamiento de modelos matemáticos para problemas dinámicos sencillos, en los que se enfatiza el sentido físico que cada término algebraico posee. En este nivel se trata de desarrollar habilidades que permitan a los estudiantes discutir y construir modelos matemáticos para problemas dinámicos cada vez más complejos.

NIVEL 2: Se plantea, después de una muy breve exposición de fundamentos en la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias, enseñar a los estudiantes cómo resolver ecuaciones diferenciales ordinarias –desde cero– con desarrollos algebraicos completos, de tal manera que, cuando se requiera resolver una ecuación diferencial de la misma naturaleza, el estudiante tenga elementos de comparación para ello.

NIVEL 3: Se propone la solución de los problemas previamente modelados. La solución de estos problemas se complementa con la respuesta a una serie de preguntas acerca del fenómeno modelado así como con la visualization gráfica de la solución, que representa el comportamiento del proceso bajo análisis. Al mismo tiempo, se resuelven problemas que requieren un mayor esfuerzo desde el modelamiento hasta la solución e interpretación de los resultados, con la idea de aproximar a los estudiantes a una serie de aplicaciones más especializadas.

Finalmente, en cada sección se propone una breve serie de ejercicios con el objetivo de que los lectores puedan practicar los conocimientos adquiridos.



1.  INTRODUCCIÓN


1.1 ¿QUÉ SON LAS ECUACIONES DIFERENCIALES?

Se dice que una ecuación diferencial es aquella que contiene derivadas, por ejemplo:
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1.2 ¿QUÉ SIGNIFICA RESOLVER UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL?

Resolver una ecuación diferencial significa encontrar, empleando recursos matemáticos válidos, una función y (x), f (x, y), etc. que satisfaga la ecuación diferencial para algún dominio dado. La función así obtenida se denomina solución de la ecuación diferencial.

1.3 CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

El orden de una ecuación diferencial es igual al más alto orden de derivada presente en la ecuación diferencial. En el ejemplo, las ecuaciones (i) e (ii) son de primer orden, mientras que las demás son de segundo orden.

El grado de una ecuación diferencial se refiere al exponente (o potencia) que presenta la derivada de mayor orden en la ecuación. La siguiente ecuación diferencial es de segundo orden y de segundo grado
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Por otra parte, se dice que una ecuación diferencial es parcial cuando tiene más de una variable independiente, mientras que una ecuación diferencial ordinaria tiene solo una variable independiente, por ejemplo

[image: image]

es una ecuación diferencial parcial de segundo orden y de primer grado.

Finalmente, las ecuaciones diferenciales se clasifican según su linealidad. Se dice que la ecuación diferencial ordinaria

F (x, y, y′, y″, …, y(n)) = 0

es lineal si F es una función lineal de las variables y, y’, y”, …, y(n); esta definición es extensiva para las ecuaciones diferenciales parciales. Por lo tanto, una ecuación diferencial ordinaria lineal de orden n se escribe en la forma siguiente:

a0 (x)y(n) + a1 (x)y(n−1) +…+ an (x)y = g (x)

Los coeficientes de una ecuación diferencial ordinaria lineal pueden ser funciones constantes o funciones de la variable independiente.


Ejemplos :


[image: image]; Ecuación diferencial ordinaria lineal de segundo orden.

[image: image]; Ecuación diferencial ordinaria no lineal de primer orden.

Es importante que antes de iniciar la solución de alguna ecuación diferencial se identifiquen sus características de linealidad, orden, grado y número de variables independientes. Por regla general, la solución de ecuaciones diferenciales no lineales involucra un mayor esfuerzo algebraico y/o computacional que la solución de las ecuaciones diferenciales lineales.

1.4 ¿PARA QUÉ SIRVEN LAS ECUACIONES DIFERENCIALES?

Nada es permanente, excepto el cambio... En los procesos que ocurren en el mundo físico, las propiedades de la materia están sujetas a una serie de variaciones en los parámetros que las controlan, es decir son procesos dinámicos. Por ejemplo, la concentración de un reactivo en una reacción química se modifica de acuerdo al tiempo de reacción transcurrido cuando sus requerimientos energéticos están controlados, la posición de una partícula en movimiento se modifica por efecto de las fuerzas que actúan sobre ella, la temperatura de un objeto caliente disminuye cuando se le coloca en un ambiente frío, y una larga serie de fenómenos con estas características. Las ecuaciones diferenciales constituyen el instrumento para estudiar estos cambios; es decir, la construcción de modelos matemáticos que representan este tipo de procesos involucra expresiones algebraicas que contienen derivadas, lo que significa que tales modelos son ECUACIONES DIFERENCIALES.


EJERCICIOS


1. Clasifique según orden, grado y linealidad las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias
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2. Verifique que, en cada ejercicio, la función dada es solución de la ecuación diferencial correspondiente

[image: image]

3. Qué valor (o valores) debe adoptar la constante r para que la función y = er t sea solución de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:

[image: image]



2.  CONSTRUCCIÓN DE MODELOS PARA PROCESOS DINÁMICOS SELECCIONADOS


2.1 REACCIONES QUÍMICAS DE PRIMER ORDEN

Reacción química para producir oxígeno en el Laboratorio de Química de Secundaria, a partir del calentamiento de una cantidad determinada de clorato de potasio y empleando dióxido de manganeso como catalizador. La figura muestra un dispositivo de reacción que se monta en el laboratorio. En el matraz se introduce KClO3 mezclado con MnO2 y se calienta con un mechero, mientras que el tubo de salida va a una cuba llena de agua. Después de cierto tiempo, cuando los requerimientos energéticos de reacción han sido alcanzados, el oxígeno se desprende y empieza a formar burbujas en la cuba. El esquema reactivo es el siguiente:
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Ahora, podemos pensar en lo siguiente, será posible saber ¿cuánto KClO3 queda en el matraz en un instante dado?, ¿cuánto oxígeno se habrá formado después de 10 minutos de iniciada la reacción?, ¿cuánto tardaremos en reducir a la mitad la cantidad inicial de reactivo? En efecto, veamos:

a) Sabemos que, en una reacción química de descomposición, la rapidez con que desaparece el reactivo es proporcional a su cantidad presente en todo instante. Esto significa que si tenemos mucho reactivo, se transforma mucho y si tenemos poquito reactivo, se transforma poquito (siempre y cuando el mechero no se apague, el matraz no se rompa, es decir, las demás variables del sistema reactivo permanezcan controladas)

[image: image]

b) Además, por nuestro curso de cálculo I, sabemos que al decir rapidez de descomposición del reactivo estamos hablando de la rapidez de cambio de una propiedad (en este caso la cantidad o concentración de reactivo) susceptible de ser representada por una derivada

[image: image]

c) Finalmente, esta relación es factible de transformarse en una ecuación, mediante la introducción de una constante de proporcionalidad (en este caso llamada constante de velocidad de reacción y, como verán semestres adelante, para algunas reacciones químicas no es exactamente una constante). Simplificando:

[image: image]

Esta ecuación diferencial corresponde con lo que, en cinética química, se denomina como una expresión cinética de primer orden.


2.2 REACCIONES QUÍMICAS DE SEGUNDO ORDEN


Una reacción química de segundo orden comprende la interacción entre dos moléculas para producir una molécula de una nueva sustancia, lo que se denota comúnmente por la ecuación química:

A + B → C

La teoría de colisión considera que la rapidez con que ocurre una reacción química entre dos moléculas de naturaleza similar o diferente, está regida por el número de colisiones energéticas entre las moléculas reactivas. Supone además, que si tales colisiones generan un producto intermedio, éste se descompone inmediatamente, de manera que su producción no tiene influencia sobre la rapidez global del proceso.

Suponga ahora que esta reacción se va a llevar a cabo empleando a y b concentraciones iniciales diferentes de los reactivos A y B, respectivamente y represente la concentración del producto C en un instante dado, mediante la variable c (inicialmente no existe producto, por lo que cuando t = 0, c = 0).

La teoría química que interpreta este tipo de reacciones (teoría de colisión) nos dice que la reacción ocurre en forma tal que la rapidez de desaparición de reactivo (A o B) o la rapidez de aparición del producto C es proporcional al número de posibles colisiones (contactos) entre moléculas de las sustancias implicadas.

Para ilustrar el número de colisiones posibles entre dos moléculas, susceptible de formar una o más moléculas de sustancias diferentes, revisemos los esquemas siguientes:

[image: image]
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Por lo que, en términos de la rapidez de formación de producto:

[image: image]

Una vez que la reacción se lleva a cabo, las concentraciones (número de moles por unidad de volumen) de las 3 sustancias (A, B y C), cambian con el tiempo; por lo que las variables A(t), b (t) y c (t) representan ahora sus concentraciones en todo momento.

Así, la ecuación diferencial que representa el proceso reactivo con cinética de segundo orden será:

[image: image]

Para calcular los valores de las concentraciones instantáneas de los reactivos, es necesario considerar la cantidad de producto que se ha formado, así como la estequiometría de la reacción. La estequiometría de la reacción nos dice que para formar una molécula de producto C, se requieren una molécula de reactivo A y una molécula de reactivo 5; es decir, por cada mol de producto formado desaparece un mol de cada reactivo. Esta apreciación se puede sintetizar de la manera siguiente:

A(t) = a − c (t)

b (t) = b − c (t)

De esta forma, nuestro modelo se puede reescribir en la forma:

[image: image]

Por otra parte, ¿qué pasaría con nuestro modelo si las sustancias A y B son las mismas?

Es decir, si la reacción química ocurre entre dos moléculas de la misma sustancia.

A + A → C

De acuerdo con la propuesta para la reacción química entre dos sustancias diferentes, el modelo para este caso sería descrito en la forma siguiente:

[image: image]

o

[image: image]

lo que puede ser traducido, en términos de la rapidez de descomposición del reactivo A en la forma:

[image: image]

A estas ecuaciones diferenciales se les conoce como expresiones cinéticas de 2o orden.

2.3 REACCIONES QUÍMICAS CONSECUTIVAS

Algunos procesos en la industria química tratan con reacciones consecutivas. Estas reacciones implican la formación de un producto B a partir de un reactivo A, sin embargo, cuando el producto B en el reactor alcanza cierta concentración, inicia su desaparición para formar una nueva especie C.

El mecanismo complejo más sencillo es el formado por dos reacciones consecutivas de primer orden:

[image: image]

En donde las constantes k1 y k2 corresponden con las constantes de velocidad específica de reacción. En muchos de estos casos resulta que el producto que se desea obtener es justamente B.

La ecuación de velocidad de reacción para la especie A (reacción de descomposición) es similar a la obtenida en el ejemplo correspondiente; en este caso para la rapidez de formación de B:

[image: image]

Para analizar el caso particular de la cantidad instantánea de producto B, la rapidez de cambio de su concentración en el reactor depende de dos causas:

1) La rapidez con que se descompone el reactivo A, que es equivalente a la rapidez con que se forma el producto B, y que está regida por la ecuación diferencial anterior, y

2) la rapidez con que se transforma el producto B por efecto de la formación de la especie C y que también se puede considerar como una reacción de descomposición, ahora referida al producto B. Es decir:

[image: image]

De acuerdo con las anteriores consideraciones, la forma en que la cantidad de producto B está presente en todo momento en el reactor se puede enunciar en la siguiente forma:

[image: image]

cuya traducción al lenguaje matemático, que a estas alturas debe resultar considerablemente menos complicado, tenemos la siguiente ecuación diferencial:

[image: image]

Esta ecuación diferencial indica que el producto B se forma a medida que A se transforma y, al mismo tiempo, B se descompone siguiendo una reacción de primer orden.

De tal manera que, para poder resolver esta expresión, es necesario obtener una solución previa a la ecuación diferencial que representa la rapidez de desaparición del reactivo A.

Es decir, el modelo que construimos para resolver el problema de conocer la concentración del producto intermedio en una reacción consecutiva resulta en un sistema de ecuaciones diferenciales simultáneas.

[image: image]

Un breve análisis de este sistema de ecuaciones nos indica que, cuando uno de los procesos sea más lento que los otros, es decir, k1 ≪ k2 o k1 ≫ k2, se producirá un efecto de “cuello de botella”, y la velocidad total de la reacción resultará controlada por este proceso. A esta etapa más lenta que controla la velocidad del proceso global, se le denomina paso controlante de la velocidad de reacción.

Un caso de interés particular se encuentra cuando la especie intermedia B es muy reactiva (k2 ≫ k1). En este caso, su velocidad de transformación igualará a la de formación, siendo su concentración muy pequeña y, además, mientras la concentración del reactivo A se mantenga relativamente alta, se podrá suponer que la concentración de producto B es constante con el tiempo. Cuando estos requisitos se cumplen se dice que se ha alcanzado el estado estacionario. En este momento se dice que

[image: image]

El antes mencionado valor muy pequeño de la concentración de producto B, cuando se ha alcanzado la condición de estado estacionario, se puede verificar mediante un simple procedimiento algebraico:

[image: image]

en donde, dado que k2 ≫ k1, el cociente k1 /k2, independientemente de los valores que adopte la concentración del reactivo A, resultará en un valor muy pequeño.

Cuando se propone un mecanismo para una reacción compleja, hay que verificar que las reacciones elementales se combinen para dar la reacción global. En algunos casos existen sustancias que no aparecen en la reacción global, pero sí participan en la reacción como especies intermedias. En el mecanismo siguiente:

2NO2 → NO3 + NO
NO3 + CO → NO2 + CO2

Cuya reacción global es:

NO2 + CO → NO + CO2

En este mecanismo, la especie NO3 es un intermedio de la reacción. En algunos mecanismos complejos aparecen etapas que son equilibrios rápidos, este caso, puede suponerse, con el fin de simplificar el estudio del mecanismo, que la velocidad de la reacción directa iguala a la de la reacción inversa.

2.4 PROPAGACIÓN DE ENFERMEDADES

La propagación de enfermedades contagiosas en poblaciones se verifica a través del número de posibles contactos entre individuos enfermos con individuos sanos. Si en una población formada por N individuos, se encuentran E enfermos –de gripe, supongamos– y S sanos, la enfermedad se propagará de manera proporcional al número de posibles contactos que existan entre los individuos enfermos y los individuos sanos.

El análisis de este caso particular de propagación de enfermedades es análogo al problema antes descrito de reacciones químicas de segundo orden, en virtud de que el número de contactos entre los miembros de dos conjuntos (de individuos o moléculas) con diferentes características modifica la cantidad de elementos en ambos conjuntos.

De acuerdo con la teoría de colisión:

[image: image]

y recordando que la frase “rapidez de propagación de la enfermedad” se puede asociar directamente con la rapidez de cambio del número de personas sanas o enfermas, podemos escribir:

[image: image]

o
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o bien

[image: image]

o

[image: image]

En donde kE y kS son las constantes de proporcionalidad para la variación de número de enfermos y sanos, respectivamente. En estas últimas expresiones, se observa que cada una de las ecuaciones diferenciales asociadas al proceso de propagación de enfermedades contagiosas involucran 3 variables: número de individuos enfermos, número de individuos sanos y tiempo.

Por otra parte, en nuestra población, el número total de individuos es igual a la suma de enfermos y sanos.

N = S + E

Esta ecuación puede simplificarse, mediante el empleo de las nuevas variables e y s, que representan, respectivamente, las fracciones de la población correspondientes a individuos enfermos y sanos. Estas fracciones se obtienen al dividir nuestra ecuación por N:

[image: image]

o bien,

1 = e + s

de manera tal que ahora nuestra expresión es independiente del tamaño de la población, es decir, del número de individuos que la componen.

Asumiendo que el tamaño de la población es constante, podemos reescribir las ecuaciones diferenciales que modelan nuestro proceso, considerando ahora que la rapidez de propagación de la enfermedad se puede asociar con la rapidez de cambio en la fracción de individuos enfermos o sanos:
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o

[image: image]

pero como

1 = e + s

o bien

e = 1 − s

y

s = 1 − e

tendremos

[image: image]

o

[image: image]

2.5 VACIADO DE TANQUES CON FLUJO VOLUMÉTRICO CONSTANTE

Un problema aparentemente trivial resulta ser el análisis de cómo se vacía un tanque que, originalmente, contiene un volumen dado de un líquido. Es aparentemente trivial porque en este momento no pareciera tener una aplicación interesante; sin embargo, se torna importante cuando en el laboratorio desean sistematizar experimentos de esta naturaleza para analizar su comportamiento con el objetivo de diseñar u optimizar los tanques que se emplean en la industria.

En este caso, se trata de un tanque con geometría dada, que contiene un cierto volumen inicial (V0) de un líquido (agua, por ejemplo) y que a partir de ese momento comienza a vaciarse a través de una línea (tubería) de salida. El problema consiste en determinar si es posible saber cuánto tiempo tomará para vaciarse completamente, o ¿qué volumen de líquido tendrá después de un tiempo determinado?

[image: image]

Independientemente de la geometría del tanque, las líneas de tubería tienen, generalmente, sección transversal circular; sin embargo, también pueden considerarse aquellos conductos cuya sección transversal es rectangular, triangular, hexagonal, etc.

Cualquiera que sea la geometría de la sección transversal de la línea de salida del tanque, la cantidad (en volumen) de líquido que abandona el tanque por unidad de tiempo, denominada flujo volumétrico y representado generalmente con la letra Q, se calcula por medio del producto de la velocidad ν (en unidades de longitud por unidad de tiempo) con la que una partícula de líquido recorre la tubería y el área A de la sección transversal de la línea de tubería que la partícula atraviesa.

Q = νA

De manera que el flujo volumétrico del líquido que sale del tanque se estima, dependiendo de la geometría de la línea, de la manera siguiente:

[image: image]

Si volvemos a nuestro problema, encontramos que si el tanque se está vaciando, entonces la rapidez de cambio del volumen en el tanque corresponde completamente con la cantidad (volumen) de líquido que está abandonando el tanque por unidad de tiempo, lo que puede escribirse de la forma siguiente:

[image: image]

o bien

[image: image]


2.6 MEZCLADO EN UN TANQUE


Un problema más recurrente que el simple vaciado de tanques resulta ser la medición del mezclado continuo de un soluto con un disolvente en un tanque.
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