

  [image: capa]




  

    Como Eu Ensino




    [image: risco]




     




     




    Números




    naturais e




    operações




     




     




    Célia Maria Carolino Pires




     




    [image: logo]


  




  

    Apresentação
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    De que maneira uma pessoa configura sua identidade profissional? Que caminhos singulares e diferenciados, no enfrentamento das tarefas cotidianas, compõem os contornos que caracterizam o professor que cada um é?




    Em sua performance solitária em sala de aula, cada educador pode reconhecer em sua voz e gestos ecos das condutas de tantos outros mestres cujo comportamento desejou imitar; ou silêncios de tantos outros cuja atuação procurou recalcar.




    A identidade profissional resulta de um feixe de memórias de sentidos diversos, de encontros e de oportunidades ao longo da jornada. A identidade profissional resulta, portanto, do diálogo com o outro que nos constitui. É coletiva, não solitária.




    A coleção Como Eu Ensino quer aproximar educadores que têm interesse por uma área de conhecimento e exercem um trabalho comum. Os autores são professores que compartilham suas reflexões e suas experiências com o ensino de um determinado tópico. Sabemos que acolher a experiência do outro é constituir um espelho para refletir sobre a nossa própria e ressignificar o vivido. Esperamos que esses encontros promovidos pela coleção renovem o delicado prazer de aprender junto, permitam romper o isolamento que nos fragiliza como profissionais, principalmente no mundo contemporâneo, em que a educação experimenta um tempo de aceleração em compasso com a sociedade tecnológica na busca desenfreada por produtividade.




    A proposta desta série de livros especialmente escritos por professores para professores (embora sua leitura, estamos certos, interessará a outros aprendizes, bem como aos que são movidos incessantemente pela busca do conhecimento) é sintetizar o conhecimento mais avançado existente sobre determinado tema, oferecendo ao leitor-docente algumas ferramentas didáticas com as quais o tema abordado possa ser aprendido pelos alunos da maneira mais envolvente possível.




     




    Números naturais e operações na coleção Como Eu Ensino




     




    A matemática é uma grande aventura do conhecimento humano, que nos trouxe vários legados – das milenares pirâmides do Egito à ida do homem à Lua. Essa aventura fascinante tem suas origens emaranhadas com as primeiras operações comerciais entre diferentes povos da Antiguidade. Para comerciar, era necessário medir quantidades, saber valorá-las e compará-las com outros artigos. Daí a importância, em termos didáticos, de começar a abordagem desse intrigante território do saber humano pela história dos números.




    Tendo surgido da necessidade prática de contar rebanhos e safras, o campo da matemática evoluiu, ao longo dos séculos, em sua capacidade de produzir cálculos, avançando para as especulações sobre a natureza das coisas e do mundo em que vivemos. Então, sendo tão fascinante e inegavelmente útil, por que a disciplina é vista tantas vezes como hermética, árida ou mesmo incompreensível aos olhos dos alunos que se encontram nos primeiros anos de escolarização?




    O erro, supomos, não mora na disciplina, mas na forma como ela vem sendo administrada, e aqui está o principal interesse desta obra de Célia Carolino Pires. A autora propõe repensar justamente o início do contato mais íntimo com a disciplina, respondendo à seguinte questão: como a escola dos nossos dias deveria ensinar, no nosso contexto educacional, os números naturais e as quatro operações básicas? Para isso, o livro segue um roteiro muito claro: parte-se da história dos números (capítulo 1) para um levantamento das principais diretrizes e reflexões metodológicas sobre o ensino da matemática no Ensino Fundamental (capítulo 2). Isso posto, a autora mergulha em conceitos que envolvem os números e suas operações, levando-nos a observar a origem e a lógica por trás dessas operações. O capítulo 4 mergulha nas especificidades dos campos da adição, da subtração, da multiplicação e da divisão, apontando exemplos claros e fáceis de serem aplicados em sala. Por fim, o capítulo 5 elenca uma série de expectativas de aprendizagem para cada ano do Ensino Fundamental, renova as sugestões de atividades e, ainda, apresenta um método criativo de ensinar a tabuada. Seus alunos não poderiam esperar um começo mais promissor.




     




    Maria José Nóbrega e Ricardo Prado
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    Algumas histórias sobre a criação dos números e das operações




     




    A matemática é uma grande aventura do pensamento humano. Ao conhecer um pouco de sua história, podemos saber como o pensamento levou inúmeras gerações, em diferentes tempos e lugares, a construir essa fantástica área do conhecimento, tanto do ponto de vista de sua utilidade prática como do ponto de vista de suas especulações teóricas.




    Nas salas de aula, no mundo de hoje, um contingente enorme de professores se dedica a ensinar matemática às novas gerações, buscando oferecer-lhes as contribuições das gerações passadas e estimulando-as a prosseguir na aventura do pensamento.




    Por isso, além de conhecer os conceitos e procedimentos matemáticos que ensinarão aos alunos, é importante que os professores conheçam e compartilhem um pouco da história da construção desses conhecimentos.




    Neste capítulo, vamos apresentar algumas informações sobre aspectos históricos referentes aos números naturais e às operações. Elas podem ser um ponto de partida para estudos que revelem aspectos fundamentais da história de outros conhecimentos matemáticos.




     




     




    Marcas em ossos e pedras




     




    A origem dos números naturais está ligada às necessidades humanas de contar e de medir.




    A constatação de que a ideia de número já existia desde os tempos pré-históricos é confirmada por marcas em ossos e desenhos gravados em paredes de cavernas c0m esses primeiros registros numéricos.




    No Osso de Ishango, por exemplo, que data do período Paleolítico Superior, aproximadamente entre 18000 e 20000 a.C., encontrado no continente africano e atualmente no acervo do Real Instituto Belga de Ciências Naturais, em Bruxelas, na Bélgica, há uma série de traços talhados, divididos em três colunas, abrangendo todo o comprimento do osso. Para alguns cientistas, essas marcas indicam uma compreensão matemática que iria além da mera contagem.




    Outras descobertas de ferramentas de contagem (paus ou ossos com vários cortes) foram feitas em todo o mundo. Bons exemplos são o Osso de Lebombo, que tem cerca de 35 mil anos, e uma tíbia de lobo de 32 mil anos que conta com 57 traços, agrupados em cinco grupos – encontrada na antiga Tchecoslováquia, em 1937.




    Certamente, com o passar do tempo, as necessidades de realizar contagens e medidas, bem como a de registrar os resultados obtidos, impulsionaram a criação de formas de registro mais sofisticadas do que a mera associação de traços a uma dada quantidade de objetos.




    Estamos nos referindo à criação de sistemas de numeração, ou seja, de um conjunto de símbolos usados para representar números, com base em uma série de regras para combinar esses símbolos.




    Conhecendo os sistemas de numeração de egípcios, babilônios, maias e romanos, entre outros, podemos compreender os antecessores do sistema de numeração atual, que nos foi legado pelos indianos.




     




     




    Numeração na civilização das pirâmides




     




    As inscrições históricas revelam que a civilização egípcia tinha muita familiaridade com grandes números, desde tempos os mais remotos. Como registra Boyer (1976), no Museu de Oxford há um cetro real de mais de 5 mil anos que exibe um registro de 120 mil prisioneiros e 1.422.000 cabras capturadas. Tudo indica que os antigos egípcios eram muito precisos no contar e no medir, haja vista a construção das famosas pirâmides que marcam sua civilização.




    Os egípcios criaram um sistema de numeração bastante interessante. Os números de 1 a 9 eram representados por bastões, como mostra a figura 1.
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      Figura 1. Números de 1 a 9 no sistema de numeração egípcio.


    




     




    Para representar o 10, criaram um símbolo especial: [image: caractereX.jpg], segundo alguns, um calcanhar invertido, que substituía dez bastões.




    Com esses símbolos, pela adição de seus valores os antigos egípcios representavam números até 99. Como exemplo, estão indicadas a seguir as escritas dos números 11, 12, 23, 38 e 99.
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      Figura 2. Números 11, 12, 23, 38 e 99 no sistema de numeração egípcio.


    




     




    O 100 era representado por um pedaço de corda enrolada: [image: caractere1.jpg]. O 1.000 era uma flor de lótus: [image: caractere2.jpg]. Os egípcios criaram, ainda, símbolos como um dedo ([image: caractere3.jpg]) para denotar o 10.000 e um peixe ([image: caractere4.jpg]) para representar o 100.000. É curioso observar que o símbolo criado para o milhão era uma figura humana ([image: caractere5.jpg]) segundo alguns, um deus do infinito.




    Uma gravação em pedra de cerca de 1500 a.C., encontrada em Karnak e atualmente no Museu do Louvre, em Paris, representa os números 276 e 4.622.
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      Museu do Louvre, Paris, França




      Figura 3. Gravação em pedra encontrada em Karnak, Egito, datando de cerca de 1.500 a.C. Representa os números 276 e 4.622.


    




     




     




    Numeração na civilização mesopotâmica




     




    O quarto milênio antes da era cristã é considerado um período de grande progresso cultural, pois corresponde aos primeiros usos da escrita, da roda e dos metais. Nessa época, além do Egito, também o vale mesopotâmico contava com civilizações bastante desenvolvidas.




    Essas civilizações são frequentemente chamadas de babilônicas, denominação apenas parcialmente correta, pois a cidade de Babilônia não foi o único centro de cultura da região.




    Uma característica marcante dos povos babilônicos foi a sua escrita cuneiforme, na qual se usavam cunhas para fazer marcas em placas de argila. Dependendo da posição da cunha, os babilônios faziam a marca do 1 e do 10. Pela repetição dessas marcas, usando o procedimento aditivo, escreviam os números de 1 a 59, como pode ser visto na figura 4.
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      Josell 7, Wikipedia




      Figura 4. Numerais (até 59) do povo babilônico.


    




     




     




    Numeração em uma civilização pré-colombiana




     




    No continente americano, a civilização maia também deixou marcas de seus conhecimentos matemáticos.




    Os maias que viviam na península de Yucatán, no México, por exemplo, construíram um sistema de numeração usando pontos e barras horizontais. Os primeiros números da sequência maia eram escritos como se vê na figura 5.
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      Figura 5. Sistema de numeração dos maias do Yucatán, México.


    




     




    Para representar números maiores usavam uma escrita vertical, como por exemplo as apresentadas a seguir, para os números 20 e 25, em que se observa a base vigesimal:
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    Os números no poderoso Império Romano




     




    Certamente bem mais conhecido do que os sistemas anteriores, pelo fato de ter sido tradicionalmente ensinado nas escolas, é o sistema de numeração romano, que usava letras latinas para representar os números e uma série de regras para combinar esses símbolos numéricos:
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    Figura 6. Símbolos básicos do sistema de numeração romano.




     




    O registro numérico romano, como os anteriormente apresentados, era usado para representar o resultado final de contagens e de operações, mas não como apoio a cálculos como fazemos atualmente com os números que usamos.




    Não se faziam cálculos com base em escritas, como por exemplo multiplicar MMMDCCCLXXXIII por CCCLXVI. Para fazer os cálculos se usavam ábacos. Apenas para registrar os resultados finais os romanos empregavam o seu sistema de numeração.




     




     




    Numeração da Índia




     




    Supõe-se que Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa por ter nascido na cidade de Pisa, na Itália, por volta de 1175, em sua juventude visitou o Oriente e o norte da África, onde o sistema de numeração indiano era largamente usado.




    Ao longo das suas viagens, Fibonacci conheceu a obra de Abu Abdullah Muhammad Ibn Musa al-Khwarizmi (778[?]-846) e assimilou numerosas informações aritméticas e algébricas, compiladas no seu primeiro livro: Liber abaci (“O livro do ábaco”) – veja a seguir a Figura 7. A obra teve uma enorme influência para a introdução na Europa do sistema de numeração indo-arábico, assim denominado pelo fato de ter sido criado pelos indianos e disseminado pelos árabes, em suas viagens de comércio.
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      Biblioteca Nazionale di Firenze




      Figura 7. Leonardo Fibonacci. Página manuscrita do Liber abaci (“O livro do ábaco”).


    




     




    O sistema de numeração indo-arábico, por sua eficiência, engenhosidade e funcionalidade, tornou-se dominante, substituindo os antecessores.




    Assim, os algarismos indo-arábicos foram criados e desenvolvidos pela civilização do vale do Indo (região onde hoje se localiza o Paquistão) e trazidos para o Ocidente. No século XII, traduções para o latim da obra de Al-Khwarizmi sobre os números indianos (Kitab al-Jabr wa-l-Muqabala) apresentaram a notação posicional decimal para o mundo ocidental.




    O sistema atribuído aos indianos é um sistema numérico decimal, com dez símbolos distintos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0), chamados algarismos em homenagem a Al-Khwarizmi.




    Enquanto nos outros sistemas de numeração, para representar o número 2 repetia-se o mesmo símbolo usado para representar o número 1, e assim sucessivamente, os hindus criaram um símbolo diferente para cada um dos números de 1 a 9. Criaram também um símbolo para representar a ausência de quantidades: o zero.




    Presumivelmente, a escrita para representar o 10 e os demais números surgiu em consequência de um procedimento de contagem indiano que funcionava da seguinte forma: fazia-se um sulco na terra e nele se colocavam, um a um, gravetos, pedras ou o que se quisesse, para representar uma dada contagem de animais ou de outros elementos a contabilizar. Quando chegavam a dez gravetos (ou pedras) nesse sulco, cavavam outro sulco à esquerda do primeiro, retiravam os dez gravetos do primeiro sulco e colocavam um apenas no segundo sulco, que equivalia aos dez. E prosseguiam a contagem, colocando novos gravetos no primeiro sulco. A partir desse procedimento, surgiram escritas como 10, 11, 12...
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    Figura 8. Princípio do sistema de numeração indo-arábico.




     




    No sistema indo-arábico, cada algarismo tem um valor que depende de sua posição na escrita numérica. Por exemplo, na escrita 111, o algarismo 1 vale 100, vale 10 e vale 1, dependendo da posição que ocupa nessa escrita.
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      Figura 9. Número 111 no sistema de numeração indo-arábico.


    




     




    Desse modo, os indianos conseguiram a proeza de, com apenas 10 algarismos, escrever qualquer número, por maior que ele seja. O sucesso desse sistema deve-se ao fato de tornar os cálculos numéricos muito mais fáceis, provocando uma verdadeira revolução na aritmética. Ele é denominado sistema de numeração decimal, pelo fato de trabalhar com agrupamentos de 10.




     




     




    O zero nos sistemas de numeração




     




    A ausência ou presença do zero nos sistemas de numeração é um dos aspectos mais interessantes no estudo sobre esse tema.




    Na numeração egípcia e na romana, por exemplo, como vimos anteriormente, não há registros de um símbolo para o zero.




    Parece que os babilônios, a princípio, não tinham um modo claro para indicar uma posição vazia, isto é, não possuíam o símbolo zero, embora às vezes deixassem um espaço vazio para indicar o zero.




    Ao tempo da conquista de Alexandre, o Grande, no entanto, um símbolo especial, que consistia em duas pequenas cunhas colocadas obliquamente, foi inventado para marcar lugar em que o numeral faltasse. Mas o símbolo babilônico para o zero aparentemente não terminou de todo com a ambiguidade, pois parece ter sido usado somente para posições intermediárias.




    Referências diversas a nove símbolos, em vez de dez, significam que, a princípio, os indianos ainda não tinham dado o segundo passo na transição para o moderno sistema de numeração. Esse passo seria a introdução de uma notação para a posição vazia, isto é, um símbolo zero. A história da matemática contém muitas anomalias e uma delas é a de que a mais antiga ocorrência indubitável de um zero na Índia se acha em uma inscrição de 876 anos atrás, isto é, mais de dois séculos depois da primeira referência aos nove outros símbolos. Não se sabe sequer se o número zero (diferentemente do símbolo para a posição vazia) surgiu em conjunção com os outros nove símbolos numéricos indianos. É bem possível que o zero seja originário do mundo grego, talvez de Alexandria, e que tenha sido transmitido à Índia depois que o sistema decimal posicional já estava estabelecido. Mas é importante assinalar que, embora os gregos tivessem um conceito do nada, eles nunca o interpretaram como um número como fizeram os indianos.




    A história do zero para ocupar lugar na notação posicional fica mais complicada ainda quando se observa que o conceito apareceu no continente americano de modo independente, bem antes da aventura de Colombo. Os maias, em sua representação de intervalos de tempo entre datas no calendário, usavam numeração posicional. Eles utilizavam um símbolo semelhante a um olho semiaberto para indicar posições vazias, como podemos observar na escrita do número 40, representada a seguir:
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    As operações com números naturais




     




    Segundo Boyer (1974), a operação aritmética fundamental no Egito era a adição. As operações de multiplicação e divisão eram efetuadas por sucessivas duplicações. Dessa forma, a multiplicação de 69 por 19 seria efetuada pela soma de 69 com ele mesmo (que dá 138), depois pela adição de 138 a ele mesmo (que dá 276) e novamente pela duplicação do resultado, que dá 552 e, depois, 1.104 (o resultado de 16 x 69). Como 19 = 16 + 2 + 1, o resultado da multiplicação de 69 por 19 é 1.104 + 138 + 69, ou seja, 1.311.




    Ainda para esse autor, os babilônios tratavam as operações aritméticas de modo não muito diferente do usado hoje e com facilidade comparável.




    Entre os algoritmos criados pela humanidade, há um particularmente interessante. Trata-se da multiplicação feita pelo método da gelosia, provavelmente criado na Índia e divulgado pelos árabes, até chegar à Europa Ocidental.




    Na figura 10, podemos observar o método da gelosia para multiplicar 185 por 14.
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      Figura 10. Método da gelosia.


    




     




    Para ilustrar um procedimento de divisão, podemos observar na figura 11 a divisão conhecida como “galeão”, que tinha esse nome por se assemelhar ao perfil das embarcações típicas da era das Grandes Navegações.
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      Figura 11. Exemplo da divisão conhecida como “galeão”, de Opus arithmetica D. Honorati veneti monachj coenobij S. Lauretij, manuscrito da segunda metade do século XVI, c. 1560.


    




     




    Trata-se da cópia de um manuscrito da segunda metade do século XVI, Opus arithmetica D. Honorati veneti monachj coenobij S. Lauretij, feito por Honorato, um monge veneziano. O manuscrito foi copiado por um aluno, provavelmente outro monge, que também fez as ilustrações. A imagem mostra a operação composta para resolver um determinado problema. A multiplicação de 16.299 por 613, resultando no produto 9.991.287, pode ser identificada na configuração central. No canto inferior esquerdo está representada uma divisão.




     




     




    Abacistas e algoristas




     




    A gravura da página seguinte (figura 12) mostra a disputa entre um abacista e um algorista, feita por Gregor Reisch em 1503, para a publicação da Margarita Philosophica (1508). À esquerda, o algorista exibe seus cálculos com símbolos numéricos escritos; à direita, o abacista mostra seu artefato de cálculo, ou seja, um ábaco com bolinhas que deslizam em hastes.




    Segundo Boyer, dizia-se que pelo fim da Idade Média havia duas espécies de matemáticos na Europa: os das escolas religiosas e universidades e os que se ocupavam de negócios e comércio. E que entre eles havia muita rivalidade.




    Boyer pondera que parece haver pouco fundamento para essa tese, pois, certamente, ambos os grupos participaram na difusão da numeração indo-arábica em solo europeu.
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      The Erwin Tomash Library, Minesota, EUA




      Figura 12. Gregor Reisch: Margarita Philosophica, Freiburg, 1503. Gravura sobre madeira.


    




     




    No século XIII, autores da várias classes sociais ajudaram a popularizar o “algorismo”, especialmente Leonardo de Pisa (ou Fibonacci). É curioso notar, a esse respeito, que o livro escrito por ele, o Liber abaci (“O livro do ábaco”), tem um título enganoso. Explica-se: não é uma obra sobre o ábaco, mas sim um tratado bastante completo sobre métodos e problemas algébricos, nos quais o uso de símbolos numéricos indo-arábicos é fortemente recomendado.
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