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      Capítulo 1


      Princípios elementares: mecânica de uma partícula e de um sistema de partículas

    


    O estudo da mecânica é um ramo da física bastante consolidado e foi construído a partir da contribuição de muitos pensadores durante séculos. A chamada mecânica analítica, que abordaremos aqui, foi desenvolvida principalmente no século 18 com influência seminal de autores como Leonhard Euler, Jean le Rond d’Alambert, Joseph Louis Lagrange e William Rowan Hamilton, entre muitos outros.


    O objetivo central dos estudos em mecânica é a análise do movimento dos corpos materiais. Para tal, esta área articula alguns conceitos fundamentais, como espaço, tempo, massa e força.


    Neste capítulo apresentaremos alguns princípios elementares da mecânica, retomando a segunda lei de Newton como princípio fundamental da dinâmica, e discutindo as leis de conservação que são fundamentais no estudo da mecânica de uma partícula ou de um sistema de partículas: conservação do momento linear, conservação do momento angular e conservação da energia.


    1 Mecânica de uma partícula


    Nesta seção faremos uma apresentação sintética da segunda lei de Newton e dos teoremas de conservação: conservação do momento linear; conservação do momento angular; e conservação da energia para uma partícula.


    1.1 Princípio fundamental da dinâmica para uma partícula


    Para o estudo do movimento de uma partícula, ou de muitas partículas, é fundamental estabelecer um sistema de referência. Considerando um sistema de referência S, podemos determinar o vetor posição [image: ] de uma partícula em relação à origem deste sistema. Assim, podemos dizer que a taxa de variação temporal do vetor posição da partícula será sua velocidade:


    [image: ] (1.1)


    Por definição, podemos escrever a quantidade de movimento linear da partícula, ou momento linear, pelo produto entre massa e velocidade:


    [image: ] (1.2)


    Esta quantidade de movimento linear da partícula não deve se alterar, a menos que uma força externa diferente de zero seja aplicada sobre ela. Considerando que existam n forças atuando sobre a partícula, podemos escrever uma equação diferencial que relaciona a soma de todas as n forças com a variação da quantidade de movimento da partícula no tempo:


    [image: ] (1.3)


    Seguindo a tradição da notação da mecânica analítica, podemos (e o faremos em alguns casos) usar um ponto para indicar a derivada no tempo:[image: ]


    Aplicando 1.2 na 1.3, temos:


    [image: ] (1.4)


    No caso particular em que a massa da partícula não varia, que consta na maioria dos casos estudados na mecânica, podemos reescrever a expressão anterior como:


    [image: ]


    [image: ] (1.5)


    Esta é a forma mais famosa da segunda lei de Newton, ou princípio geral da dinâmica. Contudo, é importante considerar que a segunda lei, da maneira apresentada, nunca foi escrita por Newton. O tratamento dado por Newton à segunda lei no Principia era geométrico e não algébrico. Tal formulação dependeu de uma série de desenvolvimentos formais ao longo do século 18. Um dos principais responsáveis por enunciar o princípio fundamental da dinâmica em forma algébrica, como apresentado na equação 1.5, foi Euler.


    A aceleração é a derivada da velocidade no tempo. Como a velocidade é a derivada do espaço no tempo, podemos escrever a aceleração como uma derivada segunda da posição no tempo:


    [image: ] (1.6)


    Portanto, a equação de movimento é uma equação de segunda ordem, considerando que a somatória de forças que atua sobre a partícula não dependa de derivadas de ordem superior.


    Como dissemos inicialmente, a escolha dos sistemas de referência é fundamental para o estudo dos movimentos. As relações expressas anteriormente são válidas apenas para um tipo especial de referencial, chamados referenciais inerciais.


    1.2 Teoremas de conservação para uma partícula


    Os teoremas de conservação são expressões importantes para chegarmos a algumas conclusões no estudo da mecânica, sobretudo em relação a certas grandezas que se mantêm constantes no tempo.


    Da equação 1.3 podemos enunciar o teorema da conservação do momento linear: Se a força resultante for nula, a derivada do momento linear no tempo [image: ] também será nula. Se esta derivada é zero, conclui-se que [image: ] é constante no tempo. Em outras palavras, quando a soma de forças externas atuando em uma partícula for zero, sua quantidade de movimento linear, ou momento linear, se conserva.


    Outro teorema de conservação fundamental da mecânica é a conservação do momento angular. O momento angular é definido como o produto vetorial entre os vetores posição e momento linear. Portanto, o momento angular é uma grandeza relativa, que depende do referencial que adotamos. Consideraremos um sistema isolado, livre de forças e torques externos, composto de apenas uma partícula com momento linear [image: ].


    O momento angular [image: ] é definido como: [image: ]. Para discutirmos a conservação do momento angular, vamos ver como essa grandeza se comporta em relação à derivada no tempo. Note que, como se trata de um produto, devemos aplicar a regra da cadeia:


    [image: ]


    Como a derivada da posição no tempo nos dá a velocidade, e o momento linear está na mesma direção da velocidade, temos um produto vetorial entre dois vetores na mesma direção, o que resulta um vetor nulo. Assim, temos: [image: ]


    De acordo com a segunda lei de Newton, a variação do momento linear no tempo é igual à soma das forças externas atuando na partícula. Então, podemos escrever o seguinte:


    [image: ] (1.7)


    A partir da expressão 1.7 podemos concluir que em um sistema isolado, no qual a soma das forças externas seja nula, o momento angular deve se conservar, pois, neste caso: [image: ].


    A taxa de variação do momento angular no tempo é definida como torque [image: ]. Então, outra forma de enunciarmos o teorema de conservação do momento angular é dizendo que na ausência de torques o momento angular é conservado.


    Por fim, vamos discutir o teorema de conservação da energia mecânica. Partiremos do teorema trabalho-energia cinética. Vamos considerar um sistema composto por uma partícula no qual não atuam forças dissipativas, tais como o atrito. Para deslocarmos a partícula de um ponto inicial i até um ponto final f, é necessário imprimir uma força sobre ela. Ao imprimir uma força e deslocá-la, dizemos que realizamos trabalho sobre a partícula. Na física, o trabalho é uma grandeza escalar e é definido pelo produto escalar entre os vetores força e deslocamento:


    [image: ] (1.8)


    Considerado que a massa da partícula não varia, podemos usar a equação 1.5. Assim, temos: [image: ]. Como a velocidade é uma função do tempo e da posição, podemos aplicar a regra da cadeia e reescrever a taxa de variação temporal da velocidade como: [image: ]. Assim, temos: [image: ]. Fazendo uma mudança de variável para integrar, temos: [image: ], e os limites de integração passam a ser [image: ] e [image: ]. Logo: [image: ]. A expressão [image: ] é chamada na física de energia cinética, que representaremos pela letra T. Portanto, o trabalho realizado para levar a partícula da posição i para a posição f é igual à variação da energia cinética da partícula:


    [image: ] (1.9)


    Se o sistema for conservativo não importará o caminho tomado entre a posição inicial e a final, já que o trabalho será sempre o mesmo. Em outras palavras, o trabalho para levar a partícula de i até f só dependerá dessas posições, e não do caminho percorrido. Formalmente isto pode ser expressado a partir de uma integral de caminho fechado. Para um sistema conservativo, o trabalho em um caminho fechado, no qual a partícula sai de um ponto i e retorna para o mesmo ponto i, é dado por:


    [image: ] (1.10)


    Considerando que o trabalho independe do caminho, deve haver como representar esse trabalho como a variação de uma dada quantidade escalar que depende apenas das posições da partícula. Essa quantidade é geralmente classificada como a energia potencial V associada às posições relativas da partícula. Podemos escrever o trabalho como menos a variação dessa energia potencial V: [image: ]. Reescrevendo essa expressão, temos: [image: ]. Ou, em forma vetorial:


    [image: ] (1.11)


    Em termos conceituais, a expressão 1.11 nos diz que uma condição para que o trabalho seja independente do caminho é tal que [image: ] seja o gradiente de uma função escalar da posição. Note que, por se tratar de uma variação, podemos somar qualquer quantidade constante no espaço em V, sem afetar os resultados; isso quer dizer que o nível zero de V é arbitrário. Substituindo a expressão 1.11 na 1.8, temos:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ] (1.13)


    Combinando as equações 1.9 e 1.13, temos:


    [image: ]


    [image: ] (1.14)


    A equação 1.14 mostra que a soma da energia cinética e potencial inicial é igual à soma da energia cinética e potencial final; isto é, a soma T + V representa uma grandeza física que se conserva. Assim, se as forças que atuam sobre a partícula são conservativas, dizemos que a energia mecânica (T + V) é uma constante no tempo, isto é, se conserva.


    2 Mecânica de um sistema de partículas


    Esta seção terá a mesma estruturação da seção anterior; ou seja, inicialmente apresentaremos a lei fundamental da dinâmica e os teoremas de conservação, focando agora na descrição de um sistema de partículas.


    2.1 Princípio fundamental da dinâmica para um sistema de partículas


    Quando tratamos apenas uma partícula, as forças que atuam sobre ela são necessariamente externas. Contudo, quando consideramos um sistema de partículas, temos que considerar tanto as forças externas ao sistema quanto as forças internas devido às interações entre as partículas. Assim, a segunda lei de Newton para a i-ésima partícula será escrita como:


    [image: ] (1.15)


    Na expressão 1.15, o primeiro elemento de soma [image: ] representa a força interna que a j-ésima partícula exerce sobre a i-ésima partícula, enquanto o segundo elemento da expressão [image: ] representa a força externa total que atua sobre a i-ésima partícula. Então, a segunda lei de Newton é expressa como a somatória das forças da j-ésima partícula sobre a i-ésima, mais a força externa que atua sobre esta i-ésima partícula, que resultará em uma variação do momento linear da i-ésima partícula no tempo.
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