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	Presentación a la segunda edición





La publicación de la segunda edición del Curso de álgebra lineal se publica coincidiendo con la culminación del proceso de aprobación del nuevo plan de estudios en la Facultad de Economía de la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM). En este contexto, se mantienen los objetivos planteados en la presentación a la primera edición, en el sentido de que para un economista dominar la teoría y los procedimientos de cálculo del álgebra lineal es, cada día más, un requerimiento insoslayable. Por esta razón, en la edición previa, se prestó atención a los fundamentos teóricos de la disciplina, a un nivel que sin exceder los límites que se pueden considerar adecuados para un economista, permitan conservar el suficiente rigor analítico. Con estos propósitos, en la exposición que ahora se presenta, se mantiene el propósito de combinar la teoría con ilustraciones de aplicaciones a la economía, guardando distancia de extremos indeseables.

El orden de exposición de los temas se ha mantenido invariable. Se comienza por el preámbulo sobre el ámbito de la matemática en la economía, donde se replanteó el debate sobre el papel de la matemática en el desarrollo de la ciencia económica, pero en esta ocasión se concluye con una ampliación, para dar cabida a algunas consideraciones sobre los aportes y las limitaciones del intenso proceso de matematización en la ciencia económica que se inició a partir de la segunda mitad del siglo XX impulsado, fundamentalmente, por economistas que siguen la corriente económica identificada en la literatura especializada como escuela neoclásica.

En el primer capítulo, dedicado al estudio de las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales reales, se han introducido algunas precisiones para facilitar la mejor comprensión de la exposición, pero conservando la idea de que, desde los inicios de la exposición, se pueda apreciar cómo los sistemas de ecuaciones lineales se pueden emplear para ilustrar aplicaciones sencillas en la formulación y solución de algunos problemas en la teoría económica. En este capítulo se muestran casi todos los elementos operacionales que se ocuparán a lo largo del curso y, en sí mismo, se puede considerar como una exposición básica, aunque suficientemente completa, del álgebra matricial que habitualmente emplean los economistas.

En el segundo capítulo, donde propiamente se inicia el estudio de la teoría del álgebra lineal, se han precisado algunos conceptos referidos a la naturaleza de los espacios lineales reales, así como para esclarecer la naturaleza de los vectores ortonormales. En este sentido, se han adicionado ejemplos numéricos que muestran, en forma más detallada, el procedimiento de ortonormalización de vectores.

Con el mismo propósito, al abordar en el tercer capítulo el estudio de las transformaciones lineales también se han introducido nuevos ejemplos numéricos para ilustrar más completamente los procedimientos a seguir para identificar el núcleo, la imagen, la nulidad y el rango de las transformaciones, con especial énfasis en el caso de las transformaciones inyectivas, para mostrar explícitamente cómo operar para determinar la regla de pertenencia de un vector del espacio codominio a la imagen de la transformación. Estos dos capítulos constituyen el núcleo básico de la exposición de los fundamentos de la teoría del álgebra lineal, en ellos se definen los espacios lineales reales como el ambiente en que existen los elementos que lo integran y las transformaciones lineales, que explican cómo se puede operar en ese ambiente con esos elementos.

En el cuarto capítulo se estudia un tipo particular de transformación lineal, las transformaciones de semejanza, que poseen propiedades particulares y resultan de especial importancia para profundizar en varios campos de la matemática, entre otros, el referido al estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales, y para solucionar algunos problemas de aplicación en diversas ciencias; entre ellas, en la económica. En este caso, en particular, en el epígrafe 4.5, donde se estudian los valores y vectores propias de las matrices simétricas y se analizan las formas cuadráticas, se ha adicionado la naturaleza de la diagonalización ortogonal de matrices, lo que se ilustra con un ejemplo numérico.

Como se sugirió al presentar la primera edición del texto, estos cuatro capítulos pueden servir de base a un curso de álgebra lineal para el nivel de licenciatura en economía y, en especial, se ajusta al programa que rige en la Facultad de Economía de la UNAM. Los ejercicios propuestos al final de cada capítulo se han revisado, incluyendo en algunos casos nuevos ejercicios para facilitar la mejor comprensión de los temas estudiados y para desarrollar las habilidades operacionales básicas.

Se mantienen los apéndices a cada uno de los capítulos, que incluyen ampliaciones a los temas sustantivos de la teoría del álgebra lineal, con el mismo propósito original de servir de complemento a los temas sustantivos tratados en cada uno de los capítulos. Los apéndices 1, Introducción a la teoría de los determinantes, complementario al capítulo 1; el 2, Cambio de bases: un ejemplo en R2, que complementa el capítulo 2; el 3, Extensión del modelo de insumo-producto, complementario al capítulo 3, sólo contienen precisiones menores. En el caso del apéndice 4, El método simplex: una variante modificada del método de Gauss-Jordan, que complementa también al capítulo 3, se hizo una revisión más precisa de la exposición y se adicionó un ejemplo para mostrar la aplicación del procedimiento de cálculo cuando el planteamiento de programación lineal es de minimización.

Finalmente, los dos apéndices al capítulo 4, que completan la exposición, el 5, El modelo de insumo-producto de Leontief: un ejemplo de matrices no negativas; y el 6, Breve introducción a la solución de sistemas dinámicos, conservan la estructura original de la primera edición del texto.

Reitero mis reconocimientos al Dr. Leonardo Lomelí Vanegas y Dr. Eduardo Pascual Moncayo por sus apoyos. A los profesores, el Dr. Martín Puchet Anjul y el Dr. Julio López Gallardo, cuyos comentarios y sugerencias resultaron contenido fundamental para la conclusión de la primera edición del texto.

En la revisión de la segunda edición expreso un agradecimiento especial a los profesores, el Dr. Jaime Ros Bosch y el Dr. Rogelio Huerta Quintanilla, quienes revisaron en detalle la nueva versión del preámbulo y me hicieron llegar sus atinados comentarios. Mi reconocimiento para el candidato Jesús Manuel García Ramos, quien ha trabajado conmigo en varios cursos de la materia impartidos desde el 2002 a la fecha, recogiendo las experiencias de la utilización del texto en las clases y ofreciéndome valiosos comentarios que en han servido en el esfuerzo por aclarar la exposición, y a los estudiantes que han asistido a mis cursos en la licenciatura, la maestría y el diplomado en la Facultad de economía de la UNAM.

Finalmente, la oportuna gestión del Lic. Eladio Periañez, junto a la eficiente y paciente labor de revisión y edición final realizada por la Lic. Karina Navarrete Pérez, fueron decisivas en la publicación de esta segunda edición del texto.

Con todos quedo en deudas.

Carlos Martínez Fagundo
Diciembre de 2014




	 

	Presentación a la primera edición





Este texto está dirigido fundamentalmente a estudiantes de economía de los niveles de licenciatura y posgrado con amplias posibilidades de ser utilizado en algunos de los módulos que integran el Diplomado en Matemáticas Aplicadas a la Economía que se dicta en la Facultad de Economía de la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM), dirigido a profesionales interesados en ampliar las posibilidades de emplear la matemática en sus análisis económicos. Al concentrarse en el álgebra lineal cubre un vasto campo del conocimiento matemático donde se combinan las técnicas operacionales y de cálculo con la necesidad de poseer un dominio conceptual básico de las estructuras matemáticas que son empleadas.

Para un economista, dominar la teoría y los procedimientos de cálculo del álgebra lineal es, cada día más, un requerimiento insoslayable. Por esta razón se presta atención a los fundamentos teóricos de la disciplina, a un nivel que sin exceder los límites que se pueden considerar adecuados para un economista, permitan conservar el suficiente rigor analítico. Con estos propósitos, en la exposición se combinan la teoría con ilustraciones de aplicaciones a la economía, guardando distancia de extremos indeseables. No es un texto totalmente teórico, pero tampoco está concentrado unilateralmente en los aspectos operacionales y, menos aún, no trata de exponer una colección de ejemplos aplicados a la economía, los que muchas veces no pasan de ser un simple recetario. Sí pretende motivar la profundización sobre el alcance y las posibilidades del uso de los conceptos y métodos del álgebra lineal en el análisis económico.

La exposición, que inicia con el preámbulo sobre el ámbito de la matemática en la economía, donde se replantea el debate aún presente y tal vez no agotado entre algunos académicos y profesionales sobre el papel de la matemática en el desarrollo de la ciencia económica, presenta los temas básicos en cuatro capítulos que forman el núcleo básico que debe ser dominado por un economista.

En el primer capítulo se estudian las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales reales lo cual permite, desde los inicios de la exposición, mostrar dos ilustraciones de los conceptos estudiados al análisis económico: el modelo de insumo-producto de Leontief y una aplicación al estudio del equilibrio económico, donde se emplean matrices de tipo Markov. En este capítulo se muestran casi todos los elementos operacionales que se ocuparán a lo largo del curso y, en sí mismo, se puede considerar como una exposición básica, aunque suficientemente completa, del álgebra matricial que habitualmente emplean los economistas.

En el segundo capítulo, donde propiamente se puede considerar que se inicia el estudio de la teoría del álgebra lineal, se estudian los espacios lineales reales para abordar posteriormente en el tercer capítulo, como lógica continuación, el estudio de las transformaciones lineales. En estos capítulos se definen los espacios lineales reales como el ambiente en que existen los elementos que lo integran –los puntos– y las transformaciones lineales, que explican cómo se puede operar en ese ambiente con esos elementos.

En el cuarto capítulo se estudia un tipo particular de transformación lineal, las transformaciones de semejanza, que poseen propiedades particulares y resultan de especial importancia para profundizar en varios campos de la matemática, entre otros, el referido al estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales, y para solucionar algunos problemas de aplicación en diversas ciencias, entre ellas en la económica.

Al final de cada capítulo se proponen ejercicios para facilitar la mejor comprensión de los temas estudiados y para desarrollar las habilidades operacionales básicas. Estos cuatro capítulos pueden servir de base a un curso de álgebra lineal para el nivel de licenciatura en economía.

Los apéndices a cada uno de los capítulos incluyen complementaciones y ampliaciones a los temas sustantivos de la teoría del álgebra lineal. El apéndice 1, Introducción a la teoría de los determinantes, complementario al capítulo 1, sistematiza los conceptos fundamentales y muestra una aplicación de esta teoría a la explicación de un problema económico, sintetizada en el teorema de Hawkins y Simon.

El apéndice 2, Cambio de bases: un ejemplo en R2, complementa el capítulo 2 ilustrando, con base en un ejemplo numérico sencillo, la naturaleza de los cambios de bases en los espacios lineales reales, concepto fundamental para poder operar con los conceptos de álgebra lineal en sus diversas posibilidades de aplicación a la solución de diversos problemas en diferentes ciencias, entre otras en la económica.

El tercer capítulo se complementa con dos apéndices: Extensión del modelo de insumo-producto (apéndice 3) y El método simplex: una variante modificada del método de Gauss-Jordan (apéndice 4). En el apéndice 3 se retoma el análisis del modelo de Leontief presentado en el capítulo 1, mostrando una ampliación del modelo básico en la cual, flexibilizando algunos de sus supuestos económicos, es posible transformarlo en un modelo de selección de alternativas que adopta la forma de un problema de programación lineal. Siguiendo esta línea, el apéndice 4 muestra un ejemplo numérico que ilustra cómo el método simplex, desarrollado por George B. Dantzig para solucionar problemas de programación lineal, es una variante modificada del método general de Gauss-Jordan, abordado en el primer capítulo para solucionar los sistemas de ecuaciones lineales.

Finalmente, se incluyen dos apéndices al capítulo 4 que completan la exposición. El apéndice 5, El modelo de insumo-producto de Leontief: un ejemplo de matrices no negativas, profundiza en su interpretación económica, incorporando los conceptos de transformaciones de semejanza y, en especial, los resultados de los teoremas de Perron y Frobenius que se analizan en este capítulo. La exposición concluye con el apéndice 6, Breve introducción a la solución de sistemas dinámicos donde, con base en un sencillo ejemplo numérico, se muestra al lector una de las posibilidades de aplicación de la teoría del álgebra lineal para solucionar un problema matemático de particular importancia en algunas aplicaciones económicas, en particular, las que tienen que ver con el estudio de la dinámica económica.

Mis reconocimientos al Dr. Leonardo Lomelí Vanegas y al Lic. Eduardo Pascual Moncayo por sus apoyos. A los profesores, el Dr. Martín Puchet Anjul y el Dr. Julio López Gallardo por sus valiosos comentarios que me permitieron precisar detalles y mejorar la exposición; y a los estudiantes que en varios años han asistido a mis cursos en la licenciatura y la maestría en economía de la UNAM. Finalmente, al Lic. Eladio Periañez por facilitar la edición del material y, muy en especial, a la Lic. Karina Navarrete Pérez por su eficiente trabajo de revisión y edición final del texto.

A todos mis agradecimientos. Soy responsable de las erratas que aún persistan.

Carlos Martínez Fagundo
Agosto de 2012
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	Reflexiones sobre el ámbito de la matemática en la economía





El estudio de la teoría del álgebra lineal ocupa un lugar importante en la formación de los economistas. Partiendo de la flexibilidad que supone disponer de las bondades operativas del álgebra matricial cuando se emplean grandes volúmenes de informaciones, hasta la amplitud analítica que se adquiere cuando se dominan las características y las propiedades de los espacios lineales que están en las bases de muchas estructuras matemáticas, el álgebra lineal es fundamental para poder comprender, explicar y desarrollar varios tipos de modelos económicos matemáticos.

Más aún, el estudio de las transformaciones lineales, en particular las de semejanza, y el dominio de los procedimientos específicos para diagonalizar y cuasi diagonalizar matrices permiten comprender teoremas básicos de la moderna econometría y de otros campos de la matemática trascendentes para contribuir a ampliar la comprensión de problemas que están en el centro de los debates teóricos y empíricos en la ciencia económica. La optimización lineal y la no lineal y el estudio de los sistemas dinámicos, de uso frecuente en el tratamiento de los problemas del crecimiento, el desarrollo económico y para mejorar el uso de los recursos disponibles, son muy difíciles de entender si no se dispone de una base teórica apropiada de álgebra lineal.

Estas razones, aunque no son las únicas, explican la atención que se presta a su estudio en los cursos que se imparten en la Facultad de Economía de la UNAM y en su Programa de Posgrado. Pero antes de iniciar la exposición de los temas que se abordan en los cursos de álgebra lineal, resultan convenientes algunas reflexiones acerca del ámbito de la matemática en la economía.

El uso de conceptos y procedimientos matemáticos en los razonamientos económicos ha estado presente desde los albores de la ciencia económica, y tiende a ampliarse en la medida en que los problemas que se debaten en ésta se hacen más diversos y complejos. Sin embargo, sus posibilidades y sus limitaciones siguen siendo un tema que suscita polémicas y sobre el cual se registran diversas posiciones, en ocasiones extremas y hasta contrapuestas.

Mientras hay quienes sostienen que el uso de procedimientos matemáticos en la economía desvirtúa el carácter social de esta ciencia, introduciendo en ella un formalismo excesivo, para otros, situados en un polo diametralmente opuesto, cualquier razonamiento económico que no se exprese en un estricto lenguaje matemático es considerado como carente de valor científico. Y como ocurre frecuentemente, ambos extremos son nocivos y sólo contribuyen a entorpecer el desarrollo de la ciencia económica. Para los especialistas en economía que amplían sus conocimientos para poder usar la matemática en sus análisis económicos y, más aún, para quienes recién se inician en ese camino, dedicar un breve tiempo a reflexionar sobre el ámbito de la matemática en la economía es un esfuerzo aconsejable y conveniente. Este preámbulo pretende motivar a los lectores a esa reflexión, para ello se proponen algunas ideas que sugieren respuestas, al menos, a las siguientes interrogantes:


1. ¿Por qué es posible emplear conceptos matemáticos en la ciencia económica?

2. ¿Cuáles son los conocimientos y las habilidades que se deben poseer para poder hacer un uso adecuado de la matemática en la economía?

3. Cuando se emplea en los análisis económicos, ¿se limita la matemática a servir como un lenguaje o, por el contrario, es posible aprovechar también, en alguna extensión, su método científico?

4. Finalmente, aceptando que la matemática se pueda emplear en los análisis económicos, ¿será posible sustituir totalmente el método de análisis propio de la ciencia económica por el matemático?



De acuerdo con el matemático y filósofo inglés Bertrand Russell, la matemática es “[...] una parte de la lógica, [o más precisamente] un desarrollo de la lógica [...]”,1 esto es, de acuerdo con esta concepción, “[...] la matemática puede considerarse como una teoría abstracta o formal de las relaciones [...]” (Rubio, 1968).2

Por otra parte, la ciencia se define como un “conjunto de conocimientos obtenidos mediante la observación y el razonamiento, sistemáticamente estructurados y de los que se deducen principios y leyes generales”,3 pero en un sentido más preciso, cualquier ciencia estudia “[...] relaciones encontradas en la naturaleza y clasifican según estas relaciones los fenómenos del mundo objetivo [...]” (Rubio, 1968). Desde este punto de vista, como siempre que se trata con relaciones está presente el objeto primigenio de estudio de la matemática, la concepción matemática aparece prácticamente en todas las ciencias.

De la misma forma, y para los marxistas, “[...] la economía se ocupa del estudio de las relaciones que se establecen entre los hombres en el marco de los procesos de producción, distribución, cambio y consumo [...]”, mientras en las distintas vertientes de la economía clásica se le define como la ciencia que estudia “[...] la manera en que las sociedades utilizan los recursos escasos para producir mercancías valiosas y distribuirlas entre los diferentes individuos [...]”. Pero cualquiera que sea la concepción que se adopte, son las relaciones entre los hombres o entre éstos y la naturaleza, las que definen el objeto de estudio de la economía y, por esta razón, es posible emplear conceptos matemáticos en la ciencia económica.

Pero si bien el estudio formal o abstracto de las relaciones define el objeto de estudio de la matemática y por esto, en principio, se puede aplicar a las otras ciencias, no es suficiente el dominio de los conocimientos matemáticos para poder hacer un uso adecuado de sus métodos y procedimientos en otras ciencias. Aparece entonces una segunda cuestión que debe ser dilucidada, a saber: ¿cuáles son los conocimientos y las habilidades que se deben poseer para poder hacer un uso adecuado de la matemática en la economía?

Para un economista, lo esencial es comprender los elementos que explican el funcionamiento de las leyes generales de los sistemas económicos porque, al decir de Max Planck: “[...] la ciencia es la progresiva aproximación del hombre al mundo real [...]”,4 la que sólo se puede lograr si se posee un conocimiento cabal y profundo de la ciencia que permite explicar el modo de funcionar de esa parte del mundo real que se pretende aclarar. Consecuentemente, la primera condición para poder aplicar la matemática a la economía es conocer y comprender la teoría económica. La matemática es, en este caso, un medio auxiliar, un instrumento de apoyo y, dentro de ciertos límites, una forma particular de lenguaje a disposición del economista para profundizar en sus análisis.5

Es con base en el conocimiento de la teoría económica que se eligen las variables a tomar en consideración para encauzar los análisis; se establecen los tipos de relaciones que se podrían esperar entre esas variables; se adoptan supuestos simplificadores para obviar detalles que complicarían la mejor comprensión de la esencia de los fenómenos que se estudian y, finalmente, se interpretan los resultados para validar su consistencia con la realidad. De esta forma, el científico de la economía parte de observar la realidad circundante, elige en esa observación las relaciones que considera esenciales con base en su conocimiento de la teoría económica, todo ello con el propósito de ampliar y profundizar sus conocimientos sobre las leyes que rigen el funcionamiento de los sistemas económicos, en un silogismo lógico que tiene como punto de partida la realidad económica y que concluye en ella.

Evidentemente, el proceso descrito se puede llevar a cabo sin emplear matemática, pero ocurre que en la medida en que las relaciones económicas estudiadas se hacen más complejas se torna más difícil la tarea de descubrir, sólo con base en la deducción, la intrincada red de intervinculaciones que se generan a partir de las relaciones básicas elegidas. Es en este momento que se comienzan a mostrar con más intensidad las ventajas de emplear conceptos matemáticos en el análisis.

Entonces, es cuando se plantea el problema de elegir, dada la naturaleza del problema económico que se estudia, el instrumento matemático a emplear, y para esto es necesario poseer un conocimiento básico de la teoría matemática y un dominio suficiente para poder operar con esos instrumentos. Esta es la segunda condición que debe cumplir un economista que pretenda aplicar la matemática en sus análisis económicos.

Conviene ahora destacar una peculiaridad de la aplicación de la matemática en cualquier ciencia.6 En la matemática los conceptos de relación y de conjunto son los puntos de partida en la construcción de toda la teoría, es con base en ellos y mediante la aplicación de un procedimiento lógico deductivo, que se construye la estructura del sistema conceptual de la matemática,7 y en ese proceso se forja su propio lenguaje.8

La existencia de un lenguaje es imprescindible para el desarrollo de todas las ciencias porque éstas no podrían existir sin aquél, al tiempo de que el progreso de las ciencias proporciona las bases para perfeccionar el lenguaje. Mientras para la mayoría de las ciencias basta con el lenguaje habitual para expresar las ideas, la peculiaridad de la matemática es que su método lógico deductivo da lugar al surgimiento de un lenguaje particular que le es propio, el lenguaje matemático.

El lenguaje matemático tiene algunas características que lo distinguen de los habituales.9 Para los propósitos de estas reflexiones interesa centrar la atención en tres de ellas:


1. En general, el lenguaje matemático es más limitado que los habituales porque existen conceptos e ideas que no se pueden expresar empleando lenguaje matemático.

2. Pero al mismo tiempo, si un concepto se puede expresar en lenguaje matemático será más preciso que cuando se expresa en lenguaje habitual.10

3. Además, el lenguaje matemático posee su propia sintaxis, pero su semántica proviene del contenido de los conceptos de la ciencia en que se aplica.11



Con base en lo anterior, si la cuestión de aplicar la matemática a la economía se limitara a la simple elección del lenguaje que se habrá de emplear, el proceso se podría asemejar al de traducir una idea del lenguaje habitual al formal de la matemática. De aquí la importancia de que la idea original, la que se habrá de traducir al lenguaje matemático, haya sido expresada con toda precisión.12 Pero las ventajas de disponer de un lenguaje más preciso que los habituales para expresar los conceptos y las ideas económicas, cuando ello es posible, no es el único resultado que se puede obtener.

Una vez traducida la idea al lenguaje matemático, se comienza a operar con las reglas del instrumento matemático, es decir, se comienzan a emplear las reglas gramaticales del lenguaje matemático, las que como ya se apreció, fueron consecuencia del proceso lógico que da lugar a la construcción del sistema conceptual de la matemática. En su base, pues, se encuentra el método lógico deductivo en que se funda todo el pensamiento matemático.

Desde ese momento el economista incorpora también a su acervo científico el método que es propio de la matemática. De aquí que, limitar el uso de la matemática en la economía a sólo disponer de un lenguaje más preciso, o al de poder solucionar algunos problemas cuantitativos, deja de lado el aspecto tal vez más trascendente: el uso del método lógico deductivo en su análisis, que dota al economista de una herramienta para hacer generalizaciones, para verificar hipótesis y para enriquecer sus conclusiones. Se trata de una especie de simbiosis entre las ciencias, de la cual ambas sacan provecho y que abre las posibilidades para explorar en sus fronteras comunes nuevos caminos, para que cada una de ellas amplíe sus horizontes.13

Y en tanto aplicaciones de la ciencia, cuando se hace uso de los métodos y procedimientos matemáticos en la economía, si en el centro de los análisis se conservan con todo rigor las premisas y se preserva el objetivo de profundizar en el conocimiento de las leyes que rigen los procesos económicos, el carácter científico de la investigación no provendrá, ni del lenguaje que se emplee ni del instrumento analítico utilizado. No es el uso de la matemática lo que da cientificidad a la ciencia económica, aunque en ocasiones sí provee de medios para hacer una exposición más sistemática y precisa de algunos de los fenómenos que en ella se estudian. Su carácter científico dimana de su propio objeto de estudio y de su método analítico.

El resultado lleva a plantear la última interrogante sugerida al inicio de estas reflexiones: ¿será posible sustituir totalmente el método de análisis propio de la ciencia económica por el matemático?

Desde los albores de la ciencia económica muchos economistas emplearon procedimientos matemáticos en sus análisis y debatieron acerca del alcance y las limitaciones de su uso en la ciencia económica. Con la intención de ilustrar esta aseveración se mostrará, a manera de ejemplo, una breve reseña sobre algunos economistas destacados que se pueden considerar pioneros en este sentido.

Alfred Marshall, en su obra Principios de Economía, cuya primera edición se publicó en Inglaterra en 1890, abordó la cuestión en varios momentos.

Considerado por algunos autores en una tercera generación de los clásicos, desarrolló los principios básicos de la teoría marginalista en condiciones de equilibrio parcial empleando el método matemático en sus análisis. Por esta razón, en estas reflexiones resulta conveniente detenerse con algún detalle en sus consideraciones sobre el alcance que daba al uso de la matemática en sus trabajos.

En el apéndice de esa obra, dedicado a los usos del razonamiento abstracto en economía, enfatizó en las ventajas de utilizar el lenguaje matemático (véase la nota 9 a pie de página). Pero más adelante, en el apéndice matemático hizo interesantes observaciones y puso límites a su uso.

Expresaba Marshall:


[...] Sería posible extender el alcance de sistemas de ecuaciones como los que hemos estado considerando y aumentar sus detalles hasta que comprendieran todos los aspectos que se relacionan con la demanda en el problema de la distribución. Pero, si bien una ilustración matemática del modo en que obran una serie definitiva de causas puede ser completamente exacta dentro de sus límites claramente definidos, no ocurre así cuando se trata de comprender la totalidad de un problema complejo de la vida real o una parte considerable del mismo, en una serie de ecuaciones [...] [Y continuó expresando] [...] muchas consideraciones importantes, especialmente las relacionadas con las influencias tan variables del elemento tiempo, no se prestan fácilmente a la expresión matemática: deben ser omitidas del todo o recortadas hasta parecerse a los pájaros y animales convencionales del arte decorativo. Y de ahí surge una tendencia a asignar proporciones equivocadas a las fuerzas económicas, dando mayor importancia a los elementos que se prestan más fácilmente a los métodos analíticos [...].



Acerca de lo anterior, advirtió:


[...] Sin duda, este peligro es inherente a todas las aplicaciones, no sólo del análisis matemático, sino de cualquier especie, a los problemas de la vida real. Es un peligro que el economista, más que nadie, debe tener presente en todo instante [...].



Y tras este reconocimiento, señaló:


[...] Pero el evitarlo del todo sería abandonar los principales medios de que dispone el progreso científico, y en escritos especialmente para lectores matemáticos es conveniente proceder de un modo audaz en la búsqueda de generalizaciones [...].



En el libro V de su obra, titulado Relaciones generales de la demanda, de la oferta y del valor, Marshall empleó prolijamente el método matemático. Pero, al referirse al uso dado al instrumento matemático en esa parte de su obra, señaló:


[...] En tales estudios puede ser conveniente [...] considerar H como la suma total de satisfacciones y V como la suma total de las molestias (esfuerzos, sacrificios, etc.) [...] simplificar la noción de la acción de estas causas por supuestos análogos [...] establece que la tendencia constante de esas causas es la consecución de la máxima satisfacción para toda la comunidad [...].



Y en consecuencia planteó:


[...] Según este sistema, las ecuaciones diferenciales resultantes de la misma clase de las que hemos estado estudiando se interpretarán como representativas del valor determinado en todos los campos de la Economía por el equilibrio de grupos de utilidad con otros de desutilidad [...].



Pero a continuación precisó:


[...] Puede admitirse, ciertamente, que esos estudios tienen algunos puntos de semejanza [...], [pero] [...] la diferencia entre los dos casos es [...] de un grado tan elevado que viene a resultar prácticamente una diferencia de especie [...]; [señalando que] [...] si bien esto es posible cuando se trata de artículos especiales con referencia a determinados mercados, no parece serlo con respecto a los numerosos elementos económicos que caen dentro de la doctrina de la máxima satisfacción [...] si no hubiese otro obstáculo que se opusiera a la interpretación concreta de la doctrina, se encontraría uno fatal en el supuesto en ella latente de que el costo de la educación de los niños y de su preparación para el trabajo, que han de efectuar, puede medirse del mismo modo que el de la instalación de las máquinas [...].



Y concluyó:


[...] Por razones análogas a las indicadas en este caso típico, nuestras notas matemáticas abarcarán cada vez menos terreno a medida que aumente la complejidad de los asuntos estudiados en el texto [...].



Finalmente, es posible que haya sido su formación eminentemente matemática, lo que llevó a Marshall a afirmar que:


[...] no existe ningún método de investigación especial que pueda llamarse con propiedad el método de la Economía, sino que cada uno de los conocidos debe utilizarse cuando corresponda, ya sea aisladamente o en combinación con otros [...].



En sentido opuesto a esta tesis, para Carlos Marx (1818-1883),14 la ciencia económica posee su propio método de investigación, caracterizado por un proceso donde se pasa de lo concreto pensado a lo abstracto, para regresar a la interpretación de lo concreto, en una lógica donde siempre está presente la historicidad en el estudio de los fenómenos estudiados. En su exposición sobre el método de la economía política,15 al criticar la práctica de comenzar por lo que hay de concreto y real en los datos, Marx precisó:


[...] Los economistas del siglo XVII, por ejemplo, comienzan siempre por el todo vivo: la población, la nación, el Estado, varios estados, etcétera; pero terminan siempre por descubrir mediante el análisis cierto número de relaciones generales abstractas que son determinantes, tales como la división del trabajo, el dinero, el valor, etcétera [...].



Y continuó expresando:


[...] Una vez que han sido más o menos fijados y abstraídos estos momentos aislados, comienzan los sistemas económicos que se elevan de lo simple, tal como el trabajo, división del trabajo, necesidad, valor de cambio, el mismo Estado, el cambio entre las naciones y el mercado mundial [...].



Para concluir:


[...] El último método es manifiestamente el método científicamente exacto. Lo concreto es concreto, porque es la síntesis de muchas determinaciones, es decir, unidad de lo diverso. Por eso lo concreto aparece en el pensamiento como el proceso de la síntesis, como resultado, no como punto de partida, aunque sea el verdadero punto de partida y, por consiguiente, el punto de partida también de la percepción y de la representación [...]. [De modo] [...] que el método que consiste en elevarse de lo abstracto a lo concreto no es sino la manera de proceder del pensamiento para apropiarse lo concreto, para reproducirlo mentalmente como cosa concreta [...].



Aunque la concepción marxista ha sido criticada, muchas veces fundándose en razones más ideológicas que científicas, su valor radica en que no reduce el método de la ciencia económica a la determinación de una simple cadena de causas y efectos. Por el contrario, reconoce explícitamente el carácter histórico-dialéctico de las formaciones económicas, lo que se debe reflejar en el sistema de categorías y leyes que constituyen su sistema analítico. Parecería por esta razón que, en la concepción de Marx, el empleo en la ciencia económica del método lógico deductivo de la matemática quedaría excluido.16 Sin embargo, fue el mismo Marx quien dejó constancia del error que supone pensar de esa forma.

En la que es considerada su obra económica cumbre, El Capital, publicada en tres tomos en Inglaterra entre los años de 1867 y 1894, hizo una exposición detallada del proceso de producción y circulación en las economías capitalistas. En el segundo tomo, El proceso de circulación del capital, escrito entre 1863 y 1877 y publicado en 1885 por Federico Engels (1820-1895),17 Marx hizo uso de las formulaciones matemáticas.

Al plantear sus conocidos esquemas de la reproducción simple y ampliada, empleó un sistema de ecuaciones lineales para establecer las condiciones de intercambio que se deben cumplir entre los sectores por él definidos, las cuales, generalizadas, permiten definir los principios para que el sistema económico funcione y se reproduzca normalmente.

Marshall y Marx tenían apreciaciones diferentes sobre el método de la ciencia económica, pero las referencias mostradas en los párrafos precedentes, proporcionan elementos para orientar en la búsqueda de una respuesta a la interrogante que se ha planteado. Para Marshall la economía carecía de un método propio y prefería usar el matemático, pero reconoció que en ciertas condiciones su uso debía ser limitado; en tanto Marx, para quien la ciencia económica posee su método de análisis propio, fundado en sólidos principios lógicos y filosóficos, no excluyó el uso del método matemático para hacer generalizaciones en algunas situaciones.
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