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        O selo DIALÓGICA da Editora InterSaberes faz referência às publicações que privilegiam uma linguagem na qual o autor dialoga com o leitor por meio de recursos textuais e visuais, o que torna o conteúdo muito mais dinâmico. São livros que criam um ambiente de interação com o leitor ‒ seu universo cultural, social e de elaboração de conhecimentos ‒, possibilitando um real processo de interlocução para que a comunicação se efetive.
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      Apresentação


      Ao tornar-se, inevitavelmente, uma ciência com aplicação imediata, a física ocupa um lugar especial no campo das engenharias. Foi com base nesse aspecto e nos conhecimentos físicos indispensáveis à formação do engenheiro que construímos esta obra, por meio de um projeto que prima pela qualidade e pela atualidade das discussões relacionadas ao ensino de física.


      Os conteúdos principais deste trabalho compreendem o campo da mecânica, especificamente a dinâmica dos movimentos de rotação dos corpos rígidos e os movimentos oscilatórios e ondulatórios; com relação ao eletromagnetismo, é feita uma rápida abordagem da óptica geométrica. Os estudos desses conteúdos têm aplicações, na área de engenharia, em situações que envolvem corpos rígidos ou máquinas que realizam movimento de rotação com ou sem torque e cuja análise física se faz necessária. Tendo em vista as oscilações mecânicas nesses corpos ou máquinas, precisamos conhecer seus parâmetros e modos de vibração, bem como as características das ondas sonoras quando estas se fizerem presentes nas situações citadas anteriormente.


      No desenvolvimento desses estudos, privilegiamos a abordagem dialógica, pois entendemos que o texto didático deve “conversar” com o leitor por meio de uma linguagem acessível, porém com a cientificidade requerida à obra. Para tanto, trabalhamos com conceitos, leis e teoremas didaticamente, buscando complementá-los com ilustrações e exemplos de situações diferenciadas envolvendo a aplicação tecnológica do conhecimento em questão. Além disso, propomos questões para reflexão, leituras de artigos científicos, problemas voltados à área de formação, sugestões de experimentos relacionados aos temas tratados e uma relação numerosa de simuladores que possibilitam a visualização do fenômeno físico em pauta.


      Ao iniciar os estudos, abordamos, no Capítulo 1, o tema do movimento rotacional do corpo rígido, que contempla situações em que a aceleração angular é constante ou não. No Capítulo 2, acrescentamos a temática do torque aplicado por uma força ao corpo rígido; a partir daí, fazemos uma análise dinâmica desse tipo de movimento quando consideramos o eixo de rotação pelo qual iniciamos a construção do conceito de momento angular e as respectivas circunstâncias físicas que asseguram sua conservação. A isso somamos a reflexão sobre as condições de equilíbrio de um corpo rígido, que implicam diretamente a Primeira Lei de Newton e as somatórias dos torques aplicados ao corpo em relação a um ponto de referência.


      No Capítulo 3, abordamos o estudo das oscilações, que, por sua vez, contempla a análise do movimento harmônico simples (MHS) e suas especificidades, como os pêndulos simples e físico e os sistemas oscilantes com amortecimento e com oscilações forçadas. No Capítulo 4, examinamos as ondas mecânicas e os fenômenos ondulatórios, como interferência, difração e batimento. Assim, analisamos as formações ondulatórias numa corda esticada e sua respectiva função de onda e parâmetros característicos, como a frequência angular, a constante de fase, o período e a frequência.


      No Capítulo 5, estendemos esse estudo às ondas sonoras, em que escrutinamos os conceitos físicos de interferência e de intensidade sonora e o efeito doppler. Finalmente, fazemos uma rápida abordagem acerca da óptica geométrica, com o estudo da formação de imagens em espelhos planos e esféricos.


      Boa leitura e bons estudos!
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        Rotação de corpos rígidos

      

    

  


  
    
      Conteúdos do capítulo:


      
        	Movimento rotacional: posição, velocidade e aceleração angulares.


        	Rotação com aceleração angular constante.


        	Relação entre a cinemática linear e a cinemática angular.


        	Energia cinética de rotação.


        	Teorema dos eixos paralelos.

      


      Após o estudo deste capítulo, você será capaz de:


      
        	descrever o movimento de rotação de um corpo rígido e sua energia cinética em função da posição, da velocidade e da aceleração angulares;


        	calcular o momento de inércia de um corpo, relacionando-o aos eixos de rotações diferentes, mas paralelos;


        	analisar os movimentos de rotação e translação de um corpo rígido, relacionando-os ao trabalho e/ou à energia.

      

    

  


  
    
      O estudo do movimento de rotação dos corpos rígidos é um dos nossos objetivos. A compreensão e a aplicação das leis e dos princípios físicos que regem esse tipo de movimento implicam o conhecimento de grandezas físicas como deslocamento, velocidade e aceleração angulares, torque e momento angular. Dominar esses conceitos físicos é pré-requisito para que possamos aprofundar as discussões em torno deles e de suas aplicações em diversos campos da física, da engenharia, entre outros.


      O movimento de rotação é comum em nosso dia a dia e ocorre em corpos que giram ao redor de um ponto ou de um eixo. A Figura 1.1 mostra um helicóptero em movimento e as suas pás girando em torno de um eixo (imaginário), que passa pelo centro do rotor. Nesse caso, o corpo ou objeto que gira são as pás do helicóptero. Por que a visualização dessas pás é mais nítida em regiões perto do eixo, ou seja, mais próximas do centro em torno do qual o corpo gira?


      
        Figura 1.1Helicóptero em movimento


        
          
        


        Nadezda Murmakova/Shutterstock

      


      Essa questão está diretamente relacionada aos movimentos de rotação dos corpos. Com relação ao movimento das pás do helicóptero, verificamos que, embora elas tenham velocidade e aceleração angulares iguais, o mesmo não ocorre com a velocidade e a aceleração lineares em diferentes regiões desse corpo.


      Neste primeiro capítulo, tratamos do movimento rotacional e das relações entre suas grandezas, isto é, o modo como se relacionam a posição, a velocidade e a aceleração angulares e o tipo de energia associado à dinâmica desse movimento. Também discutimos outras relações dinâmicas envolvidas no movimento de rotação, como a que faz uma hélice girar mais rápido (o torque) ou a que possibilita aos acrobatas realizarem exercícios espetaculares no ar (a conservação do momento angular). Além disso, analisamos as condições de equilíbrio de um corpo rígido: O que faz um corpo rígido não se movimentar de modo translacional ao se deslocar em relação a um sistema de referência, ou rotacional, ao girar em torno de um ponto ou eixo?


      
        
          
        

        
          
            	
              Estudo de caso


              É possível saber se há uma fronteira entre os fenômenos explicados pela mecânica clássica e aqueles explicados pela mecânica quântica? Se sim, como descobrir isso? Foi em busca desse objetivo que pesquisadores criaram o objeto rotativo mais rápido do mundo.


              Objeto rotativo mais rápido do mundo atinge 600 milhões de rpm


              […]


              Uma esfera microscópica, em levitação, foi posta para girar, impulsionada apenas pela luz de um laser, até atingir 600 milhões de rotações por minuto (rpm).


              Mas isso não foi o mais impressionante: depois do último registro, a esfera simplesmente desapareceu, provavelmente tendo-se esfarelado completamente.


              Os pesquisadores não sabem o que aconteceu com ela ou por que se desintegrou, já que as forças tradicionalmente envolvidas deveriam tê-la feito se quebrar muito antes dessa velocidade.


              “Este sistema coloca questões fascinantes no que diz respeito à termodinâmica e é um sistema difícil de modelar teoricamente”, justificou o Dr. Michael Mazilu, da Universidade St. Andrews, no Reino Unido.

            
          

        
      


      Fonte: Objeto…, 2013.


      1.1 Movimento rotacional


      Os movimentos dos corpos ocorrem quando estes são transladados ou giram em torno de um eixo fixo. No caso da translação, vários estudos já abordaram as leis e os princípios utilizados para sua descrição. Nesta obra, porém, tratamos especificamente do movimento de rotação dos corpos.


      Para dar início aos estudos, devemos compreender o que pode ocorrer com um corpo quando submetido a um conjunto de forças para colocá-lo em movimento ou em repouso. No entanto, ao ser posto nessas condições, ele pode sofrer deformações provocadas por tensões e pressões que atuam em seu interior e sua superfície – esticando-o, comprimindo-o e torcendo-o. Portanto, além de colocar os corpos em movimento ou em repouso, as forças podem deformá-los; desse modo, a forma deles não é constante. Todavia, se desprezarmos tais forças, eles podem ser considerados rígidos – denominamos esse tipo de corpo ideal de corpo rígido.


      Para a compreensão do movimento de rotação de um corpo rígido em torno de um eixo fixo – que não muda de posição –, é preciso definir algumas variáveis (ver Figura 1.2). Além do sistema inercial de referência (eixos de coordenadas x, y e z), temos de indicar a linha de referência e o eixo de rotação, ambos utilizados para definir as seguintes grandezas angulares: deslocamento, velocidade e aceleração. Dessa forma, o corpo rígido citado executará um movimento de rotação em torno do eixo fixo (z), no sentido anti-horário – que será considerado o sentido positivo. Ao realizá-lo, o ponto P (e todos os demais que formam o corpo rígido) descreve trajetórias circulares, que têm como centro um ponto localizado sobre o eixo z, e também ângulos iguais para um mesmo intervalo de tempo.


      
        Figura 1.2 Sistema de referência para o movimento de rotação


        
          
        

      


      1.1.1 Posição angular


      Ao estudarmos o movimento de rotação de um corpo rígido, devemos encontrar uma forma de medir a posição do ponto P em relação ao sistema de referência xOy. Qual é a maneira mais apropriada de fazermos isso? Um modo de realizar essa medida quando o corpo rígido gira em torno de um eixo fixo perpendicular ao plano xy é acompanhar as coordenadas do ponto, encontrando os valores de x e de y. Isso requer informação sobre dois valores numéricos (x e y), mas, se considerarmos que o segmento OP da Figura 1.3 é fixo, precisaremos apenas do valor do ângulo θ para localizar o ponto P no sistema de referência xOy. Naturalmente, a melhor forma de efetuar essa medida é utilizar a coordenada angular θ quando a linha OP, permanecendo fixa, gira com o corpo, como mostra a Figura 1.3. O ângulo θ que essa linha faz com o eixo +Ox descreve a posição de rotação desse corpo, denominada coordenada de rotação. Quando o corpo gira no sentido anti-horário, adotamos a coordenada angular θ como positiva; quando o movimento de rotação ocorre no sentido horário, a referida coordenada é negativa.


      
        Figura 1.3 Rotação do corpo rígido no plano xy


        
          
        

      


      Para a descrição do movimento de rotação de um corpo rígido, podemos expressar a medida da posição angular θ em radianos (rad) ou em graus. No Sistema Internacional de Unidades (SI), adotamos o radiano como unidade suplementar, utilizada para expressar a medida de ângulo. Conforme mostra a Figura 1.4, 1 radiano (1 rad) é o ângulo cujo comprimento do arco (S) associado a ele é igual à medida do raio (R) da circunferência considerada. De outro modo, podemos também obter a relação entre a posição angular θ (em radianos) e as grandezas S e R:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.1) Posição angular

            
          

        
      


      
        Figura 1.41 radiano


        
          
        

      


      1.1.2 Velocidade angular (ω)


      No movimento de rotação, se girar de um ponto 1 até um ponto 2, conforme indica a Figura 1.5, o corpo rígido sofrerá um deslocamento angular ∆θ em radianos num intervalo de tempo ∆t, dado por ∆t = t2 − t1, em que ∆θ = θ2 − θ1; ele será positivo no sentido anti-horário e negativo no sentido horário. Velocidade angular média: [image: ] é denominada a razão entre o deslocamento angular e o intervalo de tempo necessário para percorrê-lo.


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.2) Velocidade angular média

            
          

        
      


      
        Figura 1.5 Deslocamento angular


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Silva, 2017.

      


      O movimento de rotação do corpo acontece em torno do eixo perpendicular ao plano da Figura 1.5, e a velocidade angular média (ωm) é dada em rad/s ou em outras medidas, como rotação por minuto (rpm). No SI, a unidade de velocidade angular é rad/s, mas é comum o uso de rpm para referir-se a “giro de motor”, o qual corresponde ao número de ciclos que o motor a combustão (ou voltas, no caso de rotores) realiza em um minuto. Por exemplo, no painel dos carros sempre é informada a rotação do motor em rpm, que, em marcha lenta, é de aproximadamente 800 rpm – os valores máximos estão compreendidos entre 6 000 e 7 000 rpm. Um giro de 2 500 rpm significa que o motor está realizando 2 500 ciclos do motor a combustão por minuto. De outro modo, um rotor que gira a 240 rpm realiza 240 rotações por minuto, ou 4 rotações por segundo:


      [image: ] (ou simplesmente 4/s)


      A unidade rot/s corresponde à unidade de frequência, por isso a velocidade angular, às vezes, é chamada de frequência angular.


      O valor da velocidade angular, expresso por meio da Equação 1.2, corresponde ao da velocidade angular média quando o corpo se desloca ∆θ num intervalo de tempo ∆t. Entretanto, a velocidade angular instantânea, ou simplesmente velocidade angular, é definida quando, para dado deslocamento angular ∆θ, o intervalo de tempo ∆t tende a zero; de outro modo, é o limite de w quando ∆t tende a zero ou a derivada de θ em relação a t:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.3) Definição de velocidade angular

            
          

        
      


      A velocidade angular, tal como a linear, é uma grandeza vetorial. Quando tomamos conhecimento da direção de um vetor velocidade linear, o movimento ocorre na direção dada por esse vetor. No entanto, não podemos pensar da mesma forma para um vetor velocidade angular, pois ele define um eixo de rotação, o que significa que o corpo rígido gira em torno da direção de tal vetor. Para um uso simplificado dessa interpretação, adotaremos o valor da velocidade angular positivo quando o corpo girar no sentido anti-horário, e negativo, no sentido horário.


      Portanto, na Equação 1.3, em que a posição angular (θ) é dada em função do tempo (t), o valor de ω pode ser negativo ou positivo, a depender do sentido do deslocamento angular. Assim, se o corpo gira no sentido anti-horário, a velocidade angular é positiva e assume o sentido positivo do eixo z; quando gira no sentido horário, a velocidade é negativa e assume o sentido negativo do eixo z, conforme mostra a Figura 1.6. Mesmo com essa regra, a velocidade angular é uma grandeza vetorial e, por isso, tem módulo, direção e sentido; sua representação vetorial é dada por [image: ]. Quando a velocidade angular é representada apenas por ω, trata-se da velocidade angular escalar análoga à velocidade (linear) escalar v.


      
        Figura 1.6 Vetor velocidade angular


        
          
        

      


      Para obter o sentido da velocidade angular de um corpo rígido em rotação, podemos aplicar a “regra da mão direita”. De acordo com ela, o sentido da velocidade angular corresponde àquele do polegar quando os demais dedos da mão são orientados com o mesmo sentido (horário ou anti-horário) de rotação do corpo rígido, conforme indica a Figura 1.7.


      
        Figura 1.7 Regra da mão direita


        
          
        


        De-V/Shutterstock

      


      Exemplo 1


      Um aro de um protótipo de uma roda de bicicleta está sendo testado numa fábrica. A posição angular da linha de referência dele em relação ao tempo é dada pela função θ(t) = 2t3 − t2 + 3t + 2, sendo θ em radianos e t em segundos. O diâmetro do aro é 30 cm. Determine:


      
        	A posição angular em radianos e em graus nos instantes t = 1,0 s e t = 3 s.


        	O deslocamento escalar percorrido por um ponto na extremidade do aro durante esse intervalo de tempo.


        	A velocidade angular média durante esse mesmo intervalo de tempo em rad/s e em rev/min (rpm).


        	A velocidade angular instantânea para t = 4 s. 

        Solução


        Dada a função θ = f(t), devemos calcular os valores θ1 e θ2 da posição angular para os respectivos tempos t1 e t2 e, considerando esse intervalo de tempo, obter também o deslocamento angular ∆θ. Baseados nesse deslocamento, obtemos o deslocamento escalar e a velocidade angular média. Para medir a velocidade angular instantânea, precisamos calcular a derivada da função θ = f(t) para o instante considerado.


        
          	Para o cálculo de θ1 e θ2, substituímos os respectivos valores de tempos t1 e t2 na função θ = f(t): 

          [image: ]


          [image: ]




          	Obtemos o deslocamento escalar (S) com base no deslocamento angular e no raio R do aro. O deslocamento angular é dado por ∆θ = θ2 − θ1 ou ∆θ = 56 rad − 6 rad = 50 rad, e o raio R é metade do diâmetro, ou seja, R = 0,15 m. Logo, para o cálculo de S, devemos aplicar a Equação 1.1 ao considerarmos o deslocamento angular ∆θ e o raio do aro. Assim, S = ∆θ ∙ R, ou seja, S = 50 ∙ 0,15 m ⇒ S = 7,5 m.


          	Para a obtenção da velocidade angular média, devemos aplicar a Equação 1.2, dada por [image: ]. Assim, [image: ] ⇒ ωm = 25 rad/s. Em revolução por minuto, basta realizarmos a seguinte transformação de unidade: [image: ]⇒ ωm = 238,7 rpm.


          	A velocidade angular instantânea para t = 4 s será obtida com base na derivada de θ em função do tempo t, ou seja, [image: ]. Logo, [image: ]. Substituindo t por 4 s, temos: ω = 6(4)2 − 2(4) + 3 = 91 rad/s.

        



      


      1.1.3 Aceleração angular


      A velocidade angular de um corpo rígido pode sofrer variações. Para que isso ocorra, ele deve ter uma aceleração angular, a qual, com o mesmo sentido da velocidade angular, produz um aumento dos valores desta. Assim, o sentido contrário dessa aceleração ocasiona a redução da velocidade angular em módulo. Um exemplo dessa variação é o aumento de giros do motor de um automóvel. A Figura 1.8 mostra os valores de giro de um motor, que, em determinado momento, indica aproximadamente 3 500 rpm. Se o motorista pisa no acelerador, mesmo com o carro em ponto morto, o ponteiro de giro do motor deve indicar valores maiores. Por exemplo, se o motorista mantiver o pé no acelerador de modo que o ponteiro passe a indicar 4 000 rpm, ocorrerá uma alteração da velocidade de giro do motor (velocidade angular) de 3 500 rpm para 4 000 rpm. A grandeza física que provoca essa mudança é a aceleração angular.


      
        Figura 1.8Conta-giros


        
          
        


        Brumarina/Shutterstock

      


      Para o cálculo da aceleração angular, considere ω1 a velocidade angular num instante t1 e ω2 a velocidade angular num instante t2. Com base nessas informações, definimos a aceleração angular média (αm) no intervalo de tempo ∆t como a razão entre a variação da velocidade angular (∆ω) e o intervalo de tempo ∆t, ou seja:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.4) Aceleração angular média

            
          

        
      


      Para obter a aceleração angular instantânea, ou simplesmente aceleração angular, devemos tomar o limite de α quando ∆t tende a zero:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.5) Definição de aceleração angular

            
          

        
      


      A aceleração angular também é uma grandeza vetorial. Assim, devemos estender a ela as mesmas questões apontadas na discussão sobre a grandeza vetorial da velocidade angular. Para um uso simplificado dessa interpretação, adotaremos o valor da aceleração angular positivo quando o corpo girar no sentido anti-horário e negativo quando girar no sentido horário. Desse modo, na definição da aceleração angular – em que a velocidade angular (ω) da Equação 1.5 é dada em função do tempo (t) –, o valor de α pode ser negativo ou positivo, dependendo da variação em módulo da velocidade angular.


      Portanto, como mostra a Figura 1.9, se a velocidade angular (ω) do corpo aumenta em módulo (rotação acelerada), a aceleração angular tem sentido e sinal iguais aos daquela: ambas positivas (Figura 1.9b) e ambas negativas (Figura 1.9d). Quando a velocidade angular diminui em módulo (rotação retardada), a aceleração angular tem sentido e sinal opostos aos daquela: aceleração angular negativa e velocidade angular positiva (Figura 1.9a) e aceleração angular positiva e velocidade angular negativa (Figura 1.9c). Desse modo, a aceleração angular também é uma grandeza vetorial, portanto tem módulo, direção e sentido: sua representação vetorial é dada por [image: ]. Quando a aceleração angular é representada apenas por α, trata-se da aceleração angular escalar análoga à aceleração (linear) escalar a.


      
        Figura 1.9Aceleração e velocidade angulares


        
          
        

      


      A unidade da aceleração angular (α) é rad/s² ou rev/s². Como [image: ] , também podemos obter a aceleração angular como a derivada de segunda ordem da posição angular (θ):


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.6)

            
          

        
      


      Exemplo 2


      Considerando as informações do Exemplo 1, determine:


      
        	A aceleração angular média para o intervalo de tempo compreendido entre t = 1 s e t = 2 s.


        	A aceleração angular instantânea para t = 4 s. 

        Solução


        Com base na equação da posição angular, θ = f(t), obtemos a expressão da velocidade angular pela Equação 1.3: [image: ]; para t1 e t2, obtemos ω1, ω2 e αm por meio da Equação 1.4: [image: ]. Já para o cálculo da aceleração angular instantânea, fazemos a derivada da velocidade angular em função do tempo – Equação 1.5 ([image: ]) – ou a derivada segunda da posição angular em função do tempo – Equação 1.6 ([image: ]).



      


      
        	Para o cálculo da aceleração angular média (Equação 1.4), obtemos a expressão ω = f(t) com base na derivada de θ em relação ao tempo t, ou seja, [image: ]. Logo, ω = [image: ] = 6t2 − 2t + 3. Assim, para t1 = 1 s, temos ω1 = 6 (1)2 − 2 (1) + 3 ⇒ ω1 = 7 rad/s e, para t = 2 s, temos ω2 = 6 (2)2 − 2 (2) + 3 ⇒ ω2 = 23 rad/s. Substituindo os valores na Equação 1.4, temos [image: ] ⇒ αm = 8 rad/s².


        	A aceleração angular instantânea é dada pela Equação 1.5. Assim, [image: ] = (6t2 − 2t + 3) = (12t − 2) e, considerando t = 4 s, temos α = 12 (4) − 2 = 48 − 2 = 46 rad/s².

      


      1.2 Rotação com aceleração angular constante


      Nas relações obtidas para velocidade e aceleração angulares, descritas pelas equações 1.3 e 1.5, as funções da posição, velocidade e aceleração angulares são dadas em função do tempo. No entanto, cada uma delas pode variar ou permanecer constante. Uma situação particular ocorre quando a aceleração angular é constante e corresponde, por exemplo, ao movimento de um rotor ou motor cuja dependência da velocidade angular com o tempo é linear.


      Ao considerar a aceleração angular constante, pretendemos obter as equações que expressam a posição, a velocidade e a aceleração angulares de um corpo ou ponto material em função do tempo. Por exemplo, considere o corpo rígido (Figura 1.10) que se move como se fosse uma partícula representada pelo ponto P, cujas coordenadas angulares são (r, θ).


      
        Figura 1.10Movimento de aceleração constante


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Young; Freedman, 2008, p. 295.

      


      


      
        
          
        

        
          
            	
              Estudo de caso


              Como criar mecanismos que permitam assegurar um sistema de coordenadas confiável (por exemplo, o GPS), capaz de alimentar sistemas de navegação ou rotas em viagens espaciais? Capturar esses movimentos – oscilações do movimento de rotação da Terra – é crucial nesse esforço, daí os exercícios para medir essa rotação.


              Rotação da Terra é medida diretamente pela primeira vez


              […]


              “Localizar um ponto no centímetro exato de posicionamento global é um processo extremamente dinâmico […]”, explica o Prof. Karl Ulrich Schreiber.


              A orientação do eixo da Terra em relação ao espaço e sua velocidade rotacional são, atualmente, determinadas em um processo complicado, que envolve 30 radiotelescópios ao redor do mundo.


              Toda segunda-feira e quinta-feira, entre oito e 12 desses telescópios alternadamente medem a direção entre a Terra e quasares específicos.


              Os cientistas assumem que estes núcleos de galáxias, que estão distantes demais de nós, nunca mudam de posição, podendo, portanto, ser usados como pontos de referência.


              No entanto, eles começaram a não se satisfazer mais com tanta dificuldade e nem com a consideração da “fixidez” dos quasares. Começou então a construção do observatório geodésico Wettzell, na Alemanha.

            
          

        
      


      Fonte: Schreiber, 2011.


      No movimento rotacional, quando a aceleração angular é constante, podemos obter equações que descrevem a posição angular e a velocidade angular do corpo em função do tempo. A aceleração angular α é constante e igual à aceleração média para qualquer tempo t. Na Equação 1.4, façamos t1 = 0, t2 = t (num instante qualquer), ω1 = ω0 (velocidade angular inicial) e ω2 = ω (velocidade angular num instante qualquer); assim, teremos [image: ] ou:


      
        
          
        

        
          
            	
              ω = ω0 + αt (1.7) Equação horária da velocidade angular – α constante

            
          

        
      


      Na Equação 1.7, o termo αt corresponde à variação da velocidade angular depois de um instante t, e a velocidade angular após um tempo t é a velocidade inicial ω0 acrescida dessa variação. Essa equação representa a velocidade angular em qualquer instante e sua função é de primeiro grau, cujo gráfico corresponde a uma reta, conforme mostra o Gráfico 1.1.


      
        Gráfico 1.1 Reta y = ax + b


        
          
        

      


      A função que corresponde ao gráfico anterior apresenta parâmetros dados pelos coeficientes angular e linear, que têm, para o caso do movimento rotacional, significados físicos importantes. Devemos lembrar que, na função y = ax + b, o coeficiente angular da reta (a) é a tangente do ângulo da inclinação da curva e o coeficiente linear (b) é dado pela intersecção da reta com o eixo y. Desse modo, ao associarmos a equação da reta com a Equação 1.7, podemos concluir que o coeficiente angular corresponde à aceleração angular do corpo e que a velocidade angular inicial é o coeficiente linear dessa equação, conforme mostra o Gráfico 1.2.


      
        Gráfico 1.2 Velocidades angulares ω × t


        
          
        

      


      Outro significado físico importante do gráfico ω × t corresponde ao deslocamento angular (∆θ) do corpo e está relacionado à área sob a curva ω = ω(t). Nesse caso, a área (A) mostrada no Gráfico 1.3 é numericamente igual ao deslocamento angular ∆θ.


      
        Gráfico 1.3 Velocidade angular: ω × t


        
          
        


        Nadezda Murmakova/Shutterstock

      


      Para verificar que a área sob a curva é numericamente igual ao deslocamento angular, A ≡ ∆θ, observe, no Gráfico 1.3, que ela é dada por [image: ] (correspondente à área de um trapézio). Do mesmo modo, a velocidade angular média ωm é igual à média aritmética das velocidades ω e ω0, ou seja, [image: ]. Assim, substituindo esta na equação da área sob a curva, obtemos A = ωm . t; se [image: ], temos [image: ] . Como no gráfico t0 = 0, concluímos que A = ∆θ.


      Para a aceleração angular (α) constante, a velocidade angular (ω) varia uniformemente, de modo que seu valor médio (ωm) corresponde à média aritmética entre os valores inicial e final dessa velocidade:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.8)

            
          

        
      


      Da mesma forma, a velocidade angular é dada pela Equação 1.2. Igualando-a com a Equação 1.8, obtemos:


      
        
          [image: ]
        

      


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.9)

            
          

        
      


      Ao substituir a expressão de ω (Equação 1.7) na Equação 1.9, obtemos:


      θ − θ0 = [image: ][ω0 + (ω0 + αt)]t ⇒


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.10) Equação horária da posição angular

            
          

        
      


      A Equação 1.10 expressa a posição angular θ em relação ao tempo t e sua função é de segundo grau, cujo gráfico é uma parábola. Considerando-se essa correspondência, em que circunstância a parábola terá concavidade voltada para cima ou para baixo? Qual é o parâmetro físico que determina essa característica? Na função do segundo grau, se o coeficiente do termo de maior grau for positivo, a concavidade da curva estará voltada para cima; caso contrário, estará direcionada para baixo. Portanto, para a posição angular em função do tempo, a parábola terá concavidade voltada para cima se α for positivo e voltada para baixo se α for negativo. O Gráfico 1.4 ilustra essa situação.


      
        Gráfico 1.4 Posição angular em função do tempo


        
          
        

      


      As equações obtidas relacionam a velocidade e a posição angulares em função do tempo, baseadas na posição e na velocidade angulares iniciais e na aceleração angular. Do mesmo modo como acontece na cinemática, também podemos obter aqui uma equação que não relacione o tempo, mas sim a velocidade angular em função da posição angular. Assim, ao considerarmos a aceleração angular constante, essa equação pode ser obtida facilmente isolando-se o tempo (t) na Equação 1.7 e fazendo a substituição na Equação 1.10, ou seja:


      [image: ][image: ]


      [image: ][image: ]


      [image: ]


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.11)

            
          

        
      


      Essa equação relaciona o quadrado da velocidade angular com o deslocamento angular, considerando que a velocidade inicial e a aceleração angulares são constantes.


      As equações 1.7 e 1.10 também podem ser obtidas por meio das definições dadas pelas equações 1.3 e 1.5, respectivamente, ω = [image: ] e [image: ], e com a aplicação do cálculo integral. Da segunda equação temos que dω = αdt, em que a aceleração angular α é constante. Integrando a equação diferencial, temos ∫ dω = ∫ αdt ⇒ ω = αt + C, em que C é uma constante de integração. Com base na condição inicial, em que t = 0, temos ω = ω0. Substituindo esse resultado na equação encontrada, obtemos o valor para C, ou seja, ω0 = α . 0 + C ⇒ ω = ω0 + αt, que corresponde à Equação 1.7. Da mesma forma, baseados na equação ω = [image: ], podemos substituir o resultado encontrado para a velocidade angular ω e integrar a equação ω0 + αt = [image: ] ⇒ dθ = (ω0 + αt)dt ⇒ ∫ dθ = ∫(ω0 + αt)dt ⇒ θ = ω0t + [image: ]αt2 + C'. Pela condição inicial, em que t = 0, temos θ = θ0. Substituindo esse resultado na equação encontrada, obtemos o valor para C. Assim, θ = θ0 + ω0t + [image: ]αt2, que corresponde à Equação 1.10.


      Exemplo 3


      Um aparador de grama pode atingir até 11 000 rpm em aproximadamente 1 s quando acionado na rede elétrica. O equipamento tem um diâmetro de corte de 28 cm, isto é, o fio de náilon pode ser esticado até que esse diâmetro seja atingido. Supondo-se que a aceleração angular imprimida pelo motor seja constante, a posição do fio de náilon coincida com a linha de referência para as medidas angulares e, em t = 0, a velocidade angular inicial seja zero, determine:


      
        	A velocidade angular máxima (rad/s).


        	O módulo da aceleração angular média.


        	O deslocamento angular nesse intervalo de tempo.


        	A distância percorrida, em metros, por um ponto na extremidade do fio em linha nesse intervalo de tempo. 

        Solução


        Como a aceleração angular é constante, ela corresponde à aceleração média angular e é dada pela Equação 1.4 [image: ]. A velocidade angular máxima pode ser obtida pelo número de revoluções que o rotor do aparador de grama pode atingir, ou seja, 11 000 rpm. Os deslocamentos angulares e lineares podem ser obtidos por meio das Equações 1.10 (θ = θ0 + ω0t + [image: ]αt2) e 1.1 [image: ], sendo θ0 e ω0 nulos.



      


      
        	A velocidade angular máxima é obtida do número de revoluções e corresponde à velocidade angular final, depois de decorrido 1 s. Assim, ωmax = ω = 11 000 rpm = 11 000 [image: ] = 1 152 rad/s.


        	Para o cálculo da aceleração angular média, temos a equação [image: ]. Assim, [image: ].


        	O deslocamento angular será calculado por Δθ = [image: ]αt². Logo, Δθ = θ = [image: ] 1 152 ∙ 1² = 576 rad.


        	Para o cálculo do deslocamento linear, temos que s = Rθ e R = 14 cm = 0,14 m. Assim, s = 576 ∙ 0,14 = 80,64 m.

      


      1.2.1 Relação entre a cinemática linear e a cinemática angular


      Na questão discutida no início deste capítulo, comentamos que as pás do helicóptero são mais visíveis em regiões próximas do eixo de rotação. Esse fato se deve à velocidade linear das partes do material que formam as pás, ou seja, quanto mais afastadas essas partes estão do eixo de rotação, maior a velocidade linear v, e, portanto, temos mais dificuldade em acompanhar o movimento delas. No entanto, para comprovar essa afirmação, precisamos relacionar as grandezas lineares s, v e a de um ponto material que constitui o corpo em rotação às grandezas angulares θ, ω e α do movimento desse mesmo corpo. As relações são estabelecidas por meio da distância r, que corresponde à distância do eixo de rotação até o ponto onde está localizado o ponto material; também corresponde ao raio da circunferência descrito pelo ponto em torno do eixo de rotação.


      A Figura 1.11 mostra um corpo rígido em movimento rotacional em torno do eixo fixo perpendicular ao plano xy, com velocidade angular [image: ]. Cada ponto tem a mesma velocidade angular, porém a velocidade linear difere para cada valor de r (no caso do ponto P, ela é [image: ]). O ponto P descreve trajetória circular de raio r e o ângulo θ (em radianos), sendo o comprimento do arco s dado por s = rθ (1.1). Essa equação corresponde à primeira relação entre as grandezas lineares e angulares e relaciona a posição s do ponto material sobre a circunferência de raio r e a posição angular θ desse ponto na mesma circunferência.


      
        Figura 1.11 Corpo rígido em movimento rotacional


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Uy1…, 2017.

      


      Ao derivar a Equação 1.1 em relação ao tempo t, considerando r constante, obtemos:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.12)

            
          

        
      


      O primeiro membro da Equação 1.12 é a taxa de variação do comprimento do arco, ou seja, a velocidade linear v, e [image: ] é a taxa de variação da posição angular que corresponde à velocidade angular escalar ω. Assim,


      
        
          
        

        
          
            	
              v = rω (1.13) Relação entre a velocidade linear e a velocidade angular

            
          

        
      


      A Equação 1.13 mostra que a velocidade linear tem uma dependência linear com a velocidade angular ω e com o raio r do ponto P sobre a circunferência, ou seja, quanto maiores o raio r e a velocidade angular ω, maior a velocidade linear. No corpo rígido, porém, todos os pontos P se movem com a mesma velocidade angular. A representação dessa velocidade no ponto P é sempre tangente à trajetória circular no referido ponto, conforme mostra a Figura 1.11.


      Retomando a questão das pás do helicóptero – acerca da visualização de seus movimentos –, a Equação 1.13 confirma que as partes mais afastadas têm velocidades lineares maiores, daí a dificuldade de visualizá-las; já as regiões mais próximas do eixo apresentam velocidades lineares menores, portanto são mais visíveis, pois o raio é menor.


      Com base na Equação 1.13, derivamos a equação em relação ao tempo, com r constante, e obtemos [image: ]. Esse resultado expressa apenas parte da aceleração linear e corresponde à variação do módulo da velocidade linear [image: ], que é tangente à trajetória no ponto P, conforme mostra a Figura 1.12. Assim, essa parte é chamada de componente tangencial at da aceleração linear [image: ] e é dada por at = ar, em que [image: ]. Do mesmo modo que a velocidade linear [image: ], essa parte da aceleração linear também é tangente à trajetória no ponto P.


      
        Figura 1.12 Aceleração tangencial


        
          
        

      


      Como o movimento do ponto material P descreve uma trajetória circular, há também uma componente radial da aceleração linear [image: ] dirigida ao centro da trajetória. Essa parte da aceleração linear é responsável pela variação da direção da velocidade linear [image: ], ou seja, permite ao ponto material descrever a trajetória circular. Portanto, a aceleração linear [image: ] apresenta duas componentes: a aceleração tangencial at e a aceleração radial ou centrípeta ac, conforme vemos na Figura 1.13.


      
        Figura 1.13 Acelerações ar e at


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Solehin, 2012.

      


      Para obter a expressão da aceleração radial, vamos considerar um ponto material P de coordenadas (xp, yp) a uma distância r do centro do sistema de referência xy, conforme mostra a Figura 1.14. A velocidade [image: ] do ponto material é tangente à trajetória nesse ponto, portanto a velocidade também é perpendicular ao raio r, que mede a distância do centro da trajetória ao ponto P. Observe ainda que o ângulo θ, formado pelo raio r e pelo eixo x, é o mesmo ângulo formado pelo vetor velocidade e pela direção vertical.


      
        Figura 1.14 Velocidade v


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Halliday; Resnick; Walker, 2012, p. 73.

      


      As medidas das coordenadas do ponto P podem ser expressas em função do ângulo θ, ou seja:


      
        
          
        

        
          
            	
              xp = rcosθ (1.14)

            
          

        
      


      e


      
        
          
        

        
          
            	
              yp = rsenθ (1.15)

            
          

        
      


      Ou, de outro modo, [image: ] e [image: ].


      O vetor velocidade [image: ] do ponto material P é representado na Figura 1.15 e mostra também as componentes vx e vy, que podem ser decompostas em função do ângulo θ, conforme as direções dos eixos x e y:


      
        
          
        

        
          
            	
              vx = −vsenθ (1.16)

            
          

        
      


      e


      
        
          
        

        
          
            	
              vy = vcosθ (1.17)

            
          

        
      


      Substituindo os valores do seno e do cosseno nas equações das componentes da velocidade [image: ] , temos:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.18)

            
          

        
      


      e


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.19)

            
          

        
      


      
        Figura 1.15 Velocidade v


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Halliday; Resnick; Walker, 2012, p. 73.

      


      Para obter a aceleração do ponto material P, devemos derivar em relação ao tempo t a velocidade:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] ([image: ]) (1.20),

            
          

        
      


      inclusive no que se refere às suas componentes. Assim:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.21)

            
          

        
      


      e


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.22)

            
          

        
      


      Substituindo as componentes vx e vy da velocidade, temos:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.23)

            
          

        
      


      e


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.24)

            
          

        
      


      Essas componentes são representadas na Figura 1.16, em que a aceleração [image: ] do ponto material P forma um ângulo ϕ com a direção horizontal.


      
        Figura 1.16 Aceleração [image: ]


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Halliday; Resnick; Walker, 2012, p. 73.

      


      O módulo do vetor aceleração [image: ] é obtido em função das componentes ax e ay, o qual, com base no triângulo retângulo da figura acima, é igual a:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.25)

            
          

        
      


      Ao substituir as expressões das respectivas componentes, temos:


      [image: ]


      [image: ] ⇒


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.26)

            
          

        
      


      Podemos obter a direção da aceleração [image: ] baseados na da tangente à curva no ponto P, ou seja:


      [image: ]


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.27)

            
          

        
      


      Isso significa dizer que os ângulos θ e ϕ são iguais, o que implica que a aceleração [image: ] aponta para o centro da trajetória e corresponde à aceleração radial ou centrípeta (ac).


      Na Figura 1.17, representamos o corpo rígido movendo-se com velocidade e aceleração angulares vetoriais, [image: ] e [image: ], respectivamente, em torno do eixo fixo perpendicular ao plano xy, onde também atua sobre o ponto P a aceleração linear [image: ], que se decompõe em acelerações tangencial (at) e centrípeta (ac). A componente tangencial da aceleração modifica o módulo da velocidade linear escalar e corresponde à taxa de variação dessa velocidade, ou seja:


      [image: ]


      
        
          
        

        
          
            	
              at = rα (1.28) Aceleração tangencial

            
          

        
      


      A componente normal ou radial está sempre voltada para o centro do círculo e modifica a direção da velocidade do ponto P. Ela é dada por:


      
        [image: ]
      


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.29) Aceleração centrípeta

            
          

        
      


      
        Figura 1.17 Acelerações entre a e α


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Brown University, 2017.

      


      Exemplo 4


      Um aparador de grama (Figura 1.18) gira seu rotor a 15 rad/s, quando é acionado a girar mais rápido a uma taxa de 50 rad/s². Acoplado ao rotor está o carretel de 10 cm de diâmetro com um pedaço de fio de náilon de cerca de 10 cm, utilizado para cortar a grama. Determine a aceleração centrípeta e a aceleração tangencial existentes nesse instante na ponta do fio de náilon e a direção e o módulo do vetor aceleração.


      
        Figura 1.18 Cortador de grama


        
          
        


        cyran/Shutterstock

      


      Solução


      Para o cálculo das acelerações centrípeta e tangencial, precisamos conhecer o valor do raio da circunferência descrita pela ponta do fio de náilon ao realizar o movimento de rotação. Considerando-se o raio do carretel e o tamanho do fio, o raio da circunferência descrita pelo fio é de 15 cm. Desse modo, para descobrir as acelerações tangencial e centrípeta, utilizamos as equações 1.13 e 1.14, respectivamente. Já para a obtenção do módulo e da direção do vetor aceleração, recorremos à relação de Pitágoras, com vistas a encontrar o módulo e a aplicação da tangente para o triângulo retângulo formado.


      Para o cálculo da aceleração tangencial, at = rα; substituindo os dados, temos at = 0,15 ∙ 50 = 7,5 m/s².


      Para o cálculo da aceleração centrípeta, ac = ω²r; substituindo os dados, temos ac = 15² ∙ 0,15 = 33,75 m/s².


      O módulo do vetor aceleração é obtido pela expressão [image: ]. Assim, a2 = 33,752 + 7,52 = 1195,3 ⇒ a = [image: ] = 34,6 m/s².


      A direção desse vetor pode ser obtida pela expressão [image: ] tgθ = 4,5 ⇒ θ = 77,5°.


      A representação dos vetores dessas acelerações é mostrada na Figura 1.19.


      
        Figura 1.19 Movimento curvo acelerado


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Componentes…, 2017.

      


      1.2.2Energia cinética de rotação


      Até o momento, estudamos o movimento do corpo rígido e obtivemos as equações que o regem. Com elas, tratamos de diversos problemas acerca do movimento de rotação. Com relação a essas equações, destacamos a que possibilita o cálculo da velocidade linear do corpo rígido, a qual corresponde também à velocidade de cada ponto material desse corpo, ou seja, v = ωr.


      Por meio dessa equação, como podemos calcular a energia cinética de uma roda maciça de raio R que gira com dada velocidade angular ω? É evidente que essa roda tem energia cinética, pois está em movimento, e cada ponto dela tem uma velocidade linear v. Se tentamos calcular a energia cinética usando a fórmula K = [image: ]mv², temos de considerar o centro de massa da roda e, nesse caso, a velocidade é nula, o que resulta numa energia cinética também nula.


      Para contornar esse problema, vamos considerar o corpo rígido como um conjunto de partículas de diferentes velocidades e calcular a energia cinética de cada uma delas. A energia cinética total será a soma de todas as energias obtidas. Para isso, vamos admitir um corpo rígido que gire em torno de um eixo fixo com velocidade angular ω e seja constituído de partículas de massa mi que apresentem velocidade vi em relação a um referencial inercial. Cada partícula que constitui o corpo gira com a mesma velocidade angular ω, porém se encontram a diferentes distâncias ri do eixo de rotação.


      A i-ésima partícula de massa mi gira em torno do eixo fixo e tem uma velocidade linear escalar dada pela equação vi = riω, em que ω é a velocidade angular do corpo rígido. Desse modo, a velocidade linear escalar de dada partícula é proporcional à distância dessa partícula ao eixo de rotação. Associada a essa velocidade, a partícula de massa mi e velocidade vi tem uma energia cinética ki, dada por:


      
        [image: ]
      


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.30)

            
          

        
      


      A energia cinética do corpo é a soma de todas as energias das partículas que o constituem, ou seja:


      [image: ]


      Como o fator [image: ]ω2 é comum a todos os termos, podemos colocá-lo em evidência:


      [image: ]


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.31)

            
          

        
      


      A grandeza entre parênteses depende da forma como a massa do corpo rígido está distribuída em relação ao eixo fixo de rotação e é denominada momento de inércia do corpo em relação ao eixo de rotação. O momento de inércia, representado por I, tem unidade de quilograma vezes metro quadrado (kg ∙ m²) no SI e depende apenas do corpo e do eixo de rotação. Convém destacarmos que o momento de inércia está intimamente associado ao eixo em torno do qual analisamos a rotação, portanto é importante conhecer o eixo em relação ao qual o corpo gira.


      Assim, o momento de inércia é definido por:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.32) Momento de inércia

            
          

        
      


      A Equação 1.16 será reescrita da seguinte forma:


      
        
          
        

        
          
            	
              [image: ] (1.33) Energia cinética de rotação

            
          

        
      


      A Equação 1.33 corresponde à energia cinética de rotação pura de um corpo que gira em torno de um eixo fixo e é proporcional à velocidade angular (em radianos) do corpo e/ou ao momento de inércia dele.


      O momento de inércia, cujo significado está associado ao eixo no qual se considera a rotação, depende da maneira como a massa do corpo está distribuída em relação a esse eixo. Por exemplo, é mais fácil girar a barra da Figura 1.20 em torno do eixo indicado do que a mesma barra em relação a um eixo perpendicular a ela que passe pelo seu centro.


      
        Figura 1.20 Eixo de rotação


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Halliday; Resnick; Walker, 2012, p. 261.

      


      Exemplo 5


      Um peso de massa igual a 10 kg está preso por meio de um fio, inextensível e de massa desprezível, a um disco fixo de 20 kg de massa e livre para girar em torno do ponto A (Figura 1.21). Considerando-se que não ocorra deslizamento do fio sobre a superfície do disco e que o peso seja solto de uma altura de 4 m, determine a velocidade com que este atingirá o solo e a energia cinética de rotação do disco. Considere desprezível a resistência do ar e g = 9,8 m/s².


      
        Figura 1.21 Disco de massa M


        
          
        


        Fonte: Adaptado de Halliday; Resnick; Walker, 2012, p. 73.

      


      Solução


      Para descobrir a velocidade com que o peso atinge o solo, é necessário recorrermos ao princípio da conservação da energia mecânica se apenas forças conservativas atuarem sobre o sistema. Nesse caso, a única força que atua é o peso, portanto há conservação da energia mecânica. Assim, a energia potencial gravitacional do peso de massa m será transformada em energia cinética para o peso e para o disco.


      Quanto à velocidade com que o peso atinge o solo, esta será igual à velocidade tangencial do fio na borda do disco, pois ele é inextensível e não ocorre deslocamento entre o fio e a superfície do disco. Desse modo, a energia cinética de rotação será dada por meio da seguinte equação: [image: ] (1.18), em que [image: ]. Logo, devemos obter o momento de inércia do disco consultando o Quadro 1.1, na página 46, segundo o qual I = [image: ] MR², em que M e R são, respectivamente, a massa e o raio do disco.


      Cálculo da velocidade v


      Aplicando o princípio da conservação da energia mecânica nas posições 1 e 2, conforme ilustra a Figura 1.22, temos:


      [image: ] ⇒ [image: ] [image: ][image: ][image: ][image: ] v ≅ 6,3 m/s


      
        Figura 1.22 Disco de massa M


        
          
        

      


      Quando um conjunto de partículas de massa mi se encontra a uma distância ri de um eixo de rotação e perpendicular a ele, o momento de inércia para esse conjunto de partículas pode ser obtido por meio da fórmula [image: ], pois basta somarmos os produtos. Porém, quando temos um corpo rígido no qual o número de partículas é extremamente grande e elas estão muito próximas umas das outras (corpo contínuo), essa soma torna-se impraticável. Nesse caso, para obtê-la, utilizamos a integral, dada por I = ∫ r²dm – momento de inércia para uma distribuição contínua de massa (corpo contínuo).
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