

  

    [image: capa]

  




  




  

    [image: Expediente]

  




  

    [image: Rosto]

  




  




  

    [image: Créditos]

  




  




  

    A todo aquel que se refugia en las matemáticas


  




  

    “La práctica no es lo que haces una vez que eres bueno. Es lo que haces lo que te hace bueno.”




    Malcolm Gladwell


  




  

    Prólogo




    Este libro va dirigido a todos aquellos estudiantes de los grados de ciencias e ingeniería que utilizan las Matemáticas Básicas en el transcurso de su formación educacional. Como su mismo título lo indica, el libro ofrece una parte breve de teoría y luego una recopilación de problemas y sus respectivas respuestas.




    El libro está conformado por cuatro capítulos: Elementos de Álgebra Lineal, Elementos de Análisis Matemático, Elementos de Teoría de la Medida y Suplemento de ejercicios generales. Cada capítulo, a excepción del último, está separado en unas primeras secciones con algunas definiciones, proposiciones, teoremas y notas esenciales sobre temas específicos que abordarán los ejercicios propuestos. Aconsejamos encarecidamente al lector que intente primero resolver los problemas sin acudir a las soluciones y que solo consulte estas después de haber meditado un tiempo suficiente.




    El último capítulo Suplemento de ejercicios generales contiene el enunciado y solución de una lista de ejercicios de temas variados sobre Análisis, Álgebra, Geometría, Topología y Teoría de la Medida. Los problemas se distribuyeron aleatoriamente con el objetivo de que el alumno pueda asociar la rama de las Matemáticas a la cual pertenecen y con ello recordar qué técnicas o métodos se pudiesen aplicar para su resolución.




    Para mejorar la comprensión de algunas respuestas decidimos utilizar algunas gráficas que ayudan a interpretar efectivamente muchos detalles de estas. En algunas soluciones mostramos varias vías aceptadas. Además, en ciertas ocasiones expusimos resultados teóricos que enriquecen el dominio del tema que aborda la problemática del ejercicio.




    Queremos destacar también que algunos de estos ejercicios han sido seleccionados y aplicados en exámenes de la Educación Superior. Ejemplos de instituciones mexicanas que lo han hecho son la Universidad Nacional Autónoma de México y la Universidad Autónoma de Guerrero.




    Agradecemos al lector el que nos haga llegar todos aquellos comentarios, sugerencias y correcciones que estime oportunos y que sirvan para mejorar el texto. Posteriormente en las sucesivas revisiones que se vayan realizando tomaremos en cuenta todas estas sugerencias.




    Esperamos que este texto contribuya satisfactoriamente en la formación académica del que lo lea y sea del agrado de una comunidad amplia de estudiantes.




    Los autores


  




  

    Capítulo 1




    Elementos de Álgebra Lineal




    1.1. Vectores y valores propios




    Sean E un espacio vectorial de dimensión finita n, T un endomorfismo de E. Si T es diagonalizable, es decir, si existe una base de E, {e1, e2, ..., en}, tal que en esta base su matriz asociada M (T, {ei}) tiene la forma siguiente:




    

      [image: ]

    




    entonces los escalares que se encuentran en la diagonal están relacionados con los vectores de la base por la ecuación:




    T (ei) = λiei.




    Definición 1. Sean E un espacio vectorial sobre el cuerpo [image: ], T un endomorfismo de E. Se denomina valor propio de T a todo escalar λ ∈ [image: ] tal que existen vectores no nulos v de E que cumplen:




    T (v) = λv.




    Definición 2. Sea A una matriz de orden n con coeficientes en [image: ]. Se dice que λ ∈ [image: ] es un valor propio de A, si λ es el valor propio del endomorfismo de [image: ]n que determina la matriz A.




    Asociada a la definición de valor propio, está la siguiente definición:




    Definición 3. Sean E un espacio vectorial sobre [image: ], T un endomorfismo de E y λ un valor propio de T. Se denomina vector propio asociado al valor propio λ, a todo vector v de E que satisface la ecuación:




    T (v) = λv.




    Proposición 1. Sean E un espacio vectorial, T un endomorfismo de E y λ un valor propio de T. Entonces el subconjunto de todos los vectores propios asociados al valor propio λ, es un subespacio vectorial de E.




    El subespacio de los vectores propios asociados a un valor propio λ, se denomina subespacio propio asociado a λ y se denota por E(λ).




    Una propiedad importante de los subespacios propios es que las imágenes de los vectores propios son a su vez vectores propios del mismo valor propio. Esta propiedad recibe el nombre de estabilidad y podemos definirla para un subespacio cualquiera.




    Definición 4. Sean E un espacio vectorial sobre [image: ], T un endomorfismo de E. Se dice que un subespacio E' de E es estable por el endomorfismo T si cumple:




    T (E') ⊂ E'.




    Podemos entonces enunciar:




    Proposición 2. Sea T un endomorfismo de un espacio vectorial E sobre [image: ]. Los subespacios propios asociados a los valores propios de T son estables por el endomorfismo T.




    No todo subespacio estable es subespacio propio, pues la estabilidad de los subespacios propios es un tipo muy especial, ya que un vector propio se transforma en otro vector múltiplo de sí mismo. Las rectas generadas por los vectores propios son estables por el endomorfismo.




    1.2. Polinomio característico




    El número λ es valor propio de un endomorfismo T si existen vectores no nulos v ∈ E tales que




    T (v) = λ(v).




    Empleando el endomorfismo identidad de E, escribimos:




     T (v) = λIdE(v),




    T (v) − λIdE(v) = 0,




     (T − λIdE)(v) = 0.




    Entonces, λ es un valor propio de T si existen vectores no nulos tales que




    (T − λIdE)(v) = 0.




    Lo anterior significa que el endomorfismo T − λIdE no sea inyectivo y por tanto que




    ker(T − λIdE) ≠ {0}.




    Para el caso en que E sea un espacio de dimensión finita, sabemos que un operador es inyectivo si y solo si es biyectivo o inversible. Por tanto, se enunciará esta caracterización para el caso de dimensión finita:




    Teorema 1. Sean E un espacio vectorial de dimensión finita sobre [image: ], T un endomorfismo de E. Las siguientes proposiciones son equivalentes:




    1. λ ∈ [image: ] es valor propio de T,




    2. ker(T − λIdE) [image: ] {0},




    3. El endomorfismo T − λIdE no es inyectivo,




    4. El endomorfismo T − λIdE no es inversible.




    Para estudiar los valores propios de una matriz A, tenemos que estudiar los valores propios de la transformación que ella determina en [image: ]n. El escalar λ es valor propio si existen vectores de [image: ]n, X ∈ [image: ]n, no nulos tales que




    AX = λX.




    Empleando la matriz identidad In, obtenemos:




    AX = λX ⇔ AX = λ(InX),




    ⇔ AX − λ(InX) = 0,




    ⇔ (A − λIn)X = 0.




    Por tanto,




    λ es valor propio de A ⇔ ker(A − λIn) [image: ] {0}




    ⇔ A − λIn no es inyectivo,




    ⇔ A − λIn no es inversible,




    ⇔ det (A − λIn) = 0.




    Tenemos que buscar los valores propios de la matriz A entre las raíces de la ecuación:




    det(A − λIn) = 0.




    Definición 5. Sea A una matriz cuadrada de orden n con coeficientes en [image: ]. El polinomio




    det(A − xIn),




    que se obtiene restando la variable x en la diagonal principal de la matriz A y hallando el determinante de la matriz que resulta se denomina polinomio característico de la matriz A.




    El polinomio característico de una matriz de orden n tiene grado n, y sus raíces, que están en [image: ], son los valores propios de A. La ecuación det(A − xIn) = 0 se denomina ecuación característica.




    ¿Podemos establecer alguna relación entre los vectores propios de T y los valores propios de una de sus matrices? La respuesta es afirmativa, pero surge un inconveniente: ¿de cuál de las matrices que representan al endomorfismo se trata? Sabemos que la representación de un endomorfismo por una matriz depende de la selección de una base del espacio E. Para responder a ello, se tiene el siguiente resultado:




    Proposición 3. Dos matrices semejantes tiene el mismo polinomio característico.




    Teorema 2. Sean E un espacio vectorial de dimensión n sobre [image: ], T un endomorfismo de E y A la matriz asociada a T en una base {e1, e2, ..., en} de E. Entonces los valores propios de T son las raíces de la ecuación característica de la matriz A: det(A − xIn) = 0.




    Además el subespacio propio E(λ) asociado al valor propio λ ∈ [image: ], es el subespacio formado por los vectores de E cuyas coordenadas en la base {e1, e2, ..., en}satisfacen el sistema de ecuaciones lineales homogéneo: (A − λIn)X = 0.




    El polinomio característico PT (x) de un endomorfismo T de un espacio vectorial E de dimensión finita n sobre [image: ] es un polinomio de grado n y, por tanto, a lo sumo tiene n raíces, contando las raíces repetidas. Si λ es un valor propio de T que aparece con multiplicidad k como raíz del polinomio característico, decimos que λ es un valor propio de multiplicidad k.




    Otro aspecto importante es que cuando se están calculando los valores propios de un endomorfismo mediante su polinomio característico es importante tener en cuenta cuál es el campo de escalares [image: ] que estamos empleando. El siguiente teorema es evidente por ser una consecuencia del Teorema Fundamental del Álgebra.




    Teorema 3. Sea A una matriz de orden n sobre el campo [image: ]. Entonces A tiene al menos un valor propio.




    Veamos el siguiente teorema:




    Teorema 4. Si se tienen los vectores propios no nulos u1, u2, ..., ur de T, asociados, respectivamente, a distintos valores propios λ1, λ2, ..., λr, entonces estos forman un sistema linealmente independiente.




    Ahora supongamos que tenemos un valor propio λ de una matriz A. La multiplicidad algebraica de λ se define como la multiplicidad de λ como una raíz del polinomio característico de A. Mientras que la multiplicidad geométrica de λ se define como la dimensión de su subespacio propio asociado.




    Teorema 5. Sea λ un valor propio de una matriz A. Entonces la multiplicidad geométrica de λ no excede a su multiplicidad algebraica.




    Remitimos al lector a los libros [3, 8, 13, 14] para una mayor profundización en este tema.




    1.3. Diagonalización




    Definición 6. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo [image: ] y T un operador lineal en V. Diremos que T es diagonalizable si existe una base para V de vectores propios de T.




    Proposición 4. Sea T un operador lineal y c1, c2, ..., cn ∈ [image: ] valores propios distintos de T. Si α1, α2, ..., αn ∈ V son vectores propios de T, asociados a los valores propios c1, c2, ..., cn respectivamente, entonces α1, α2, ..., αn son linealmente independientes.




    Proposición 5. Cualquier matriz A ∈ Mn×n([image: ]) es diagonalizable si y solo si tiene n vectores propios linealmente independientes.




    Teorema 6. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial V de dimensión finita. Dados c1, c2, ..., cn los valores propios distintos de T y Wi el espacio nulo de T − ciI. Entonces las siguientes afirmaciones




    son equivalentes:




    1. T es diagonalizable




    2. El polinomio característico de T es




    

      [image: ]

    




    donde [image: ]




    3. [image: ]




    Teorema 7. Sea A una matriz simétrica real. Entonces existe una matriz ortogonal P tal que D = P−1AP es diagonal.




    Dos excelentes monografías que abordan este tema se pueden encontrar en [6, 11].




    1.4. Formas bilineales




    Definición 7. Sean E, F espacios vectoriales sobre [image: ], la aplicación f : E × F → [image: ] se llama forma bilineal sobre E × F si es lineal con respecto a cada variable, esto es




    

      [image: ]

    




    Sean ahora E y F de dimensiones finitas n y m, respectivamente. Tomemos dos bases [image: ] de E y F , respectivamente. Sea f una forma bilineal sobre E × F , x ∈ E, y ∈ F . Entonces como




    

      [image: ]

    




    se obtiene que




    

      [image: ]

    




    o sea, [image: ] queda completamente determinada por los [image: ] elementos [image: ]. De esta forma queda determinada una matriz [image: ] que satisface [image: ], donde [image: ] y [image: ] son los vectores de coordenadas de [image: ] y [image: ] con respecto a las bases [image: ] de E y [image: ] de F respectivamente.




    Definición 8. Dos matrices A y B se dicen congruentes, si existen matrices inversibles P y [image: ] tales que [image: ].




    Proposición 6. Dos matrices que representan a una misma forma bilineal f son congruentes.




    Definición 9. Una forma bilineal f sobre E, se llama simétrica si [image: ].




    Definición 10. Una forma bilineal f sobre E, se llama antisimétrica si [image: ], [image: ].




    Definición 11. Una forma bilineal f sobre E, se llama alternada si [image: ].




    Proposición 7. Toda forma bilineal alternada f es antisimétrica.




    Definición 12. Si f es una forma bilineal sobre E, se llama forma cuadrática asociada a f a una aplicación [image: ] dada por [image: ].




    La fórmula




    

      [image: ]

    




    se denomina forma polar de la forma cuadrática q. Llamaremos rango de una forma cuadrática q al rango de cualquiera de sus matrices asociada. La forma canónica de una forma cuadrática q será una expresión en la cual no aparezcan términos rectangulares: [image: ][image: ]




    Teorema 8. Si q es una forma cuadrática no nula, definida sobre un espacio E de dimensión finita, existe una base [image: ] de E, con respecto a la cual q se escribe en forma canónica.




    Proposición 8 (Regla de inercia de Sylvester). El número de coeficientes no nulos en cualquier forma canónica de una forma cuadrática es siempre el mismo y coincide con el rango de la forma cuadrática.




    Consulte las referencias [4, 5] para un estudio detallado de las formas bilineales.




    1.5. Ejercicios




    1. Calcular el determinante




    

      [image: ]

    




    2. Sea A una matriz de 3 × 3 donde el primer renglón es igual al tercero multiplicado por [image: ]. Probar que |A| = 0.




    3. Probar que si A es una matriz diagonal entonces su determinante es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.




    4. Probar que si en una matriz cuadrada se intercambian dos columnas consecutivas entonces el determinante cambia de signo.




    5. Pruebe que si se suma un múltiplo escalar de una columna a otra, entonces el valor del determinante no cambia.




    6. Probar si A y B son matrices de 3 × 3 entonces |AB| = |A||B|.




    7. Probar que el determinante de la inversa de una matriz A es el recíproco del determinante de A.




    8. Ejemplificar que en general no se tiene que cumplir que |A + B| = |A| + |B| .




    9. Sea




    

      [image: ]

    




    Calcular el rango de A.




    10. Probar que el siguiente sistema es compatible determinado y resolverlo usando la regla de Cramer:




    

      [image: ]

    




    11. Encontrar el área del triángulo cuyos vértices en coordenadas cartesianas están dados por A = (2, 3), B = (4, 6), C = (1, 1).




    12. Encontrar el área del paralelogramo cuyos vértices en coordenadas cartesianas están dados por A = (3, 0), B = (6, 0), C = (4, 1), D = (7, 1).




    13. Encontrar la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos: (1, 0), (0, 1), y (0, 0).




    14. Balancear la ecuación química siguiente:




    

      [image: ]

    




    15. Calcular el determinante:




    

      [image: ]

    




    16. Sea T una aplicación lineal sobre [image: ] definida por




    

      [image: ]

    




    Encuentre todos los valores y vectores propios de T .




    17. Sea [image: ] una matriz de probabilidad. Una matriz de probabilidad es por definición toda matriz cuadrada tal que sus elementos [image: ] para toda [image: ]y la suma de las entradas en cada columna es [image: ]




    Demuestra que 1 es un valor propio de A.




    18. Sea un cuerpo [image: ] y A, B [image: ] dos matrices semejantes. Demostrar que A y B tienen el mismo polinomio característico.




    19. Demostrar que una matriz cuadrada A y su traspuesta At tienen el mismo polinomio característico. ¿Tienen los mismos vectores propios? Fundamente.




    20. Suponga que p(λ) y q(λ) son los polinomios característicos de las matrices A y A − cI, respectivamente. Demuestre que q(λ) = p(λ + c).




    21. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo [image: ] y sea T un endomorfismo en V. Demuestre que el polinomio [image: ] no depende de la base B de V . Aquí [image: ] denota la matriz de T respecto a la base B.




    22. Calcule el espectro de la matriz [image: ]




    

      [image: ]

    




    23. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo [image: ] y sea T un endomorfismo en V tal que todo vector de v ∈ V es un vector propio de T . Probar que T es un escalar multiplicado por el operador identidad.




    24. Demostrar que el valor de un determinante no cambiará si a cada fila excepto la última se le añade la fila siguiente.




    25. En las siguientes matrices determine si la matriz dada A es diagonalizable. Si lo es, encuentre una matriz C tal que B = C−1AC, donde B es una matriz diagonal.




    

      [image: ]

    




    26. Demuestra que si A es semejante a B y B es semejante a C, entonces A es semejante a C.




    27. Si A es equivalente a B, demuestra que Aⁿ es equivalente a Bⁿ para todo [image: ].




    28. Sea [image: ]. Calcule A20.




    29. Si A es semejante a B, demuestra que |A| = |B|.




    30. Sean A y C dos matrices cuadradas tales que [image: ] siendo B diagonal. Muestre que para todo entero n, se cumple que [image: ]. Esto brinda un modo fácil para calcular potencias de una matriz diagonalizable.




    31. Sea [image: ] cuyo polinomio característico es [image: ]. Demuestra que A es diagonalizable si y solo si A = x · I.




    32. Sean [image: ] con valores propio distintos. Demuestra que AB = BA si y solo si A y B tienen los mismos vectores propios.




    33. Sea [image: ] el operador dado por




    

      [image: ]

    




    Demuestra que T es diagonalizable.




    34. Sea T : [image: ] el operador cuya matriz en la base canónica es




    

      [image: ]

    




    demuestra que T es diagonalizable encontrando una base para [image: ] de vectores propios de T .




    35. Demuestra que las siguientes matrices con coeficientes reales




    

      [image: ]

    




    son semejantes a matrices diagonales y encuentra tales matrices.




    36. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n sobre [image: ] y T un operador lineal en V tal que su polinomio característico tiene exactamente n raíces distintas. Prueba que T es diagonalizable.




    37. Muestre que si [image: ] es ortogonal, entonces [image: ]




    38. Sea [image: ] hermitiana. Demuestra que los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales.




    39. Sean V un espacio vectorial de dimensión finita sobre [image: ], T un operador lineal en V, [image: ] los distintos valores propios de T y [image: ] los espacios propios de T , asociados a los valores propios [image: ] respectivamente. Si T es diagonalizable, demuestra que:




    

      [image: ]

    




    40. Hallar los valores propios y los subespacios propios de la matriz [image: ] :




    

      [image: ]

    




     ¿Es diagonalizable la matriz?




    41. De la siguiente matriz A se sabe que λ1 = 1 es uno de sus valores propios y que (1, 1, 1) es un vector propio de A asociado al valor propio λ1:




    

      [image: ]

    




    a) Hallar α, β y γ.




    b) Calcular los valores propios y subespacios propios de A.




    c) Comprobar que A es diagonalizable y hallar su matriz diagonal D.




    d) Encontrar una matriz P tal que [image: ].




    42. Considérese la matriz




    

      [image: ]

    




    que depende del parámetro real b.




    a) Estudiar, según los valores de b, cuándo la matriz es diagonalizable sobre [image: ].




    b) Para el caso b = 2, encontrar matrices D (diagonales) y P (inversibles) tales que [image: ] .




    c) Como aplicación del inciso b), calcular Aⁿ en el caso b = 2 para cualquier n natural. Se pide expresar todos los elementos de Aⁿ en función de n, de la forma más simplificada posible.




    43. De una matriz simétrica de orden tres se sabe que tiene por autovalores 1 y −1. Se conoce también que el espacio propio asociado a 1 es




    

      [image: ]

    




    Obtener la matriz.




    44. ¿Para qué valores es diagonalizable la matriz




    

      [image: ]

    




    45. Sea A una matriz de orden 2 tal que A2 = I. Probar que A es diagonalizable.




    46. Sea A la matriz




    

      [image: ]

    




    Determinar Aⁿ para todo [image: ].




    47. Supongamos que [image: ] y [image: ] son dos espacios vectoriales de dimensión finita y [image: ] un subespacio de [image: ]. Demuestre que existe una aplicación lineal L : [image: ] tal que ker L = [image: ] si y solo si [image: ].




    48. Hallar la matriz asociada de la forma bilineal [image: ] definida por




    

      [image: ]

    




    

      [image: ]

    




    respecto de la base B = {(2, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 0, 1)}




    49. Sea [image: ] una forma bilineal simétrica sobre [image: ]. Determinar b de manera que f sea degenerada. En tal caso, hallar [image: ].




    50. Calcular la signatura de la forma bilineal asociada a la matriz




    

      [image: ]

    




    51. Sea V un ℝ-espacio vectorial de dimensión 3 y [image: ] una forma bilineal simétrica con matriz asociada respecto de la base [image: ]:




    

      [image: ]

    




    (i) Demostrar que f es definida positiva.




    (ii) Calcular la forma cuadrática asociada a f.




    52. Sea f : V × V [image: ] una forma bilineal simétrica que satisface: [image: ], [image: ], [image: ], siendo [image: ] una base arbitraria de V.




    Calcular:




    (i) La matriz asociada a f respecto de la base B y [image: ] con [image: ] V.




    (ii) Determinar la matriz asociada a f respecto de la base [image: ], siendo




    

      [image: ]

    




    53. Sea V un espacio vectorial sobre [image: ] y [image: ] una base de V. Sea [image: ] : V × V [image: ] una forma bilineal sobre V, definida por:




    

      [image: ]

    




    donde se asume i2 = −1. Se pide:




    1) Demostrar que [image: ] es simétrica.




    2) Calcular la matriz de [image: ] en la base B.




    3) Hallar las coordenadas respecto de B de un vector x ∈ V \ {0} tal que




    

      [image: ]

    




    54. Determinar los valores [image: ] para los que la forma cuadrática




    

      [image: ]

    




    es degenerada. Calcular el rango y la signatura de [image: ] en función de [image: ].




    55. Dadas las siguientes aplicaciones




    

      [image: ]

    




    donde [image: ] es una matriz simétrica fija. Para i = 1, 2 se tienen las preguntas:




    (i) Probar que [image: ] es una forma bilineal.




    (ii) Hallar la matriz de [image: ] en la base canónica.




    (iii) Determinar el rango y la signatura de la forma cuadrática [image: ] asociada a [image: ].




    1.6. Soluciones




    1.




    

      [image: ]

    




    2. Veamos que:




    

      [image: ]

    




    3. Este hecho se debe a que los menores asociados a cada elemento de la diagonal de una matriz diagonal son también determinantes de matrices diagonales. Por tanto, el determinante de la matriz diagonal se puede apreciar como multiplicación del primer elemento de la diagonal con el menor asociado, pero como este menor asociado también tiene forma diagonal, se repite lo mencionado, y se obtiene que este determinante es el producto de todos los elementos de la diagonal.




    4. Probaremos que intercambiar dos columnas cualesquiera provoca que el determinante cambia de signo. La regla de Leibniz para calcular determinantes es




    

      [image: ]

    




    donde [image: ] y sgn denota la función signo de permutaciones en el grupo de permutación [image: ] que devuelve +1 y −1 para permutaciones pares e impares, respectivamente. Sea τ la transposición que intercambia los dos números correspondientes a las dos columnas de una matriz A que son intercambiadas. Sean A = [image: ] y B = [image: ], donde [image: ]. Luego para cualquier permutación σ:




    

      [image: ]

    




    Entonces




    

      [image: ]

    




    Pero la transposición τ es una permutación impar, por tanto [image: ], y entonces:




    

      [image: ]

    




    Como σ recorre todos los elementos de Sⁿ, τσ también lo hace, de aquí que




    

      [image: ]

    




    5. Primeramente demostremos que |A| = |AT |. Si A = [image: ], entonces AT = [image: ], con [image: ], luego




    

      [image: ]

    




    Sea τ = σ-1, luego sgn τ = sgn σ, lo que implica que




    

      [image: ]

    




    y como τ también recorre todos los elementos de Sⁿ entonces |AT | = |A|.




    Por tanto, demostraremos que si se suma un múltiplo escalar de una fila a otra, entonces el valor del determinante no se altera, implicando así haber demostrado el ejercicio por el hecho probado anteriormente: |A| = |AT |.




    Supongamos que c veces la fila k-ésima es añadida a la j-ésima fila de A. Obténgase la matriz C. Usando el símbolo [image: ] que denota la j-ésima posición en el término determinante, tenemos que




    

      [image: ]

    




    La primera suma es el determinante de una matriz cuya k-ésima y j-ésima filas son idénticas, por tanto esta suma es cero. La segunda suma es el determinante de A. Así se obtiene que |B| = c · 0 + |A| = |A|.




    6. Se demostrará para el caso general. Si A es singular, entonces AB es singular y tenemos que |AB| = 0 = |A||B|. Por otro lado, si A no es singular, entonces A = Eⁿ · · · E2E1, un producto de matrices elementales. Por la definición de matrices elementales podemos ver que el determinante de la multiplicación de dos de estas matrices es igual al producto de ambos determinantes asociados a cada una de ellas. También se tiene que |AE| = |A||E| para cualquier matriz elemental E. Luego
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    7. Directamente aplicando lo obtenido en el ejercicio anterior a la relación A · A–1 = I, se arriba a que 1 = |I| = |A||A–1|.




    8. Sea A = B = I2, entonces




    

      [image: ]

    




    9. El determinante de la matriz A es cero. Se puede apreciar que la primera fila es combinación lineal de las demás. Como existe un menor de orden 2 diferente de cero entonces rg(A) = 2.




    10. Sea




    

      [image: ]

    




    Como el rango de la matriz asociada al sistema, A, es igual al rango de la matriz ampliada, Ã, entonces el sistema es compatible por el Teorema de Kronecker-Capelli. Ambos rangos son iguales porque cuando calculamos, obtenemos por ejemplo: [image: ] y
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    Ahora aplicaremos la regla de Cramer:




    

      [image: ]

    




    de donde [image: ]




    11.
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    12.
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    13. Realizando un simple cálculo:




    

      [image: ]

    




    14. Sea
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    y como al calcular obtenemos
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    luego
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    Por tanto, la ecuación balanceada resulta como:




    

      [image: ]

    




    15. Si transformamos este determinante de forma tal que a cada columna se le reste la columna cuyos términos son todos [image: ], exceptuando evidentemente esta, obtenemos el mismo determinante, o sea:




    

      [image: ]

    




    16. Por la definición de valor propio tenemos:




    

      [image: ]

    




    Este sistema implica que




    

      [image: ]

    




    lo que provoca que cuando [image: ] se obtenga como valor propio λ = n. Mientras que si [image: ], entonces como al menos un [image: ] deberá ser distinto de cero, se tendrá que λ = 0 es otro valor propio de T. Ahora veamos los subespacios propios generados por estos dos autovalores. Para λ = 0 tendremos que




    

      [image: ]

    




    y obsérvese como [image: ]. Para [image: ] obtenemos el sistema:




    

      [image: ]

    




    que claramente si restamos cada ecuación con la siguiente se reduce a la siguiente condición:




    

      [image: ]

    




    Por ende,




    

      [image: ]

    




    Entonces [image: ]. Este resultado tiene cierta belleza porque nos expresa que el polinomio característico de la matriz




    

      [image: ]

    




    la cual es la asociada a T en la base canónica, toma la forma:




    

      [image: ]

    




    17. Si la suma de las entradas en cada columna es 1, entonces restando 1 a los elementos de la diagonal principal, obtenemos la matriz A − Im tal que la suma de sus entradas en cada columna será cero. Esto implica que la suma de todas sus filas es 0. Lo que indica que sus filas son linealmente dependientes, y por tanto |A−Im| = 0, probando así que 1 es un valor propio de A.




    18. Como A y B son dos matrices semejantes de orden [image: ], entonces existe una matriz P inversible tal que B = P–1AP . Por la definición de polinomio característico y las propiedades de los determinantes, tenemos:




    

      [image: ]

    




    Por tanto, el polinomio característico de la matriz B es igual al polinomio característico de la matriz A.



OEBPS/Images/img-906.jpg





OEBPS/Fonts/MinionPro-Regular.ttf


OEBPS/Images/img-949.jpg





OEBPS/Images/img-884.jpg
=—2#0,

1
—1

1

—10

2

1

0





OEBPS/Images/img-221.jpg
f:R3xR® >R





OEBPS/Images/img-124.jpg





OEBPS/Images/img-1582.jpg





OEBPS/Images/img-1000.jpg
Moy +xo+ o+ x,) =n(ry + 22— o+ 24),






OEBPS/Images/img-756.jpg
|B| = —|Al.





OEBPS/Images/img-861.jpg





OEBPS/Images/img-047.jpg
O
S &

o —





OEBPS/Images/img-462.jpg
— R





OEBPS/Images/img-1086.jpg
di = dim I/Vi, = 1, o n.





OEBPS/Images/img-1147.jpg
n m
z= E Zi0;, Y= E y;ib;
i=1 j=1





OEBPS/Images/img-1515.jpg
det(A,, — Tp)





OEBPS/Images/img-1007.jpg
A=n





OEBPS/Images/img-1686.jpg
-6 —6

-1

2
-3

) o

3 =20
-2 3 0
0 5

(





OEBPS/Images/img-701.jpg
bij = Qir(5)





OEBPS/Images/img-329.jpg





OEBPS/Images/img-872.jpg





OEBPS/Images/img-384.jpg
vy, v9)





OEBPS/Images/img-473.jpg
B P71 sip+ qespar,
(/)(ltp, “/q) = { jpta—1 gj P+ q es impar,





OEBPS/Images/img-1004.jpg
E0) = {(z1,%2,...,2,) ER": 3+ 25+ ... + 2, = 0},





OEBPS/Images/img-318.jpg





OEBPS/Images/img-679.jpg





OEBPS/Images/img-1675.jpg
R3





OEBPS/Images/img-091.jpg





OEBPS/Fonts/MinionPro-Bold.ttf


OEBPS/Images/img-1760.jpg
Wy Way, ... W,





OEBPS/Images/img-1299.jpg
Ve,y e B





OEBPS/Images/img-1438.jpg
T(x1, 29, ... x,) = (1 4+ T2+ .+ Xy ooy T+ T2 + oo+ 2).





OEBPS/Images/img-209.jpg
dimF > dimE — dimV





OEBPS/Images/img-1523.jpg
I





OEBPS/Images/img-1077.jpg
p(z) = (z — )% (z — c2)®...(x — ),





OEBPS/Images/img-373.jpg
B = {617 €2, C:}}





OEBPS/Images/img-1728.jpg
A € M, (F)





OEBPS/Images/img-232.jpg
(@1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) =





OEBPS/Images/img-1016.jpg





OEBPS/Images/img-850.jpg
20
|A+A|—‘ 0 o ’_4¢2_2|A|.





OEBPS/Images/img-982.jpg
2]\[04‘02 = ZNOQ





OEBPS/Fonts/MyriadPro-BoldIt.ttf


OEBPS/Images/img-1407.jpg
0.
= kN
0O, =

+

ClNO





OEBPS/Fonts/MyriadPro-Bold.ttf


OEBPS/Images/img-712.jpg
bla(l)b20(2) e bno(n) = Q1r0(1)A270(2) * * * Qnro(n)-





OEBPS/Images/img-560.jpg
¢1: R[4 x R4] = R, ¢1(p,q) = p(1)q(=1) + p(=1)q(1),

by : R¥2 x R¥*2 5 R, ¢o(A, B) = traza(AM B),





OEBPS/Images/img-917.jpg





OEBPS/Images/img-395.jpg
V1,09 €





OEBPS/Images/img-1642.jpg





OEBPS/Images/img-1006.jpg





OEBPS/Images/img-1417.jpg
n
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n € N.





OEBPS/Images/img-811.jpg
AT =) (sgnT)a1r(1) 020 @)+ Qe

O'GSn





OEBPS/Images/img-003.jpg
Gyl — 1, 2,

,n,





OEBPS/Images/img-080.jpg





OEBPS/Images/img-1478.jpg
1VJ S {177,} Z?:l a;; = 1





OEBPS/Images/img-1012.jpg





OEBPS/Images/img-113.jpg
20— 0 2a—2p
A= 1 « 2 ?
—a+p 0 —a+28





OEBPS/Images/img-1338.jpg
f(a.) = 3lota +9) — (@) = a(p)





OEBPS/Images/img-1011.jpg
dimEn) =1





OEBPS/Images/img-1372.jpg
1
4
-5

2
-3
—2

3
-1
-3





OEBPS/Images/expediente.jpg
CONSELHO EDITORIAL

Alexandre G. M. F.de Moraes Bahia
André Luis Vieira EIGi

Antonino Manuel de Almeida Pereira
Anténio Miguel Simdes Caceiro
Bruno Camilloto Arantes

Bruno de Almeida Oliveira

Bruno Valverde Chahaira

Catarina Raposo Dias Carneiro
Christiane Costa Assis

Cintia Borges FerreiraLeal

Claudia Lambach

Cristiane Wosniak

Eduardo Siqueira Costa Neto

Elias Rocha Gongalves

Evandro Marcelo dos Santos
Everaldo dos Santos Mendes
Fabiani Gai Frantz

Fabiola Paes de Almeida Tarapanoff
Fernando Andacht

Flavia Siqueira Cambraia
Frederico Menezes Breyner
Frederico Perini Muniz

Giuliano Carlo Rainatto

Glaucia Davino

Helena Maria Ferreira

Hernando Urrutia

1zabel Rigo Portocarrero

Jamil Alexandre Ayach Anache
Jean George Farias do Nascimento
Jorge Douglas Price

José Carlos Trinca Zanetti

Jose Luiz Quadros de Magalhaes
Josiel de Alencar Guedes

Juvencio Borges Silva

Konradin Metze

Laura Dutra de Abreu

Leonardo Avelar Guimaraes
Lidiane Mauricio dos Reis

DIALETICA

EDITORA

Ligia Barroso Fabri
Livia Malacarne Pinheiro Rosalem
Luciana Molina Queiroz

Luiz Carlos de Souza Auricchio
Luiz Gustavo Vilela

Manuela Penafria

Marcelo Campos Galuppo

Marco Aurélio Nascimento Amado
Marcos André Moura Dias
Marcos Antonio Tedeschi
Marcos Pereira dos Santos
Marcos Vinicio Chein Feres
Maria Walkiria de Faro C Guedes Cabral
Marilene Gomes Durdes

Mateus de Moura Ferreira
Milena de Cassia Rocha

Mirian Tavares

Mortimer N.S. Sellers

Nigela Rodrigues Carvalho

Paula Ferreira Franco

Pilar Coutinho

Rafael Alem Mello Ferreira

Rafael Vieira Figueiredo Sapucaia
Rayane Aratjo

Regilson Maciel Borges

Régis Willyan da Silva Andrade
Renata Furtado de Barros
Renildo Rossi Junior

Rita de Cassia Padula Alves Vieira
Robson Jorge de Aratijo

Rogério Luiz Nery da Silva

Romeu Paulo Martins Silva
Ronaldo de Oliveira Batista
Sylvana Lima Teixeira

Vanessa Pelerigo

Vitor Amaral Medrado

Wagner de Jesus Pinto





OEBPS/Images/img-1398.jpg
2%

_|_

2z

A SIS

2z





OEBPS/Images/img-308.jpg
B = {1’17 V2, 1’3}





OEBPS/Images/img-1541.jpg





OEBPS/Images/img-1356.jpg





OEBPS/Images/img-1038.jpg





OEBPS/Images/img-1127.jpg
f(()-'rl + 3"“27 U) = O’f(rla Z/) R ﬂf(;l‘g, y)a f('rr oy + »‘3!/2) — ()’f(.T, yl) o8 ,’3f(1': ?}2):

Va,f €K a2, 00 € E y,y1,y2 € F.





OEBPS/Images/img-1428.jpg
RTL





OEBPS/Images/img-1097.jpg
dim Wy + ... +dim W,, = dim V.





OEBPS/Images/img-146.jpg





OEBPS/Images/img-189.jpg





OEBPS/Images/img-822.jpg





OEBPS/Images/img-570.jpg
M € R2%x2





OEBPS/Images/img-1001.jpg
T+t 42, #0





OEBPS/Images/img-1388.jpg
—18
4
)

—10
3
—2

-8
1
-3





OEBPS/Images/img-1048.jpg





OEBPS/Images/img-1005.jpg
dim E0) =n —1





OEBPS/Images/img-993.jpg





OEBPS/Images/img-938.jpg
22—z+yi—y=0=(2-005)2+ (y —0,5)2 =0,5.

™ = v

DS

5 = O





OEBPS/Images/img-998.jpg
n

n

1—n 0 0 oon
0 2—n 0 ..n
0 0 3—m ... n
0 0 0 n

n—1

=n- H(z —n)=(=1)"" H[

(—1)"nl,





OEBPS/Images/img-1027.jpg





OEBPS/Images/img-581.jpg





OEBPS/Images/img-1212.jpg
Ybj)





OEBPS/Images/img-1499.jpg
c Knxn





OEBPS/Images/img-220.jpg





OEBPS/Images/img-135.jpg
n €N





OEBPS/Images/img-178.jpg





OEBPS/Images/img-495.jpg





OEBPS/Images/img-002.jpg





OEBPS/Images/img-789.jpg
bij =
ji





OEBPS/Images/img-657.jpg
A= ((lij)i,jzl,...,n





OEBPS/Images/img-1467.jpg
i,j € {1,...,n}





OEBPS/Images/img-1653.jpg
R? —
R3





OEBPS/Images/img-428.jpg





OEBPS/Images/img-517.jpg
ApeR





OEBPS/Images/img-800.jpg
E a leg E o a(2)2" " a (n)n-
A Sgn o b b2 P) bno‘ n (SgnO )a (l)la 2)2 o

o€ESy
oESR





OEBPS/Images/img-1599.jpg
A" = CB"C!





OEBPS/Fonts/MinionPro-BoldIt.ttf


OEBPS/Images/img-1009.jpg





OEBPS/Images/img-1269.jpg
B=QTAP





OEBPS/Images/img-602.jpg





OEBPS/Images/img-831.jpg
rm————
O = 3 (sgno)araz, - (Caim,) + a) - - s,

g€S,

g /./\ . A
=c E (Sgna)ay;, oy -+ Qg -+ Ui, + E (sgn a)a1i, 023, - -~ Cji; -+ = Oy -

geS,, aeS,





OEBPS/Images/img-1331.jpg
q(v) = f(r,2)





OEBPS/Images/img-1013.jpg
p(A) = A"\ = n).





OEBPS/Images/img-971.jpg





OEBPS/Images/img-1706.jpg





OEBPS/Images/img-254.jpg
f(x1, 22), (Y1, Y2)) = 22191 —421y2 — 422y + b2y





OEBPS/Images/img-157.jpg





OEBPS/Images/img-1289.jpg





OEBPS/Images/img-1609.jpg





OEBPS/Images/img-634.jpg
n-az; N-ag 1N -dg
y a5 (g =Nn-ar
ar as (Ly

a5
as

(75
(g

— N -as

[¢F
(g

+n-ag

=n-ar(asag — agag) — n - ag(asag — aaz) + n - aglasas — asar)

=0.

(4

7

a5
as






OEBPS/Images/img-1258.jpg





OEBPS/Images/img-1749.jpg
C1,Coy...,Cp €ETF





OEBPS/Images/img-351.jpg
f((t‘l,(ig) = 2, f(3€2,3€3) = —6, f(ehel) = f((fg,(ig) =3





OEBPS/Images/img-1320.jpg
q: EF—K





OEBPS/Images/img-839.jpg
|AB| = |Ey - - EyEq| = |Ey|- -+ | Eo||Ex| = |A]|B|.





OEBPS/Images/img-1002.jpg
T+ 22+ ...+ 2, =0





OEBPS/Images/img-1363.jpg





OEBPS/Images/img-960.jpg





OEBPS/Images/img-243.jpg
31y — 22012 + Hxay1 + Txaye — S8w2ys + 4asys — 23ys3,





OEBPS/Images/img-1290.jpg





OEBPS/Images/img-1010.jpg





OEBPS/Images/img-014.jpg
V=W a&Wy---dW,.





OEBPS/Images/img-928.jpg
L I e |
oS O

oM O <t

Ay = abs





OEBPS/Images/img-1591.jpg
C~'AC = B





OEBPS/Images/img-102.jpg
V) ={(z,y.2) eR*: x4+ y+2=0}.





OEBPS/Images/img-734.jpg
SgNTO = —SgNo





OEBPS/Images/img-1137.jpg
{ay,as,....a, Y {b1. 0o, ... 0, }





OEBPS/Images/img-1218.jpg





OEBPS/Images/img-484.jpg





OEBPS/Images/img-668.jpg





OEBPS/Images/img-025.jpg
A c Rn.xn





OEBPS/Images/img-999.jpg
T(x1, 22, .y Tn) = A1, Tay oy Tp) = (X1 + Xo + oo + Tpy ooy T1 + 2o + oo + 2)

Ary =2+ 2o+ ... +a,,
ALz =1+ To+ ... + Tnp,

AN =21 +T2+ ...+ Zn.





OEBPS/Images/img-1664.jpg





OEBPS/Images/img-1382.jpg
neR





OEBPS/Images/img-1572.jpg
nezt





OEBPS/Images/img-1169.jpg





OEBPS/Images/img-1617.jpg
(c—a)" =





OEBPS/Images/img-723.jpg
ce an‘ro(n)'
. - SEN 0)A1r0(1)A270(2)
|B| = Z (581.0)b15(1)D20(2) * * * no(n) Z(

UESTL
O'esn





OEBPS/Images/img-656.jpg





OEBPS/Images/img-1571.jpg





OEBPS/Images/img-1199.jpg





OEBPS/Images/img-745.jpg
|B| = Z (Sgll 0-‘) A Z (Sgn TU)GITU(I a27'0(2) nTJ(n)

S, oeSs
ocES, n





OEBPS/Images/img-1458.jpg
a;; >0





OEBPS/Images/img-690.jpg





OEBPS/Images/img-036.jpg





OEBPS/Images/img-1008.jpg
(I—n)x;+ a2+ ...+ 2,
1+ (1 =—n)ry+ ...+ 2,

1+ a+ ..+ (1—n)w,





OEBPS/Images/img-362.jpg
flea, ca) = —1





OEBPS/Fonts/MyriadPro-Regular.ttf


OEBPS/Images/img-1180.jpg
n X m





OEBPS/Images/img-265.jpg
RQ





OEBPS/Images/img-451.jpg





OEBPS/Images/img-1717.jpg
b= +c.





OEBPS/Images/img-001.jpg
M(T. {e})

A O





OEBPS/Images/img-1278.jpg
flr,y)=0,Vo,yc &





OEBPS/Images/img-1158.jpg
n m

Flay) =Y wiy; flaiby),

i=1 j=1





OEBPS/Images/img-623.jpg
4
-5 -2

4 -3 -1

1 2 3 ‘
-5 =2 =3

-3 —11_2‘ 4 -1

=5 =3 5 —3‘“’

=7_2.(=17)+3-(-23)
= —28.






OEBPS/Images/img-1014.jpg
det(B — a1,) = det(P~*AP — a1,,)
= det.(P_lAP - :I:P_II,,,P)
=det(P™Y(A — zI,)P)
= (det P")(det(A — x1,))(det P)
=det(A — z1,).





OEBPS/Images/img-1247.jpg





OEBPS/Images/img-1204.jpg
F@y) = Yy (i) ()





OEBPS/Images/capa.jpg
Daniel Alfonso Santieste
José Maria Sigarreta Al
Ricardo Abreu Blay

B0

DIALETICA





OEBPS/Images/img-1561.jpg
-1
2

2
5

-2 4

—
OU__
S O N
(]
_100
QrﬂUU
—_
—
S~
1
1]
_32
4112
T o -
_
—
“
| —
o
c o MNoO
D -
(.
[a]
& 42_2
[E— —
- —_
= =





OEBPS/Images/img-1209.jpg
L(a;)





OEBPS/Fonts/MyriadPro-It.ttf


OEBPS/Fonts/TimesNewRomanPSMT.ttf


OEBPS/Images/img-298.jpg
f:VxV 3R





OEBPS/Images/img-873.jpg
|A|

—1#0





OEBPS/Images/img-1448.jpg
A E Rme





OEBPS/Images/img-1532.jpg
A E Ran





OEBPS/Images/img-549.jpg
AL L





OEBPS/Images/img-506.jpg
o(x,x) =0.





OEBPS/Images/img-439.jpg





OEBPS/Images/img-1626.jpg
A.B € M,(R)





OEBPS/Images/img-1347.jpg
€;x;,





OEBPS/Images/img-058.jpg
PlAP =D





OEBPS/Images/img-767.jpg





OEBPS/Images/img-287.jpg





OEBPS/Images/img-406.jpg
B = {Ul, Ua. ’11,3}





OEBPS/Images/creditos.jpg
Todos los derechos reservados. En ningdn lugar

de esta edicion puede ser utilizado o reproducido -

en cualquier medio o forma, ya sea mecdnica o
electrénica, fotocopiadora, grabacidn, etc. - ni
apropiado o almacenado en un sistema de base
de datos, sin la autorizacién expresa del editor

Copyright © 2024 by Editora Dialética Ltda.
Copyright © 2024 by Daniel Alfonso Santiesteban,
José Marfa Sigarreta Almira, Ricardo Abreu Blaya.

EQUIPO EDITORIAL

Editores

Profa. Dra. Milena de Cassia de Rocha
Prof. Dr. Rafael Alem Mello Ferreira
Prof. Dr. Tiago Aroeira

Prof. Dr. Vitor Amaral Medrado
Coordenadora Editorial

Kariny Martins

Productor Editorial
Yasmim Amador

Control de Calidad
Maria Laura Rosa
Portada

Isabella Carvalho
Disefio

Isabella Carvalho

21

DIALETICA

EDITORA

n Jeditoradialetica

@editoradialetica

www.editoradialetica.com

Preparacion del Texto
José Romulo

Revisidn

Responsabilidad del autor

Asistente de Bibliotecaria
Lais Silva Cordeiro

Asistentes Editoriales
Rafael Andrade

Ludmila Azevedo Pena
Thaynara Rezende
Pasantes

Giovana Teixeira Pereira
Maria Cristiny Ruiz

Convers3o para ePub: Cumbuca Studio

Datos Internacionales de Catalogacién en la Publicacién (CIP)

Matematicas Bésicas : Teorfa y Problemas [livro eletrdnico] / Daniel

Alfonso Santiesteban, José Maria Sigarreta Almira, Ricardo Abreu Blaya.

- San Pablo : Editora Dialética, 2024.
2000 Kb ; ePUB.

Bibliografia.
ISBN 978-65-270-2346-3

1. Matematica. 2. Ciencia. 3. Funcién matematica. I. Titulo.

CDD-510

Mariana Brand3o Silva - Bibliotecaria - CRB -1/3150





OEBPS/Images/img-1225.jpg





OEBPS/Images/img-340.jpg
fle1,2e5) = 2





OEBPS/Images/img-645.jpg
det(A4) = Z sgn(o) Hag(l—)_j
i

ogES,





OEBPS/Images/img-1310.jpg
fle,2) =0,V e &





OEBPS/Fonts/MinionPro-It.ttf


OEBPS/Images/img-1633.jpg
1 R[:L’]l — R[x]l





OEBPS/Images/img-069.jpg





OEBPS/Images/rosto.jpg
’

Daniel Alfonso Santiesteban
José Maria Sigarreta Almira
Ricardo Abreu Blaya

mHTEmHTICHS
BASICAS

Teoria y Problemas

B0

DIALETICA





OEBPS/Images/img-276.jpg





OEBPS/Images/img-417.jpg
U1 = €1+ 69, Uo = €1+ €3, Uz = €9 + €3.





OEBPS/Images/img-778.jpg





OEBPS/Images/img-895.jpg
|A| = -1,

=2 -1
0

| 4|





OEBPS/Images/img-440.jpg
b= {Ul,’ltg,’ll,g}





OEBPS/Images/img-1108.jpg





OEBPS/Images/img-1381.jpg





OEBPS/Images/img-1236.jpg
a;





OEBPS/Images/img-1003.jpg
X;





OEBPS/Images/img-1191.jpg
f(air bj)





OEBPS/Images/img-528.jpg
oz, y, 2,t) = 22 + 3y® — 422 + \? + 2uay





