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          O selo DIALÓGICA da Editora InterSaberes faz referência às publicações que privilegiam uma linguagem na qual o autor dialoga com o leitor por meio de recursos textuais e visuais, o que torna o conteúdo muito mais dinâmico. São livros que criam um ambiente de interação com o leitor – seu universo cultural, social e de elaboração de conhecimentos –, possibilitando um real processo de interlocução para que a comunicação se efetive.
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      Apresentação




      Este livro nasceu de um convite da editora, mas também atendeu a um grande anseio meu. Depois de 22 anos como professor de matemática, foi um grande prazer aceitar mais esse desafio.




      A principal motivação foi a possibilidade de escrever algo de forma direta, isto é, demonstrando os conteúdos de tal modo que, ao mesmo tempo em que apresentamos a você as equações diferenciais, isso o instigue a buscar mais e mais sobre o assunto.




      Com base nessa premissa, no Capítulo 1, abordamos conceitos básicos e nomenclaturas. E, no intuito de ir direto ao assunto, nesse momento inicial também analisamos algumas equações diferenciais de primeira ordem.




      No Capítulo 2, examinamos, de forma simples e objetiva, as equações homogêneas e lineares. As equações diferenciais lineares de ordem superior e o método dos coeficientes indeterminados são objeto do Capítulo 3. Finalmente, no Capítulo 4, demonstramos algumas aplicações práticas dos conteúdos tratados nesta obra.




      Em suma, nosso principal objetivo é disponibilizar a você os conceitos fundamentais da disciplina e, adotando uma exposição em linguagem acessível, despertar seu interesse para se envolver com pesquisas que aprofundem esses conhecimentos.




      Enfim, seja bem-vindo, aproveite a leitura e faça ótimos estudos e pesquisas.


    


  




  

    




    

      Em cálculo diferencial e integral, as equações diferenciais são as aplicações mais significativas. Seu uso é bem diversificado em todas as áreas do conhecimento científico humano.




      Como afirma Stewart (2014, p. 525), “quando cientistas físicos ou cientistas sociais usam cálculo, muitas vezes o fazem para analisar uma equação diferencial que tenha surgido no processo de modelagem de algum fenômeno que eles estejam estudando”. Nesse sentido, é possível perceber a importância do assunto.




      Nosso objetivo é tratar do tema de forma direta, pois priorizaremos a análise das técnicas de cálculo, deixando as aplicações como pano de fundo. No entanto, sempre que for oportuno, vamos delas nos valer no contexto que assim demandar.




      Nesta breve introdução, cabe alertarmos que as equações diferenciais são modelos matemáticos que, quando levados à vida cotidiana, não necessariamente são revelados com exatidão. Entretanto, esses modelos tendem a ter uma grande aproximação aos fatos analisados.




      Lembramos, ainda, que a análise não pode se limitar a uma só obra ou autor, ao contrário, é fundamental a leitura crítica de várias fontes. Nesse contexto, iniciaremos esta obra com as noções básicas, seguindo para as técnicas de cálculo até chegarmos a alguns exemplos práticos do conteúdo. Os pontos abordados, de forma simples e direta, são fundamentados em autores escolhidos como referência.




      Após os estudos deste capítulo, você será capaz de realizar cálculos iniciais de equações diferenciais e estará já familiarizado com a terminologia que adotaremos neste livro.


    


  




  

    

      1 



      Introdução às equações diferenciais


    




    

      
1.1 Noções básicas e terminologia




      Por que é importante dar início a essa caminhada com as noções básicas e a terminologia das equações diferenciais?




      Para responder a isso, faça um breve exercício de recordação. Quando você iniciou seus estudos de matemática, já havia algum conhecimento prévio – quando a criança começa a falar e, depois, na alfabetização, de algum modo a matemática está presente. Também não é possível falar de matemática de forma dissociada da língua materna, como alertam Machado (1998) e D’Ambrósio (1998).




      Nesse sentido, conhecer previamente termos e signos é essencial para o desenvolvimento eficaz de nossa análise.




      Para simplificar e incentivar o início dessa jornada, esclarecemos que resolver uma equação diferencial é trabalhar com cálculos que envolvem derivadas. De acordo com Zill e Cullen (2014, p. 1), “as palavras diferencial e equações obviamente sugerem a resolução de algum tipo de equações envolvendo derivadas”. Stewart (2014, p. 528), também contribui com essa ideia ao afirmar que uma equação diferencial “é aquela que contém uma função desconhecida e uma ou mais de suas derivadas”.




      

        

          

        



        

          

            	

              Em suma, uma equação diferencial é “uma equação que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variáveis dependentes, em relação a uma ou mais variáveis independentes” (Zill; Cullen, 2014, p. 2).


            

          


        

      




      Vejamos: se y' = x², a solução geral da equação diferencial é y = [image: ] + C, em que C é uma constante qualquer.




      Ressaltamos que esse exemplo é bem simples e foi aqui adotado somente como introdução aos próximos conceitos.




      As equações diferenciais podem ser classificadas quanto ao tipo: ordinárias (apresentam uma única variável) e não ordinárias (apresentam mais de uma variável).




      Há também a classificação pela ordem: diferenciais de 1ª ordem ([image: ]), de 2ª ordem ([image: ]) etc. – nomenclatura esta que assim segue, bastando trocar o índice para a referência da derivada que se queira demonstrar.




      
1.2 Equações diferenciais de primeira ordem




      Equação diferencial de primeira ordem é uma equação do tipo [image: ] = F(x, y), ou, como encontramos usualmente, y' = F(x, y) em outra notação. Neste capítulo, examinaremos exclusivamente as equações diferenciáveis de primeira ordem.




      Essas notações estão alguns passos além em relação àquelas estudadas em Cálculo I, com o acréscimo de mais variáveis. Elas são as notações usuais no Cálculo II – o que até mesmo pode ser verificado entre os autores que foram usados como referência.




      
1.3 Equações de variáveis separáveis




      As equações de variáveis separáveis são as equações diferenciais de primeira ordem em que é possível separar os membros de [image: ].




      Dessa forma, é possível calcular as equações diferenciais de maneira simples e direta. Para isso, basta isolar as variáveis por afinidade, de acordo com o diferencial.




      Acompanhe os detalhes nos exemplos didáticos a seguir.




      

        Exemplo 1.1




        Resolva a equação diferencial [image: ] = [image: ].




        [image: ] = [image: ]




        Separamos os elementos por afinidade:




        ydy = xdx




        Integramos ambos os lados:




        ∫ ydy = ∫ xdx




        Calculamos as integrais separadamente:




        [image: ] = [image: ] + C


      




      Vejamos mais um exemplo.




      

        Exemplo 1.2




        Resolva a equação diferencial [image: ] = [image: ].




        [image: ] = [image: ]




        Separamos os elementos por afinidade:




        y²dy = x²dx




        Integramos ambos os lados:




        ∫ y²dy = ∫ x²dx




        Calculamos as integrais separadamente:




        [image: ] = [image: ] + C




        Podemos isolar o y, isto é, deixar em função de x:




        y³ = 3 [image: ] + C




        Fazendo a distributiva do 3, temos:




        y³ = x³ + K, em que K = 3C




        Assim,




        y = ³ x³ + K


      




      Nesse ponto, cabe ressaltar que, se derivássemos as funções resultantes, chegaríamos às equações diferenciais dadas nos enunciados.




      Como exemplo disso, apresentamos a resolução de uma equação diferencial relativamente simples, a fim de que nos auxilie na verificação da reciprocidade entre equações diferenciais e derivadas. Confira a seguir.




      

        Exemplo 1.3




        Resolva a equação diferencial y' = x.




        y' = x




        [image: ] = x




        dy = (x)dx




        ∫ dy = ∫ (x)dx




        y = [image: ] + C


      




      

        Agora, derivamos esse resultado para verificar a reciprocidade entre equações diferenciais e derivadas:




        y = [image: ] + C




        y' = [image: ]




        y' = x


      




      Como demonstrado, o Exemplo 1.3 comprova a reciprocidade.




      
1.4 Na prática




      No contexto deste capítulo, podemos citar as aplicações do cálculo das equações diferenciais com relação aos fenômenos físicos. Por exemplo, eventos analisados no estudo de molas, pêndulos, circuitos elétricos, termodinâmica, esforços de estruturas, mecânica dos fluidos e tantos outros no campo das engenharias. Também há exemplos na verificação do crescimento populacional, em fenômenos logísticos, nas capitalizações, entre outros. Como afirmamos na introdução deste capítulo, as equações diferenciais nos levam ao mundo da modelagem matemática. Esse novo horizonte busca aplicar modelos matemáticos em situações diversas, no intuito de entender, explicar e até prever fenômenos científicos.




      Os modelos matemáticos, desde que adequados, têm grande potencial de simulação de ambiente real, como movimentos populacionais e fenômenos físicos e químicos.




      

        Exercícios resolvidos




        

          	Resolva a equação diferencial y' = 2x + 3. 



          y' = 2x + 3




          [image: ] = 2x + 3




          dy = (2x + 3)dx




          ∫ dy = ∫ (2x + 3)dx




          y = x² + 3x + C






          	Resolva a equação diferencial [image: ] = √x · e− ²w. 



          [image: ] = √x · e− ²w




          [image: ] = √x · [image: ]




          e²wdw = x dx




          ∫ e²wdw = ∫ x dx




          [image: ] ∫ e2w(2)dw = ∫ x1/2 dx




          [image: ] e²w = [image: ] + C




          e²w = [image: ] + 2C, em que 2C = K




          2w = ln ([image: ] + K)




          w = [image: ] ln ([image: ] + K)






          	Resolva a equação diferencial [image: ] = [image: ]. 



          [image: ] = [image: ]




          ydy = [image: ] dx




          ∫ ydy = ∫ [image: ] dx




          ∫ ydy = ∫ lnx · [image: ] · dx




          [image: ] = [image: ] + C




          y² = [image: ] + C, em que 2C = K




          y = (lnx)² + K






          	Resolva a equação diferencial y' = x²y. 



          




          y' = x²y




          ∫ [image: ] dy = ∫ x²dx




          lny = [image: ] + C




          y = e[image: ]






          	Resolva a equação diferencial y' = xy². 



          y' = xy²




          ∫ [image: ] dy = ∫ xdx




          ∫ y− ²dy = ∫ xdx




          − y− 1 = [image: ] + C




          − [image: ] = [image: ] + C




          [image: ] = − [image: ] , em que 2C = K




          y = − [image: ] = − [image: ]






          	Resolva a equação diferencial sen y · y' = x² + x. 



          sen y · y' = x² + x




          sen y · [image: ] = x² + x




          sen ydy = (x² + x)dx




          ∫ sen ydy = ∫ (x² + x)dx




          − cos y = [image: ] + [image: ] + C




          Ou:




          y = arccos (− [image: ] − [image: ] + C)






          	Resolva a equação diferencial y' = xy cos x. 



          




          y' = xy cos x




          [image: ] = xy cos x




          [image: ] dy = x cos x dx




          ∫ [image: ] dy = ∫ x cos x dx




          Integrando por parte o segundo membro da igualdade:




          ln|y| = x sen x + cos x + C




          Ou, com muita atenção, seguindo na questão do módulo da função:




          |y| = ex sen x + cos x + C






          	Resolva a equação diferencial y' = 3x² − 4x + 1 (a) e encontre a solução dessa equação que satisfaça a condição inicial y(0) = 2 (b). 



          (a)




          y' = 3x² − 4x + 1




          [image: ] = 3x² − 4x + 1




          dy = (3x² − 4x + 1)dx




          ∫ dy = ∫ (3x² − 4x + 1)dx




          y = x³ − 2x² + x + C




          (b)




          Adotando a condição inicial y(0) = 2:




          0³ − 2 · 0² + 0 + C = 2




          C = 2, portanto, y = x³− 2x² + x + 2 para a condição inicial y(0) = 2.
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