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	Prefacio








En la Geometría Analítica se presentan dos problemas:


(1) Definir el lugar geométrico (LG) representado por la ecuación general de segundo grado en dos variables:


[image: Image]


(2) Definir el lugar geométrico (LG) representado por la ecuación general de segundo grado en tres variables:


[image: Image]


donde A, B, C, ··· son escalares conocidos.


El LG representado por (1) puede ser:


[image: Image]


La naturaleza del LG representado por (1) dependerá de los valores propios de la matriz simétrica [image: Image] y de los llamados Invariantes de la cónica.


Los invariantes de la cónica representados por (1) son ciertos escalares que se construyen a partir de la matriz


[image: Image]


Ellos son:


[image: Image]


δ se llama el invariante cuadrático de la cónica.


ω = A + C: llamado el invariante lineal.


Una noción que se necesita definir para llevar a cabo la reducción es la de Centro de una cónica. Se llama Centro de la cónica a las raíces del sistema


[image: Image]


Esta noción ya nos permite clasificar las cónicas así:


[image: Image]


Esta corta explicación contiene el procedimiento que se sigue para reducir una cónica en el caso que tenga centro único.


En otros casos se sigue un procedimiento muy similar pero teniendo en cuenta ahora que hay infinitos centros o no hay ninguno. Si no hay centro, no es posible definir una traslación que elimine la componente lineal en (1) y el paso que sigue es aplicar el Teorema Espectral.


Si hay infinitos centros, se demuestra que todos ellos están en una recta que se llama el eje de centros (EC) de la cónica. En este caso la cónica tiene un invariante adicional y se puede eliminar la componente lineal haciendo una traslación de ejes a un punto convenientemente elegido en el EC y continuar la reducción.


A continuación se obtiene la ecuación de la tangente a una cónica en un punto de la curva y se estudian las intersecciones de un cono al cortarlo con un plano.


En el último capítulo, se estudia los LG representados por la ecuación general de segundo grado en tres variables


Ax2 + By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx + 2Hy + 2Iz + J = 0


Los lugares geométricos representados por (2) son las llamadas superficies cuádricas:


[image: Image]


y las superficies cuádricas degeneradas.


El estudio consiste en replicar lo que se hizo en la primera parte; solo que ahora la matriz asociada a (2) es una matriz simétrica 3× 3 con valores propios reales.


La reducción de (2) se hace aplicando el Teorema Espectral, para lo cual se requieren conceptos del álgebra lineal.


La novedad del presente tratado radica en el empleo sistemático del álgebra lineal, en especial del Teorema Espectral y de los valores y vectores propios para reducir tanto (1) y (2); acompañan también al presente estudio un conjunto de diagramas de flujo, que permiten al lector una fácil y estratégica compresión en la reducción y clasificación de los LG representados por (1).








	CAPÍTULO
1


	La ecuación general de segundo grado en dos variables








1.1. Introducción


Hay en la Geometría Analítica1 dos problemas con los que se enfrenta todo el que estudie esta disciplina:


(1) Definir la naturaleza del Lugar Geométrico (LG) representado por la ecuación general de segundo grado en dos variables:


Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0


y


(2) en tres variables:


Ax2 + By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx + 2Hy + 2Iz + J = 0


Por ejemplo,


i) dada la ecuación 3x2 − 2xy + y2 − x + y + 5 = 0, ¿que curva representa en el plano? y


ii) dada la ecuación x2 + 2y2 − 5z2 + 2xy + 3xz − 4yz + 2x + 3y − 5z + 8 = 0, ¿que superficie representa en el espacio?


La respuesta en el primer caso es que el LG es una cónica (elipse, parábola, hipérbola)2 o una cónica degenerada, y en el segundo caso es una superficie cuádrica (cono, cilindro, elipsoide, paraboloide, ...) o un caso degenerado de ellas.


En el primer caso es posible estudiar el problema con elementos que proporciona la Trigonometría empleando funciones del ángulo doble para definir el ángulo que deben girarse los ejes para conseguir anular el término mixto.


Pero para estudiar el segundo problema es imprescindible el empleo de las matrices y los valores propios junto con el Teorema Espectral para matrices simétricas3.


El problema que vamos a abordar es el siguiente: dada la ecuación


[image: Image]


donde A, B, C, D, E, F son constantes reales dadas, ¿qué conjunto de puntos del plano xy la satisfacen? La ecuación (1.1) tiene:


■ Una componente cuadrática:


[image: Image]


■ Una componente lineal:


[image: Image]


■ Un término independiente:


F


Asumiremos que no todos los coeficientes A, B, C de la componente cuadrática se anulan, ya que si así fuese, (1.1) representaría la recta del plano


2Dx + 2Ey + F = 0


y no hay nada que analizar.


Como se desprenderá del estudio que vamos a hacer, la ecuación (1.1) puede representar:


[image: Image]


O una


[image: Image]


Todo dependerá, en el fondo, de los invariantes de (1.1) y de los valores propios de la matriz


[image: Image]


Llamaremos en adelante cónica al LG representado por (1.1), o sea, el conjunto de puntos del plano que satisfacen (1.1).


Consideremos, pues, la cónica (1.1). Reducirla es definir el LG representado por la ecuación.


Asociada a (1.1) hay dos funciones:


[image: Image]


q es la FC (forma cuadrática) asociada a (1.1)


ii)


[image: Image]


El Kernel de f (o el núcleo de f) es el conjunto


ker f = f−1(0) = {(x, y) / f(x, y) = 0}.


La cónica (1.1) no es más que el ker f. Además es claro que un punto P(x, y) está en la cónica [image: Image] [image: Image]


Nótese además que


[image: Image]


La naturaleza del lugar representado por (1.1) está íntimamente ligada a ciertos escalares que se construyen con los coeficientes de la matriz simétrica


[image: Image]


Ellos son:


[image: Image]


Δ es llamado el invariante cúbico de (1.1) o el discriminante de la cónica.


[image: Image]


M33: menor principal descendente de orden 2 de la matriz


[image: Image]


δ es llamado el invariante cuadrático de (1.1).


[image: Image]


ω es llamado el invariante lineal de (1.1).


Estos escalares se llaman los invariantes de la cónica porque son cantidades que, como se verá, no cambian de valor cuando sometemos (1.1) bien sea a una translación o rotación de ejes, o a una combinación de ambas. Los menores principales descendentes de orden dos de (1.2) son:


[image: Image]


De los tres, solo M33 es invariante. Estos tres menores, sobre todo δ = M33, van a ser importantes en el problema de la reducción de la cónica.


Ejemplo 1.1. 1) Un caso en que el lugar es ∅.


f (x, y) = x2 + y2 − 4x − 6y + 24 = 0


Para identificar el lugar tratemos de completar trinomios cuadrados perfectos.


f(x, y) = x2 − 4x + 4) +(y2 − 6y + 9) + 24 − 13
= (x − 2)2 + (y − 3)2 + 11 = 0


[image: Image](x, y) ∈ [image: Image]   t.q   f(x, y) = 0.


El lugar es ∅.


2) Sea f (x, y) = x2 + y2 − 4x − 6y + 13 = 0. Entonces


[image: Image]


El único punto que satisface f (x, y) = 0 es (2,3).


Así que el lugar es un punto.


3) Dos rectas paralelas.


Sean


[image: Image]


[image: Image]


Definamos


[image: Image]


Es claro que


[image: Image]


Luego el lugar representado por (1.5) consta de dos rectas paralelas (véase Fig. 1.1).


[image: Image]


Figura 1.1


4) Dos rectas que se cortan.


Sean


[image: Image]


[image: Image]


(1.6) y (1.7) representan dos rectas que se cortan.


Definamos


[image: Image]


Es claro que


[image: Image]


El lugar representado por (1.8) consta de dos rectas l y m que se cortan en (3/5, 7/5), (véase Fig. 1.2).


[image: Image]


Figura 1.2


5) Una recta.


Sea


l(x, y) = x + y − 2 = 0


Definamos


[image: Image]


Es claro que


[image: Image]


El lugar representado por (1.9) es la recta: x + y − z = 0.


6) Regresemos a la ecuación (1.1)


Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0


Si hacemos en (1.1) [image: Image], F = − 1, B = D = E = 0, obtenemos [image: Image]. O sea que para estos valores de los parámetros A, B, C, ... el lugar representado por (1.1) es una elipse.


7) Colocando en (1.1) [image: Image], F = −1, B = D = E = 0, se obtiene [image: Image]. o sea una hipérbola.


8) Si hacemos C = 1, A = B = E = F = 0 y D = − p, p > 0 (1.1) se convierte en y2 = 2px : parábola.


9) Si tomamos A = a2, C = − b2, B = D = E = F = 0, (1.1) se convierte en a2x2 − b2y2 = 0, i.e, (ax + by)(ax − by) = 0 y el lugar se compone de dos rectas concurrentes en el origen.


10) Al tomar C = 1, F = −a2, A = B = D = E = 0, (1.1) se corviente en y2 = a2 y el lugar son dos rectas y = ±a paralelas al eje x.


11) Si hacemos C = 1, A = B = D = E = F = 0, (1.1) se convierte en y2 = 0 que representa una recta: el eje x.


12) Si hacemos A = a2, C = b2, B = D = E = F = 0, (1.1) se convierte en a2x2 + b2y2 = 0. Hay un único punto que satisface la ecuación: (0, 0). Así que el lugar es un punto.


13) Finalmente hagamos en (1.1) [image: Image], F = 1, B = D = E = 0. Se obtiene [image: Image]. No hay ningún punto del plano que la satisfaga. El lugar es el conjunto vacío.



1.2. Invariantes de una cónica



Proposición 1.1. Consideremos la cónica de ecuación Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0. Los números reales


[image: Image]


no cambian al realizar una traslación, una rotación de los ejes xy, o una combinación de ambas transformaciones.


(1) Supongamos que realizamos una traslación de los ejes xy al punto O′(h, k) (véase Fig. 1.3). Entonces se definen ejes XY con origen en O′ y paralelos a xy teniendose que


x = X + h
y = Y + k


(x, y) son las coordenadas de un punto P cualquiera con respecto al sistema xy. (X, Y) son las coordenadas de un punto P cualquiera con respecto al sistema XY. Al llevar estas ecuaciones a (1.1) obtenemos


[image: Image]


Figura 1.3. La traslación de los ejes xy al punto O′(h, k).


A(X + h)2 + 2B (X + h) (Y + k) + C(Y + k)2 + 2D (X + h) + 2E (Y + k) + F = 0


o sea que


AX2 + 2BXY + CY2 + 2 (Ah + Bk + D) X + 2 (Bh + Ck + E) Y +
+ (Ah2 + 2Bhk + Ck2 + 2Dh + 2Ek + F) = 0


ecuación que podemos escribir en la forma


[image: Image]


Nótese que cuando se hace una traslación de ejes al punto (h, k) los coeficientes de la componente cuadrática de la ecuación no se tranasforman.


Sí lo hacen los coeficientes de la parte lineal y el término independiente que ahora es f (h, k). O sea:


[image: Image]


La nueva componente lineal es:


[image: Image]


Esto demuestra que la matriz [image: Image] es invariante por una traslación de ejes. El nuevo término independiente es f (h, k).


Así que la ecuación de la cónica respecto al sistema XY es:


[image: Image]


Calculemos los nuevos valores de ω, δ, y Δ.


[image: Image]


Esto demuestra que ω y δ son invariantes por traslación.


Veamos ahora que Δ también se conserva.


[image: Image]


lo que nos demuestra que Δ también es invariante por traslación.


(2) Supongamos ahora que rotamos los ejes xy un ángulo θ en sentido antihorario (0 < θ < π/2) respecto a O (véase Fig. 1.4).


[image: Image]


Figura 1.4. [image: Image](0, 1) es el círculo trigonométrico de centro en 0 y radio 1. Los ejes XY se obtienen al rotar xy un ángulo θ en sentido antihorario.


Se obtiene así un nuevo sistema XY con origen en O.


Llamemos [image: Image] a los vectores unitarios que señalan las direciones de los nuevos ejes. Sea P un punto cualquiera del plano de vector de posición [image: Image] respecto a O.


[image: Image]


O sea


[image: Image]


con


[image: Image]


La cónica referida a los ejes xy tiene por ecuación:


[image: Image]


Pero


[image: Image]


y al transponer,


[image: Image]


Luego


[image: Image]


es la ecuación de cónica respecto a XY.


Nótese que


[image: Image]


es simétrica ya que


[image: Image]


Si llamamos


[image: Image]


se tiene que


[image: Image]


es simétrica y la ecuación de la cónica con respecto al sistema XY es:


[image: Image]


o también,


A′X2 + 2B′XY + C′Y2 + 2D′X + 2E′Y + F = 0


donde A′, B′, C′, D′, E′ se calculan utilizando (1.10).


Observese que cuando realizamos una rotación de ejes, tanto la parte cuadrática como la parte lineal se transforman. El término independiente no se afecta (véase Fig. 1.5).


[image: Image]


Figura 1.5


Esto demuestra que F es un invariante por una rotación de ejes.


Los nuevos valores de ω, δ y Δ son ahora:


[image: Image]


Como P es ortogonal,


[image: Image]


Luego el polinomio característico de


[image: Image]


es el mismo polinomio característico de


[image: Image].


O sea que


[image: Image]


Esto demuestra que ω y δ son invariantes por una rotación de ejes.


Finalmente veremos que Δ también lo es.


Bastará con demostrar que


[image: Image]


Una vez establecido esto se tendrá que


[image: Image]


ya que si dos matrices son semejantes tienen el mismo determinante.


Para demostrar que


[image: Image]


bastará con demostrar ∃Q: no singular tal que


[image: Image]


o también que ∃Q: ortogonal tal que


[image: Image]


ya que si Q es ortogonal, Qt = Q−1.


Definamos


[image: Image]


Como P es ortogonal, [image: Image] también lo es. En efecto


[image: Image]


lo que nos demuestra que [image: Image] es ortogonal.


Ya teníamos que


[image: Image]


y que


[image: Image]


Así que podemos escribir:


[image: Image]


lo que nos demuestra que


[image: Image]


Observación 1.1. Existen otros dos invariantes:


D2 + E2    y    M11 + M22 + M33.


Pero solo lo son por una rotación. Veamos por que.


Como se trata de una rotación,


[image: Image]


Siendo θ el ángulo que giran los ejes en sentido antihorario, 0 < θ < π/2. Luego


[image: Image]


lo que nos demuestra que D2 + E2 es invariante por rotación.


[image: Image]


Ahora,


[image: Image]


En virtud de (1.11) y (1.12), M′11 + M′22 + M′33 = M11 + M22 + M33, lo que nos demuestra que M11 + M22 + M33 es un invariante por una rotación.


1.3. Ecuación de incrementos de una cónica


Sea (X, Y) un punto cualquiera del plano x, y (véase Fig. 1.6) (X, Y) no necesariamente un punto de la cónica. Entonces


[image: Image]


[image: Image]


Figura 1.6. (X, Y) es un punto cualquiera del plano.


Se trata de demostrar que ∀(h, k) ∈ [image: Image] :


[image: Image]


En efecto,


[image: Image]


Como


[image: Image]


y


[image: Image]


y regresando a la ecuación anterior,


[image: Image]


Hemos demostrado así que ∀(X, Y) y ∀(h, k) ∈ [image: Image] se cumple (1.13). La ecuación (1.13) se llama la ecuación de incrementos de la cónica y será utilizada en la sección 1.4 que sigue y más adelante (sección 1.8) para hallar la ecuación de rectas tangentes y normales a la cónica en uno de sus puntos.



1.4. Reducción de una cónica



Reducir la cónica (1.1) es definir el lugar geométrico que representa.


Nuestro primer problema en la reducción de (1.1) es definir (si se puede) una transformación que elimine los términos lineales en la ecuación. Es obvio que debemos entonces considerar una cónica (1.1) en la que como ya se dijo, no todos los coefientes A, B, C de la forma cuadrática se anulan a la vez, ya que si eso sucede, (1.1) tiene la forma


2Dx + 2Ey + F = 0


que representa una recta y no hay nada más que decir.


Antes de comenzar la discusión sobre la reducción de la cónica con toda su generalidad es necesario considerar tres casos particulares que ilustran de manera anticipada lo que se persigue en la reducción.


(1) Supongamos que la ecuación de la cónica no tiene término mixto (B = 0). La ecuación es entonces


[image: Image]


El paso que sigue es agrupar términos y completar trinomios cuadrados perfectos.


Supongamos que A, C > 0. La ecuación (1.14) puede escribirse como:


[image: Image]


O sea


[image: Image]


A continuación realizamos una traslación al punto [image: Image].


Las ecuaciones de la transformación son (véase Fig. 1.7).


[image: Image]


que llevamos a (1.15):


[image: Image]


La ecuación conseguida es la ecuación de la cónica con respecto al sistema XY con origen en O′ y representa una elipse, una circunferencia, una hipérbola, o puede ser el conjunto vacío dependiendo de los valores de los coeficientes.


Por ejemplo, si [image: Image], (1.16) puede escribirse como:


[image: Image]


[image: Image]


Figura 1.7. Traslación del origen O al punto [image: Image]


lo que nos demuestra que (1.14) representa la circunferencia de centro en [image: Image] y radio


[image: Image]


[image: Image]


Figura 1.8. Circunferencia con centro en O′ y radio r.


Nótese que a través de (1.14) no podemos identificar el lugar representado por la ecuación, cosa que sí podemos hacer a través de (1.16).


(2) La ecuación de la cónica no tiene componente lineal, o sea, D = E = 0.


La ecuación es entonces:


[image: Image]


Asumamos B ≠ 0.


(Si B = 0, se tendría Ax2 + Cy2 + F = 0 que es muy fácil de analizar.


Si A = B = 0, la ecuación es Cy2 + F = 0 que es todavía más fácil de analizar.)


La ecuación (1.17) puede escribirse de la forma


[image: Image]


El paso que sigue es realizar una rotación de ejes que elimine el término mixto.


Sea [image: Image] el vector de posición de un punto P(x, y) de la cónica (véase Fig. 1.9). Entonces (1.18) se puede escribir así:


[image: Image]


donde


[image: Image]


Apliquemos ahora el Teorema Espectral a la cónica.


[image: Image]


Figura 1.9. Rotación de los ejes x, y que permite eliminar el término mixto xy.


Como M es simétrica, por el teorema de los Ejes Principales4, ∃P: ortogonal, i.e.,


[image: Image]


tal que


[image: Image]


donde λ1, λ2 ∈ [image: Image] son los valores propios de M. La matriz P lleva en sus columnas una base ortonormal de [image: Image] con respecto al producto interno usual en [image: Image] formado por vectores propios de M.


O sea que


Mp1 = λ1 p1, Mp2 = λ2 p2


La base {p1, p2} define unos ejes XY ortogonales con origen en O (véase Fig. 1.9) girados respecto a xy y se tiene que:


[image: Image]


Pero


[image: Image]


Luego


[image: Image]


y si llamamos


[image: Image]


se tiene


[image: Image]


y podemos escribir:


λ1X2 + λ2Y2 + F = 0


que sería la ecuación de la cónicarespecto al sistema XY.


La identificación del lugar ya es fácil de hacer conociendo λ1 y λ2, algo que no podríamos hacer a partir de (1.17).


(3) Si en la ecuación de la cónica está ausente el término mixto y los términos lineales, la ecuación es


Ax2 + Cy2 + F = 0


que es todavía más fácil de identificar.


Estos ejemplos señalan que es lo que se persigue al reducir la cónica: el objetivo es transformar la ecuación hasta llevarla a una forma que haga fácil identificar el lugar que representa.


1.5. Centro de una cónica


Supongamos que realizamos una traslación de ejes al punto O′ de coordenadas (h, k) respecto al sistema xy, (véase Fig. 1.10).


[image: Image]


Figura 1.10. La traslación de los ejes al punto O′(h, k). Los nuevos ejes son X [image: Image] x y Y [image: Image] y.


El punto (h, k) no tiene que estar en la cónica. Quedan definidos dos ejes XY con origen en O′, y paralelos a xy.


Sea P(x, y), P(X, Y) un punto de la cónica.


Como P(x, y) está en la curva, Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.


El mismo punto P toma coordenadas (X, Y) respecto al sistema XY.


Las ecuaciones de la transformación son:


x = X + h
y = Y + k


y la ecuación de la cónica respecto a XY es


A(X + h)2 + 2B (X + h) (Y + k) + C(Y + k)2 + 2D (X + h) + 2E (Y + k) + F = 0


que según se acaba de demostrar en la ecuación de incrementos puede escribirse así:


[image: Image]


Esta sería la ecuación de la cónica respecto al sistema XY, o también


[image: Image]


Si queremos que se anulen los términos lineales en (1.21) debemos escoger (h, k) de modo que


[image: Image]


O sea debemos resolver para (h, k) el sistema


Ah + Bk + D = 0
Bh + Ck + E = 0


o


[image: Image]


lo que equivale a decir que debemos hallar los [image: Image] tal que


[image: Image]


Es claro que [image: Image] que sea solución a (1.23), la ecuación del lugar (1.21) tiene la forma


[image: Image]


y se ha conseguido eliminar los términos lineales en (1.1).


Definición 1.1. Se llama centro de la cónica (1.1) a todo (h, k) que sean solución de (1.23).


Si en una cónica la componente lineal es nula, i.e., si D = E = 0, la cónica es


Ax2 + 2Bxy + Cy2 + F = 0


y como los términos lineales están ausentes, no hay que hacer estudio de centros.


Una vez hallados los centros de la cónica y hecha la traslación a un centro el paso que sigue en la reducción será eliminar mediante una rotación de ejes el término mixto (si es que B ≠ 0). Si B = 0, la ecuación es Ax2 + Cy2 + F = 0 y la identificación del lugar es muy fácil de hacer.


Proposición 1.2. Todo centro de una cónica es centro de simetría de la curva.


Sea O′ un punto de coordenadas (h, k) respecto al sistema xy, O′ : centro de la cónica Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.


Entonces


[image: Image]


Luego si los ejes XY tienen origen en O′ y son paralelos respecto al sistema xy, la ecuación de la cónica respecto al sistema XY es


[image: Image]


Tomemos P(X, Y) en la cónica, (véase Fig. 1.11) y llamemos Q(X′, Y′) a su simétrico respecto a O′. Se debe demostrar que Q(X′, Y′) está en la cónica, o lo que es lo mismo, que


q(X′, Y′) + f (h, k) = 0


Como Q(X′, Y′) es simétrico de P(X, Y) respecto a 0′, X′ = −X y Y′ = −Y.


Luego


[image: Image]


[image: Image]


Figura 1.11. O′(h, k) es un centro de la cónica. P(X, Y) es un punto de la cónica. Q(X′, Y′) es el simétrico de P respecto a O′.


Proposición 1.3. Si (h, k) es un centro de simetría de la cónica, (h, k) es un centro de ella.


Supongamos que (h, k) es centro de simetría de la curva.


La ecuación de la cónica referida a los ejes XY paralelos a xy y con origen en O′(h, k) es:


[image: Image]


Sea P(X, Y) un punto de la cónica y Q(X′, Y′) el simétrico de P respecto a O′, o sea que


X′ = −X; Y′ = Y (véase Fig. 1.11)


Como P(X, Y) está en la curva,


[image: Image]


Como Q(−X, −Y) también está en la curva,


[image: Image]


i.e.,


[image: Image]


De (1.26) y (1.27):


[image: Image]


cualquiera sea el punto (X, Y) en la cónica.


Luego el vector


[image: Image]


es perpendicular a [image: Image] cualquiera sea P en la cónica y esto solo es posible si


[image: Image]


i.e.,


[image: Image]


lo que significa que (h, k) es un centro de la cónica.


1.6. Ejemplos


(1) Si la cónica consta de dos rectas paralelas, todo punto de la paralela media m de ellas es centro de simetría de la cónica, (véase Fig. 1.12).


Luego la cónica tiene infinitos centros:


[image: Image]


Figura 1.12


(2) Si la cónica es una recta (una recta doble se dice a veces), la cónica tiene infinitos centros ya que todo punto de la recta es centro de simetría de ella.


(3) Si la cónica no tiene centro de simetría, no tiene centro.


Por ejemplo, la parábola no tiene centro de simetría y por lo tanto, la parábola no tiene centro, pero sí tiene un vértice.


(4) Un vértice de una cónica es un punto que está en la cónica, y por el que pasa exactamente un eje de simetría de la curva.


El vértice no alcanza a ser un centro de la cónica porque para que lo fuese debería ser centro de simetría de la curva y debería haber dos ejes perpendiculares de simetría para la curva pasando por el punto.5


En la parábola [image: Image]:


V ∈ [image: Image], V es el vértice, (véase Fig. 1.13).


[image: Image]


Figura 1.13


En la elipse [image: Image]:


V′, V, B′ y B ∈ [image: Image] y son vértices de [image: Image]. O es el centro de [image: Image], (véase Fig. 1.13).


En la hipérbola [image: Image], (véase Fig. 1.14).


V′ y V ∈ [image: Image] y son vértices de [image: Image]. O es el centro de [image: Image].


[image: Image]


Figura 1.14


Como se comprende, la noción de centro permite clasificar las cónicas en tres categorías:


[image: Image]


Consideremos una cónica con (D, E) ≠ (0, 0) y en la que [image: Image] es Base de [image: Image], (véase Fig. 1.15). Esto equivale a decir que el área del paralelogramo de [image: Image] es diferente de 0, o que


AC − B2 = δ ≠ 0


La cónica tiene centro único ya que en ese caso [image: Image] es CL de [image: Image] de manera única, lo que


[image: Image]


Figura 1.15


equivale a decir que el sistema


Ah + Bk = − D
Bh + Ck = − E


tiene solución única [image: Image] dada por


[image: Image]


O sea que


[image: Image]


son las coordenadas del centro de la cónica.


Como ya hemos dicho, si trasladamos los ejes xy al punto O′ de coordenadas [image: Image], obtenemos otro sistema de coordenadas XY (véase Fig. 1.16), respecto al cual la ecuación de la cónica es:


[image: Image]


[image: Image]


Figura 1.16. Traslación del sistema xy al punto O′[image: Image].


La ecuación (1.29) no tiene términos en X ni en Y. O sea que hemos conseguido eliminar la parte lineal de la ecuación (1.1).


Hallados [image: Image], para tener definida (1.29) debemos calcular


[image: Image]


Esto podríamos hacerlo simplemete reemplazando en la expresión para f (x, y), x por [image: Image] y y por [image: Image].


Sin embargo, podemos obtener [image: Image] de una manera más simple.


[image: Image]


Pero


[image: Image]


Luego


[image: Image]


[image: Image]


Así que una vez hallados [image: Image] y [image: Image] obtenemos [image: Image] a través de (1.33) y no a través de (1.31) que resulta más tedioso.


Existe otra forma de obtener [image: Image] más conveniente para nuestros propósitos y sin pasar por la obtención de [image: Image]. No olvidemos que estamos analizando el caso de una cónica con centro único (δ ≠ 0).


Según (1.32):


[image: Image]


Segun (1.33):


[image: Image]


O sea que


[image: Image]


lo que nos demuestra que el conjunto de vectores de [image: Image] :


[image: Image]


es linealmente dependientes y por lo tanto,


[image: Image]


Este determinante se puede descomponer como la suma de dos determinantes.


[image: Image]


Como hemos llamado


[image: Image]


y se tendrá que


[image: Image]


La ecuación (1.29) de la cónica se escribe ahora así:


[image: Image]


(1.34) es la ecuación de la cónica con centro único referida a los ejes XY con origen en el centro una vez realizada la traslación que permite eliminar los términos lineales. Dada su importancia en todo lo que sigue, ¡usted. debe aprender a deducirla!.


Los escalares Δ y δ son los invariantes


[image: Image]


Nótese que


[image: Image]


Nótese además que los coeficientes de la parte cuadrática de (1.1) no se afectaron. La componente lineal se anuló y el término independiente es ahora [image: Image].


1.7. Reducción de una cónica en el caso en que alguno de los coeficientes A, B, C sean cero
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Las fuentes tipográficas empleadas son: Palatino Font 10 puntos en texto corrido.
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