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Presentación


Estas notas son el resultado de mi experiencia como profesor, por más de diez años, de la materia Métodos Númerieos en las carreras de pregrado de ingeniería. Los libros existentes involucran muchos temas que generalmente no están incluidos en los micro-eurríeulos de un primer curso de métodos numéricos: también la mayoría de las veces los temas son desarrollados con toda la rigurosidad matemática o. en su defecto, mostrando solamente las fórmulas de recurrencia utilizadas en cada método. Y si a eso le agregamos que muchas de las falencias que presentan los estudiantes se deben a que no recuerdan conceptos del cálculo diferencial e integral, necesarios para abordar con éxito los temas propios del análisis numérico, entonces el libro pasa a un segundo plano ya que no cumple con la función para el cual fue escrito. Estas razones me llevaron a escribir esta publicación, que en ningún momento pretende ser exhaustivas, ni mucho menos mover la frontera del conocimiento de los métodos numéricos ni del análisis numérico. Los conceptos que se presentan no son originales ni prentenden serlo, son solamente una recopilación organizada basada en mi experiencia.


El presente texto ha sido escrito de tal manera que se puede ubicar en un grado intermedio: pretende facilitarle al estudiante los conceptos matemáticos tratados en estas notas y, por ello, se exponen de manera suscinta las sucesiones y series que son fundamentales en casi todos los métodos numéricos. Cada tema inicia con un breve repaso de los conceptos de cálculo: se desarrollan diferentes ejemplos y, en algunos casos, se hace el análisis matemático del error que se comete con el método utilizado.


En el capítulo de ecuaciones diferenciales se expone de manera práctica el método de Adomian, el cual es muy versátil para aproximar las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, y que en la mayoría de los textos no aparece. El último capítulo aborda el análisis de Fourier, tan necesario en las carreras de ingeniería.


Por último, quiero agradecer a mis estudiantes por los aportes realizados a las versiones preliminares de este libro y al profesor Harold Vacca por sus valiosas sugerencias.


El Autor




Capítulo 1


Introducción


Dado que muchos problemas matemáticos no pueden resolverse mediante métodos analíticos, debemos utilizar métodos numéricos para encontrar una solución aproximada al problema que se quiere resolver. Así, los métodos numéricos, la mayoría de las veces, buscan soluciones numéricas aproximadas de manera eficiente a problemas expresados matemáticamente. La eficiencia del método depende tanto de la precisión que se requiera como de la facilidad con la que pueda implementarse.


Algunos ejemplos de problemas que no tienen solución mediante técnicas usuales del cálculo elemental son:


a) [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


b) [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


c) 2 cos x – ex = 0


d) Encontrar la gráfica de la función polinómica que pasa por los puntos:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


e) Resolver la ecuación diferencial [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier], sujeta a la condición inicial [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


Los problemas a) y b) no tienen una primitiva elemental: el problema c) implica resolver una ecuación no lineal, cuya solución, en la mayoría de los casos, no es fácil encontrar: el problema d) solo puede resolverse mediante la aplicación de algún método numérico: y en el problema e) la ecuación diferencial, por no ser lineal, implica una solución que no es fácil de hallar.


Los métodos numéricos, junto con el análisis preliminar del error, nos permiten encontrar soluciones satisfactorias (acercarnos a la solución tanto como queramos) a modelos matemáticos que representan una gran variedad de sistemas o fenómenos físicos. Se entenderá por aproximación numérica el acercarse a la solución con un cierto grado de aproximación. Los métodos numéricos, en general, parten de uno o varios datos de entrada, y mediante la aplicación de un algoritmo1 se obtienen aproximaciones a la solución. En general, los métodos numéricos son procesos cíclicos o iterativos que se basan en fórmulas de recurrencia.


En la siguiente tabla, en el lado izquierdo se muestra los pasos del algoritmo, y en el lado derecho, un ejemplo particular.














	Paso 1. Lea x


	x = 10




















	Paso 2. Haga bh = x


	(5)(2) = 10







	Paso 3. Si b = h, vaya al paso 7, si no, vaya al paso 4


	2 = 5? (NO)







	Paso 4. Haga [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


	b = (2 + 5)/2 = 3.5







	Paso 5. Haga [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


	h = 10/3.5 = 2.8571







	Paso 6. Vaya al paso 3


	3.5 = 2.8571? (NO)*







	Paso 7. Escriba [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


	








Tabla 1.1. Ejemplo de un algoritmo para hallar la raíz cuadrada de un número entero positivo x


* Continuando el algortitmo, obtenemos:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


Un valor más aproximado de [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier] es 3.162277660168379. A medida que avanzamos en la ejecución del algortimo, vemos que las diferentes aproximaciones: 3.5, 2.8571, 3.1785, 3.1461, 3.1623, 3.1622, 3.1622, ... se acercan cada vez más a la solución real. Sin embargo, surgen varios interrogantes. ¿Estamos seguros de que la sucesión así generada efectivamente se aproxima a la solución del problema? ¿Qué estrategias utilizar para que en algún momento el proceso iterativo que ejecuta el algoritmo se detenga? Debido a que se generan solo aproximaciones de la solución, es evidente que la aproximación debe presentar algún error, ¿podemos conocer con anticipación el error que se comete una vez que optamos por decir la aproximación que vamos a utilizar como solución del problema? ¿Cuántas iteraciones se deben considerar para que el error sea menor a un error fijado con anticipación? Esta última pregunta es la más importante, porque, por lo general, antes de hallar una aproximación a una solución, se debe especificar con antelación el error que se desea cometer. Estos interrogantes serán estudiados y resueltos en el transcurso de estas notas.


1.1. Algoritmos y manejo del error


Existen dos formas de representar los algoritmos: mediante diagramas de flujo y mediante pseudoeódigo. En la representación de algoritmos a través de diagramas de flujo se utilizan una serie de símbolos con un signicado predeterminado, que se unen mediante flechas que indican el orden en que se deben ejecutar las instrucciones. En la representación mediante pseudocódigo. las instrucciones se especifican de forma similar a como se hace en un lenguaje de programación. Así se hizo en el ejemplo para hallar la raíz cuadrada de 10.


La evaluación o análisis de la exactitud de los resultados es un objetivo primordial en el análisis numérico. El error, cuando aproximamos una cantidad, está definido como:


Error = Valor real – Valor aproximado


Se distinguen varios tipos de errores que podrían limitar o influir en esta precisión:


a) errores en los datos de entrada


b) errores de redondeo


c) errores de aproximación


Los errores en los datos de entrada son los más difíciles de controlar, ya que pueden deberse. por ejemplo, a las imperfecciones inherentes a las mediciones físicas. Los errores de redondeo surgen si se calcula con los números cuya representación esté restringida a un número finito de dígitos (como suele ser el caso de cualquier computador o calculadora. ya que estos solo pueden representar números con una cantidad finita). Como ejemplo, supongamos que disponemos de un dispositivo electrónico que solo muestra cuatro dígitos. En él, [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier] se representa como 0.3333, y [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier] como 0.1111. Si empleamos este dispositivo para calcular [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier], cuando x = 0.3334. el resultado será:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


Ahora, si primero factorizamos el numerador y luego simplificamos la expresión, obtenemos:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


El ejemplo anterior muestra que los efectos del error de redondeo pueden llegan a ser muy grandes, a menos que se tomen ciertas precauciones. Una manera de reducir este error es minimizar la cantidad de operaciones. En cuanto al tercer tipo de error, muchos métodos no darán la solución exacta del problema dado, incluso si los cálculos se llevan a cabo sin redondeo. Por ejemplo, consideremos el problema de sumar una serie infinita como la siguiente:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


En su lugar, cambiamos el problema por uno más simple: sumar solo hasta un número finito de términos de la serie. El error de aproximación resultante comúnmente se llama error de truncamiento (sin embargo, este término se utiliza también para el redondeo relacionado con los errores cometidos al eliminar los últimos dígitos en la representación de un número).


Muchos de los problemas de aproximación se obtienen por “discretización” del problema original: integrales definidas se aproximan por sumas finitas, cocientes diferenciales por una diferencia de cocientes, etc. En estos casos, el error de aproximación se refiere a menudo como un error de discretización.


Error relativo: es una medida del error, relativa al tamaño de lo que estamos intentando calcular:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


Así, por ejemplo, si tomamos como aproximación de π el valor de [image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier], entonces se tiene:


[image: Métodos numéricos con introducción al método de Adomian y a las series de Fourier]


1.2. Teorema del valor intermedio


Teorema 1.1. (También conocido como teorema de Bolzano). Sea f una función continua en [a,b] y f(a) < 0 < f(b), entonces existe por lo menos un número ξ en (a,b) tal que f(ξ) = 0.


Demostración. Sea A el conjunto definido como:
A = {de los puntos x en [a, b] tal que f (x) < 0 en [a, x]}, es decir, f (x) < 0 en el intervalo [a, x]. Sea ξ el número más pequeño que es mayor que todos los elementos de A. ξ se llama el supremo de A y se denota como ξ = sup A. Probemos que f(ξ) = 0, en otras palabras, probemos que f(ξ) no puede ser positivo y que f(ξ) no puede ser negativo (ley de la tricotomía).


Razonemos por contradicción: primero supongamos que f(ξ) < 0, entonces existe x tal que f(ξ) < 0 para toda x que satisface |x – ξ| < δ, es decir, existen x > ξ tales que f(ξ) < 0. Esto contradice el hecho de que ξ es mayor que cualquier elemento de A. Análogamente se demuestra que f(ξ) no puede ser mayor que 0.


Corolario 1.1. f continua en [a, b] y f(a) < c < f(b), entonces existe algún ξ en (a, b) tal que f(ξ) = c.


En efecto, definamos la función g así: g(x) = f(x) – c. Además, g es contiua en [a, b]. g(a) = f(a) – c y g(b) = f(b) – c. Luego, g(a) < 0 < g(b) y como f(a) < c < f(b), entonces f(a) – c < 0 < f(b) – c; por el teorema anterior, existe ξ en (a, b) tal que g(ξ) = 0, es decir, g(ξ) = f(ξ) – c = 0, con lo que f(ξ) = c.


Teorema 1.2. Todo número real positivo posee una raíz cuadrada. En otras -palabras, si α > 0 existe algún x tal que x2 = α.


Demostración. Sea f(x) = x2, la cual es continua; además existe b > 0 tal que f(b) > α. Si α > 1, podemos tomar b = α.


f(α) = α2 > α. Si α < 1, podemos tomar b = 1, ya que f(1) = 1 > α; puesto que f(0) < α < f(α), aplicamos el teorema del valor intermedio en [0, b], lo cual implica que existe x en (0, b) tal que f(x) = α, es decir, x2 = α.


Ejemplo 1.1. Veamos que la ecuación x4 + 2x – 1 = 0 posee una única raíz en el intervalo [0, 2].


Solución. Sea f(x) = x4 + 2x – 1, que es continua en todos los reales, y en particular en el intervalo [0, 2].


f(0) = –1 < 0, f(2) = 19 > 0. Luego, por el teorema del valor intermedio existe ξ en (0, 2) tal que f(ξ) = 0. Con lo cu al, f tiene una raíz en [0, 2].


Ahora probemos que esta raíz es única. Derivando la función f, obtenemos:


f ′(x) = 4x3 + 2, y como f ′(x) > 0 en [0, 2] (probarlo), entonces f es estrictamente creciente. Así, f tiene una única raíz en [0, 2].


En la figura 1.2.1 se muestra la gráfica de la función f.


[image: Figura 1.2.1: f(x) = x4 + 2x – 1]


Figura 1.2.1: f(x) = x4 + 2x – 1
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