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Introducción


En los últimos tiempos, es considerable el desarrollo alcanzado por la teoría de solubilidad de ecuaciones lineales y no lineales de tipos elípticos y parabólicos.


Después de las ideas de Sergei Natanovich Bernstein1 y Juliusz Pawel Schauder2, son de importancia trascendental los conocidos trabajos de Ennio De Giorgi3, John Nash4 y Jürgen Mozer5 sobre las estimaciones a priori para soluciones de las ecuaciones mencionadas en normas de Hölder. Los resultados y métodos expuestos en estos trabajos fueron desarrollados ulteriormente por diferentes matemáticos, y se establecieron de esta manera las estimaciones a priori para soluciones y los correspondientes teoremas de existencia y unicidad para los problemas iniciales y de contorno, fundamentales para ecuaciones elípticas y parabólicas.


La teoría de solubilidad de ecuaciones parabólicas y elípticas en espacios isótropos de Hölder ha avanzado mucho en su desarrollo para el caso en que los datos de los correspondientes problemas satisfacen una sola condición de Hölder respecto a la variable temporal y a todas las variables espaciales, y están establecidas la existencia, unicidad y regularidad de los problemas iniciales y mixtos fundamentales para estas ecuaciones, tanto lineales como no lineales.6


La teoría de solubilidad de ecuaciones elípticas y parabólicas en espacios isótropos de Hölder ha sido desarrollada en su mayor parte por matemáticos rusos, estadounidenses y algunos italianos, quienes además la han difundido ampliamente por todo el mundo durante la segunda parte del siglo XX.


A mediados de los años 1970, el matemático ruso Stanislav Nikolaevich Kruzhkov, de la Universidad M. V. Lomonosov de Moscú, y su discípulo (entonces doctorante) cubano Martín López Morales (el que suscribe) comenzaron a desarrollar la teoría de solubilidad de ecuaciones elípticas y parabólicas en espacios anisótropos de Hölder.


La difusión de los resultados obtenidos en esta nueva teoría han sido expuestos en diferentes congresos y conferencias internacionales, así como en publicaciones científicas.7


En este libro (monografía), el que suscribe expondrá de manera unificada y detallada los resultados obtenidos durante todos estos años de trabajo y que permanecen dispersos en las publicaciones científicas y ponencias en eventos científicos. También se expondrán resultados de otros autores.


Además se ubica esta teoría dentro del marco de la teoría general de solubilidad de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, y se señalan sus aportes a la solubilidad general de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.


Se expondrá fundamentalmente la teoría de solubilidad de ecuaciones elípticas y parabólicas lineales y no lineales en espacios anisótropos de Hölder: los datos (coeficientes de la ecuación, términos independientes de la ecuación, funciones iniciales y funciones de contorno) de los correspondientes problemas de Cauchy y de contorno o mixtos satisfacen una condición de Hölder diferente respecto a la variable temporal y a cada una de las variables espaciales. Se establece la existencia, unicidad y regularidad de las correspondientes soluciones en espacios anisótropos de Hölder.8


En este libro se expone primeramente (por capítulos) la teoría de estimaciones a priori para soluciones de ecuaciones elípticas y parabólicas de segundo orden en espacios isótropos de Hölder.


Como una aplicación de esta teoría se demuestran los teoremas de existencia y unicidad para soluciones de los problemas de contorno para ecuaciones lineales elípticas, así como para soluciones de problemas iniciales y de contorno fundamentales para ecuaciones parabólicas lineales y quasilineales.9


La segunda parte (por capítulos) del libro está dedicada a la teoría de estimaciones a priori, en determinado sentido anisótropas, para soluciones de ecuaciones lineales elípticas y parabólicas.


Estas estimaciones se utilizan para el estudio de problemas de contorno para ecuaciones lineales y no lineales elípticas y parabólicas en espacios anisótropos de Hölder.


Este libro consta de cinco capítulos.


El capítulo primero es una panorámica de las ecuaciones de la Física Matemática. Resulta muy útil para lectores que no estén familiarizados con las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Se estudia el concepto de Problema Correcto (Bien Planteado) para algunas ecuaciones de la Física Matemática.


El capítulo segundo está dedicado a la teoría de solubilidad de ecuaciones elípticas tanto de segundo orden, como de orden superior. Al final del capítulo se trata la teoría de solubilidad para ecuaciones elípticas en espacios anisótropos de Hölder y las estimaciones a priori del módulo de continuidad integral de las derivadas de orden superior de las soluciones.


En el capítulo tercero se trata la solubilidad de ecuaciones parabólicas lineales, quasilineales y no lineales de segundo orden. Se aborda fundamentalmente el Problema de Cauchy y el primer problema de contorno para estas ecuaciones. Al final del capítulo se estudia la solubilidad del Problema de Cauchy para ecuaciones parabólicas lineales y no lineales de segundo orden en espacios anisótropos de Hölder.


En el capítulo cuarto se estudia la solubilidad del Problema de Cauchy para ecuaciones parabólicas lineales y no lineales de orden superior en espacios anisótropos de Hölder respecto al tiempo y al espacio.


El capítulo quinto está dedicado a los problemas de contorno para ecuaciones parabólicas lineales y no lineales en espacios anisótropos de Hölder respecto al tiempo y al espacio. En este capítulo se observa la relación entre el grado de la ecuación y la dimensionalidad del dominio, y se consideran los diferentes problemas al aplicar la teoría de solubilidad en espacios anisótropos de Hölder.




Capítulo 1. Una introducción a las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales


§1.1. CONCEPTOS BÁSICOS


En el estudio de diversos fenómenos físicos se utilizan métodos que, por sus fundamentos, son matemáticos. Entre ellos podemos citar fenómenos que se estudian en la hidromecánica, en la teoría de elasticidad, en la electrodinámica, en la magnetostática, en la teoría de filtración, en la conductividad térmica, en la distribución de la corriente en un medio conductor y en otros ámbitos de la física. Los problemas matemáticos que surgen en estos procesos contienen muchos elementos comunes y constituyen el objeto de estudio de la Física Matemática.


Aunque el método de investigación que caracteriza a esta rama de la ciencia es esencialmente matemático, el planteamiento de los problemas de la Física Matemática tiene sus caracteres específicos, por estar estrechamente ligados al estudio de problemas físicos.


Así por ejemplo, la etapa inicial y la etapa final de un proceso poseen características cualitativamente distintas y requieren de la aplicación de métodos matemáticos diferentes.


El contenido de la Física Matemática es extraordinariamente amplio. En esta monografía estudiaremos algunos problemas de la Física Matemática que se reducen a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, y a su vez estudiaremos las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales específicas que caracterizan estos problemas. Empezaremos por algunas nociones de ecuaciones diferenciales ordinarias.


Una ecuación diferencial ordinaria de orden m es una relación en la que aparece una función incógnita x(t) de la variable real t y sus derivadas, o sea una relación del tipo


[image: image]


t –variable independiente, [image: image]


m –entero estrictamente positivo.


Esto es en realidad una relación con dos variables, una independiente, a saber, t, y una dependiente, que es x(t).


Una ecuación diferencial en derivadas parciales es una relación en la que aparece una función incógnita u (x1, x2,..., xn), que depende de n variables y donde también aparecen algunas de sus derivadas parciales. Tanto la función incógnita u(x1, x2,..., xn) como todas sus derivadas parciales hasta un cierto orden m están definidas en un dominio Ω de Rn, es decir, una relación del tipo


[image: image]


donde


x1,..., xn – variables independientes, u (x1,..., xn) – variable dependiente,


[image: image]


Como ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos:1


1. Ecuación de la desintegración radiactiva


[image: image]


k – constante de desintegración,


x(t) – cantidad de sustancia no desintegrada en el instante t,


[image: image] – velocidad de desintegración


Esta ecuación plantea que la velocidad de desintegración es proporcional a la cantidad de sustancia que se desintegra.


2. Segunda Ley de Newton


[image: image]


Describe el movimiento de un objeto de masa M bajo la acción de una fuerza F, que depende del tiempo t, de la posición del objeto, determinado por el radio vector r = r (t) y de su velocidad [image: image].


Esta ecuación nos plantea que bajo estas condiciones la fuerza es igual a la masa por la aceleración.


Como ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales tenemos:


[image: image]


x, y -variables independientes,


u (x,y) -función incógnita,


m = 2, luego, es una ecuación de segundo orden.


2. ux + uy = 0


x, y —variables independientes,


u (x,y) —función incógnita,


[image: image]


luego, es una ecuación de primer orden.


3. Ecuación de Poisson


[image: image]


x, y, z –variables independientes,


u(x, y, z) –función incógnita.


Esta ecuación aparece en problemas de electrostática, y nos plantea que el laplaciano Δu del potencial electrostático u(x, y, z) es proporcional a la densidad de las cargas ρ(x, y, z).


Definición 1.1 (Solución)


Llamaremos solución clásica en un dominio Ω en Rn de la ecuación diferencial en derivadas parciales (1.1) a toda función [image: image] tal que, al sustituir la familia de funciones [image: image] en la ecuación (1.1), la transforma en una identidad; es decir, [image: image], para todo punto x del dominio Ω ⊆ Rn donde se considere la ecuación.


Ejemplos:


1. ux + uy = 0


u (x, y) = sen (x – y), u (x, y) = cos (x – y) son soluciones de esta ecuación en cualquier dominio Ω de R2.


4. Ecuación de Laplace


[image: image]


es solución de la ecuación de Laplace en todo dominio Ω de R3 que no contenga al punto (0,0,0).


[image: image]


§1.2. PROBLEMAS BIEN PLANTEADOS


Dada una ecuación diferencial en derivadas parciales que nos describe un determinado fenómeno, o sea, que tiene determinadas condiciones asociadas (condiciones iniciales y/o de contorno), nuestro objetivo será verificar las cuestiones siguientes:


1. ¿Existe una solución para nuestro problema?


Si por algún método podemos probar que nuestro problema carece de solución, no tiene caso seguir trabajando en él, a no ser que se modifiquen los datos que lo determinan.


2. Si existe una solución en determinada clase de funciones, bajo qué condiciones es única; es decir, si no hay soluciones diferentes que satisfagan las condiciones asociadas; si las hubiera, esto equivaldría a un sistema físico o material (si la ecuación diferencial surgió en un problema práctico) de formas distintas bajo las mismas condiciones. Esto estaría en contradicción con la realidad, con la naturaleza. Uno de los principios prácticos de las ciencias establece que los sistemas físicos se comportan de la misma manera bajo las mismas condiciones.


Naturalmente, en este caso habría que pensar en modificar la ecuación diferencial, hasta que los resultados concordaran con los hechos físicos.


3. La solución del problema depende en forma continua de las condiciones asociadas o datos del problema. Esto puede interpretarse como que, a «pequeñas variaciones» de los datos del problema corresponden «pequeñas variaciones» de la solución.


En los diferentes capítulos precisaremos qué se entiende por «pequeñas variaciones» de los datos del problema y de sus soluciones.


Problema de Hadamard


No siempre se cumple esto de que, cuando los datos del problema «varíen poco», la solucióndel problema también «varía un poco». Por ejemplo, la función u (x, y), solución de la ecuación de Laplace [image: image] en el semiplano y > 0 se determina unívocamente por las condiciones (condiciones iniciales).


Consideremos las funciones


[image: image]


que satisfacen la ecuación de Laplace. La función u2(x, y) depende del parámetro λ.


Los valores iniciales


[image: image]


difieren en módulo en una magnitud arbitrariamente pequeña para X suficientemente grande, y al mismo tiempo la solución u2(x, y) puede hacerse arbitrariamente grande en módulo para cualquier valor fijo de y (y>0 y λ arbitrariamente grande). Luego, a una variación pequeña de las funciones iniciales no corresponde una variación pequeña de la solución.2


Diremos que un problema es bien planteado si satisface las condiciones 1,2 y 3. El problema de Hadamard no está bien planteado. También suele usarse el término problema correcto.3


Por lo general, cuando se estudia un fenómeno físico, los datos del problema se determinan experimentalmente, y por tal razón no pueden establecerse con exactitud absoluta. Por consiguiente, para la Física los problemas bien planteados presentan mucho interés, o sea, que pequeñas variaciones de los datos experimentales no conlleven variaciones grandes en la solución (que existe y es única).


Surgen las preguntas: ¿pueden corresponder los problemas que no son bien planteados a algún problema de interés para la Física? y ¿qué valor científico puede tener la resolución aproximada de un problema cuya solución no depende continuamente de los datos del mismo?


Tales dudas surgen porque, comúnmente, se sobreentiende como solución aproximada de un problema, la solución exacta del problema que corresponde a condiciones aproximadas.


Consideremos el problema de determinar la derivada [image: image] a partir de valores aproximados de f(x) en un intervalo I de la recta real.


Por valores aproximados de f(x) y de z(x) entenderemos las funciones [image: image], respectivamente, tales que [image: image] son muy pequeños.


Veamos que una buena aproximación de f(x) medianteno [image: image] no conlleva una buena aproximación de z(x) mediante [image: image]. En efecto, si tomamos [image: image] entonces [image: image] puede ser tan pequeño cuan pequeño sea δ > 0, sin embargo, tomando [image: image] sen ωx, se tiene que [image: image] puede ser un número arbitrariamente grande, por ejemplo si tomamos [image: image] y δ muy pequeña. Fuego, no hay dependencia continua entre [image: image] y [image: image].


La razón en diferencias [image: image] aproxima a la derivada buscada con un error arbitrariamente pequeño, si h y [image: image] son suficientemente pequeñas. Aquí se sobreentiende que, para obtener una buena aproximación de [image: image] a partir del valor aproximado de [image: image] el error, δ debe ser suficientemente pequeño.


A pesar de que el problema planteado no tiene dependencia continua (luego, no es bien planteado), se puede indicar un método de aproximaciones a la solución buscada tan exactas como se quiera, a partir de condiciones aproximadas del problema suficientemente exactas.


En la Física, los problemas que no son bien planteados se encuentran con frecuencia al estudiar objetos que no pueden ser medidos directamente. En estos casos hay que hacer conclusiones sobre las características «z» de tales objetos, a partir de sus manifestaciones indirectas (físicamente determinadas) «u», que están al alcance de las mediciones experimentales y se relacionan con «z» mediante una dependencia funcional del tipo Az=u. Como resultado llegamos al problema de la elaboración de las observaciones, que es el problema inverso, y consiste en determinar las características «z» de los objetos a partir de los datos «u» del experimento. Muchos de estos problemas no son bien planteados. En particular, el problema de Hadamard, antes mencionado, tiene una relación directa con el problema inverso de la gravimetría (sobre la determinación de la forma de un cuerpo partiendo de la anomalía que ésta causa en la fuerza de gravedad).


El ejemplo citado sobre el cálculo de la derivada a partir de los valores de la función es típico de muchos experimentos en los que las mediciones se efectúan por el principio de acumulación.


Veamos a continuación dos problemas que no son bien planteados, porque la solución no depende continuamente de las condiciones de contorno o iniciales. Ellos son el Problema Dirichlet para a ecuación de ondas y el primer problema de contorno para la ecuación de la conducción del calor con tiempo negativo.


Problema de Dirichlet para la ecuación de ondas


Consideremos la ecuación de ondas (de la cuerda vibrante):


[image: image]


En el dominio R = {0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ α π}


[image: image]


FIGURA 1


Con las condiciones de contorno (condiciones de Dirichlet)


[image: image]


Evidentemente, u (x, t) ≡ 0 es solución de este problema.


Sea a-irracional fijo. Consideremos las soluciones siguientes (se encuentran por el método de separación de variables).


[image: image]


las cuales satisfacen las condiciones un(0, t) = un(π, t) = 0, n > 0


[image: image]


Existe una sucesión de números enteros pn, qn, tales que


[image: image]


Entonces, [image: image]


Aquí nos hemos basado en [image: image] para n suficientemente grande, o sea, ahora tenemos


[image: image]


Sin embargo, [image: image]


O sea, a pequeñas variaciones de las funciones de contorno (nulas) no corresponde una pequeña variación de la solución idénticamente nula.


Primer problema de contorno para la ecuación de la conducción del calor con tiempo negativo


[image: image]


en la banda t < 0, 0 ≤ x ≤ π


[image: image]


FIGURA 2


con la condición inicial u (x, 0) = φ (x), 0 ≤ x ≤ π


y las condiciones de contorno u (0,t)


(π, t) = 0, t ≤ 0.


Deben cumplirse las condiciones de concordancia [image: image].


Las funciones [image: image] satisfacen este problema para [image: image] además un (0,t) = 0 y un (π, t) = 0.


Para t < 0 las un (x, t) → ∞ si n → ∞.


Sea ahora u(x, t) la solución de nuestro problema con φ(x) suficientemente suave y ωn (x, t) la solución con la condición inicial [image: image] sen nx y las condiciones de contorno ωn(0,t) = ωn(π,t) = 0.


Notemos que, para n suficientemente grande, la función inicial φ(x) ha variado poco.


Escribimos [image: image] sen nx ωn → ∞ (n → ∞) para cualquier. t < 0 y 0 < x < π.


O sea que el primer problema de contorno para la ecuación de la conducción del calor cuando t<0 es en general no bien planteado. Físicamente eso corresponde con el hecho de que por lo regular el tiempo no es negativo.


Lo que ha pasado aquí es que se ha querido describir un proceso, por algunas de sus consecuencias, obtenidas como resultados de algunas mediciones, y no por las condiciones que lo provocan. Pues se ha querido determinar la temperatura (distribución de temperatura) en un cuerpo para t = –T0 < 0 a partir de su estado térmico para t = 0.


Los problemas que describen las ecuaciones en derivadas parciales tienen condiciones «íntimas» e independientes a la vez. Esto quiere decir que, muchas veces, es posible hallar soluciones para una determinada ecuación, pero resulta difícil que satisfagan las condiciones asociadas. Veamos un ejemplo que ilustra esta situación.


Consideremos una barra de metal delgada con longitud L, colocada en el eje x de un sistema de coordenadas x y:


[image: image]


FIGURA 3


Supongamos que se sumerge la barra en agua hirviendo, de modo que su temperatura sea de 100° C. Luego se extrae la barra y los extremos x = 0, x = L se mantienen dentro de hielo, de forma tal que se encuentren a 0° C, sin que se escape calor por la superficie de la barra; o sea, que dicha superficie está aislada. Nuestro objetivo es averiguar la temperatura de la barra en un punto cualquiera de ésta en un instante de tiempo dado.


Sea u(x,t) la temperatura de la barra, la cual evidentemente depende de la posición x sobre la barra, así como del tiempo t de la observación (medido a partir del instante en que la barra se hallaba a 100° C).


La formulación matemática de este problema conduce a una ecuación diferencial en derivadas parciales con las condiciones


u(0,t) = 0, u(L,t) = 0, u(x,0) = 100.


Como podemos ver, estas condiciones mantienen cierta «independencia» dentro del problema (la temperatura en los extremos de la barra es siempre de cero grados) y a la vez están íntimamente ligadas a él, pues influyen en la transmisión del calor en el sistema constituido por la barra y los extremos congelados, y no pueden separarse de él.


Lo que acabamos de exponer es característico no sólo para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales sino para los llamados Problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias. En estos problemas, el valor de la función buscada se da no en un solo punto (como en el caso de las condiciones inciales) si no en dos puntos, los cuales delimitan un segmento, en el que se requiere hallar la solución. Las evaluaciones de la solución en estos puntos se llaman condiciones de contorno o de frontera.


Consideremos el problema del movimiento de un objeto de masa m sobre el cual se ejerce una fuerza dada F (t, r, r′), donde t es el tiempo, r = r(t) la posición del objeto en el instante t, y [image: image]
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