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Capítulo 1

Ângulos e triângulos



Neste livro, trataremos de trigonometria e funções trigonométricas. Mas o que esses nomes significam? A palavra “trigonometria” se origina da fusão dos termos gregos trigōnon, que significa “triângulo”, e metron, que significa “medir”. Assim, pode-se dizer que trigonometria é a ciência que se ocupa de medir triângulos. Mais especificamente, o objetivo dessa área da matemática é estabelecer relações entre as propriedades métricas – isto é, aquelas que podem ser mensuradas com uma régua – e os ângulos.


Sendo esse estudo extremamente antigo, há inúmeras aplicações da trigonometria nas mais diversas áreas, como construção civil, astronomia e navegação. Em geral, o princípio é sempre o mesmo: deduzir o valor de medidas extremamente grandes usando como referência objetos muito menores.


A proposta deste capítulo é estabelecer a linguagem e os conceitos necessários para desenvolver uma teoria que possa ser aplicada a esses exemplos. Com isso, no devido tempo, entraremos em campos mais abstratos, como o das funções trigonométricas, que extrapolam para contextos muito mais gerais objetos que, inicialmente, estão intrinsecamente ligados à geometria dos triângulos. 


1	Primeiros conceitos geométricos


O desenvolvimento de nossa teoria requer um ponto de partida. Se começarmos pela geometria plana clássica, cujos conceitos servem de base para definir as grandezas de interesse da trigonometria, seremos rapidamente capturados por uma cadeia descendente de conceitos que parece não ter fim. 


Por exemplo, na célebre obra Os elementos, primeira sistematização escrita da geometria e da aritmética a prezar pelo encadeamento lógico dos seus conteúdos, Euclides introduziu as noções de axiomas e postulados. Para ele, os axiomas eram quatro fatos lógicos considerados autoevidentes, enquanto os postulados eram uma série de cinco propriedades fundamentais a partir das quais os demais resultados deveriam ser construídos (EUCLIDES, 2009).


Até hoje, essa é a filosofia de trabalho da matemática como ciência: definidos os objetos de interesse, deduzimos suas propriedades por meio de argumentações lógicas válidas e do encadeamento de resultados já estabelecidos (EVES, 2004).


Aqui, vamos começar adquirindo familiaridade com pontos, retas e algumas construções básicas que podem ser feitas com ambos os elementos, ilustradas sempre que for conveniente. 


Assim, chamaremos de “ângulo” a figura formada por duas semirretas com uma origem em comum, como se vê na figura 1. Orientamos as semirretas com um sentido positivo de percurso. Ao fazer isso, passamos a chamá-las de “raios”.


Figura 1 – O ângulo PÔQ
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Introduzimos a seguinte linguagem: 



		A origem comum O é o vértice do ângulo.

		Os raios são os lados do ângulo. Ao marcarmos dois pontos P e Q sobre eles, podemos denotá-los por [image: ] e [image: ], respectivamente.

		O ângulo propriamente dito é indicado por um circunflexo sobre o vértice. Se o ângulo ao qual estamos nos referindo fica claro pelo contexto ou figura, basta escrever Ô. Porém, se for necessária maior especificidade, podemos usar como referência pontos sobre os lados. Por exemplo: PÔQ.




Alguns casos especiais dessa definição são ilustrados na figura 2: quando os raios apontam em sentidos opostos, temos um ângulo raso; quando eles coincidem, temos um ângulo nulo ou de volta inteira.


Figura 2 – Ângulos raso (à esquerda) e nulo (à direita)
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No segundo caso, o uso de nomes tão antagônicos para o mesmo fenômeno merece atenção. Isso ocorre devido aos aspectos cognitivos embutidos na noção de ângulo: intuitivamente, temos uma ideia de giro, ou volta, associada a esse conceito (ALBUQUERQUE, 2017). 


Assim, quando os lados do ângulo caem sobre o mesmo raio, podemos entender tanto que não saímos do lugar como que demos uma volta inteira e retornamos à posição original. Trazer uma descrição quantitativamente precisa desse fenômeno é um dos motivos pelos quais somos levados a introduzir uma medida para os ângulos. 


2	Medidas angulares


Existem duas formas principais de associar medidas a ângulos: utilizando graus ou radianos. A primeira, além de ser mais intuitiva e talvez até mais familiar, auxilia na construção da segunda.


Para determinar a medida em graus de um dado ângulo Ô, começamos escolhendo uma circunferência concêntrica a ele, ou seja, cujo centro é o vértice O. É importante observar que podemos escolher qualquer circunferência que satisfaça essa condição, independentemente de seu raio. Uma vez fixada essa escolha, percebemos que os dois lados do ângulo interceptam a circunferência em dois pontos, determinando uma fração de seu comprimento total, que denominamos “arco”.


Por convenção, um ângulo de 1º é aquele que determina um arco correspondente a 360 avos da circunferência total.


Desse modo, a medida de um ângulo em graus é determinada pela quantidade de frações equivalentes a 1/360 da circunferência total que “cabem” no arco por ele determinado. O verbo “caber” tem aqui um sentido relativo, pois não é necessário que o arco determinado por um ângulo consista em um número inteiro, nem sequer racional, de tais frações. Em geral, essa medida será um número real, que podemos determinar com certa precisão. O instrumento utilizado para isso é o transferidor.
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Um leitor atento poderia agora colocar a seguinte questão: no caso do ângulo nulo, ou de volta inteira, quando as duas intersecções com a circunferência coincidem, o correto é atribuir uma medida de 0º ou de 360º? 


A resposta é: depende. Essa escolha é arbitrária, sendo feita de acordo com o contexto. O importante é manter coerência na terminologia: se nos referimos a esse ângulo especial como nulo, então sua medida é 0º; se optamos pela ideia de volta inteira, então sua medida é 360º.












Um problema prático que surge nesse momento diz respeito à ausência de um fator de conversão entre graus e unidades de distância. Pense em um aparato comum em laboratórios, tal como mostrado na figura 3: um transferidor fixado à base de um pêndulo, cujo fio mede l = 40 cm. 


Figura 3 – Um pêndulo físico
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Com ele, é possível determinar o deslocamento angular, em graus, entre dois pontos do movimento. Mas como descobrir a distância efetivamente percorrida pela massa presa ao fio?


Esse tipo de problema levou a outra forma de medida angular – os radianos –, introduzida conceitualmente a partir do século XVIII, sendo, portanto, relativamente moderna se comparada aos demais entes geométricos (QUINTANEIRO; GIRALDO; PINTO, 2010). Assim como no caso dos graus, começamos nossa construção escolhendo uma circunferência concêntrica a Ô, de qualquer raio.


Por convenção, a medida do ângulo em radianos é a razão entre o comprimento do arco por ele subentendido e o raio da circunferência. Ou seja, a medida Ѳ de um ângulo em radianos serve como fator de conversão entre o comprimento do arco subentendido na circunferência e seu raio r:


[image: p12]


Assim, obter a medida de um dado ângulo em radianos é estabelecer quantas vezes o raio da circunferência cabe no arco que ele determina. Em particular, um ângulo de 1 radé aquele que subentende na circunferência um arco cujo comprimento é exatamente igual ao raio.


Como a medida de um ângulo em graus é definida como uma fração equivalente a 1/360 da circunferência, é automático deduzir que nela cabem 360º. Já a definição do radiano não deixa claro quantos radianos cabem na circunferência, nem se essa medida depende da circunferência utilizada como referência. 


Para esclarecer essas questões, precisamos recorrer a um resultado milenar: o comprimento total C de uma circunferência, quando dividido por seu diâmetro, resulta em uma constante universal, denotada por π (a letra grega “pi”). Essa constante é um número irracional, cujas primeiras cinco casas decimais são 3,14159…. Lembrando que o diâmetro é o dobro do raio r, esse resultado pode ser expresso como:
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