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Platón escribe en el Epinomis que entre todas las artes liberales y las ciencias teoréticas, la más importante y divina es la ciencia de los números: y preguntándose por qué el hombre es el animal más sabio, respondía: “porque sabe contar”.

PICO DELLA MIRÁNDOLA, Discurso sobre la dignidad del hombre.

A MIS HIJOS DANIEL Y GABRIELA, QUE SABEN CONTAR.


Presentación

La Colección Educación UC es una contribución de la Facultad de Educación de la Pontificia Universidad Católica de Chile y Ediciones UC a la labor cotidiana de los profesores en ejercicio, que nace del convencimiento sobre la necesidad de contar con textos que orienten el trabajo práctico de los educadores en terreno. Cada uno de estos títulos es fruto de investigación interdisciplinaria actualizada y de la puesta en práctica de las propuestas concretas que ellos ofrecen.

Este libro surgió motivado por una pregunta pedagógica específica del autor: ¿qué podemos enseñar cuando enseñamos Matemáticas? En lugar de responder recurriendo a habilidades transversales, disciplinares o a contenidos específicos, él nos invita a enseñar un concepto matemático determinado, el de pensamiento recursivo. La forma que el autor ha escogido para introducir a los lectores -profesores y estudiantes- en este pensamiento es invitándolos a recorrer algunos de los principales hitos que históricamente han logrado los matemáticos. De ahí que este libro comienza con la actividad que llamamos contar, mostrando cómo el pensamiento recursivo se construye de manera tan concreta que es posible verlo en esta actividad. El recorrido continúa por la aritmética pitagórica tal y como ha sido transmitida por Boecio en sus Instituciones Aritméticas publicadas en el siglo V d. C., profundizando en los números figurados: su construcción recursiva y las propiedades aritméticas que satisfacen. Finalmente, el otro hito que el autor ha escogido para enseñar a aprender a pensar recursivamente es el Triángulo de Pascal; se ofrece la primera traducción al español de este texto y un comentario matemático detallado que enfatiza sus conexiones con los números figurados. Este paso por el triángulo de Pascal está precedido por una discusión acerca de lo que él entendía por espíritu de la geometría.

A través de esta colección, la UC realiza un nuevo aporte a la comunidad escolar, como parte de su compromiso público con la educación del país, que esperamos los docentes puedan aprovechar para potenciar estas temáticas y sus prácticas pedagógicas en las salas de clases.

Lorena Medina Morales, decana Facultad de Educación UC.


Prefacio

Aprender Matemática. Esto es lo que queremos provocar con este pequeño libro. Dos ideas claves lo atraviesan. La primera es que el desarrollo de la Matemática debe estar basado en el procedimiento más simple que todo niño y niña aprenden: contar. La Matemática es una secuencia de afirmaciones. Se parte de un símbolo básico, por ejemplo |, que representa el numeral uno. Se continúa concatenando barras para así obtener los siguientes numerales: dos, tres, ... Es un procedimiento que nunca termina. Muchas de las proposiciones matemáticas se construyen sobre esta base. Esto es lo que se llama intuicionismo matemático.

La segunda idea básica que atraviesa este libro es que los primeros aprendizajes que debemos transmitir a nuestros estudiantes tienen que estar relacionados con los primeros aprendizajes que históricamente se desarrollaron en esta área. Es por eso que en este texto iremos aprendiendo, paso a paso, parte de la antigua aritmética pitagórica, cuyos desarrollos datan al menos del siglo V a. C. Luego haremos un salto y volcaremos nuestra mirada al año 1654, cuando Blaise Pascal publicó su Triangulus Arithmeticus. Veremos cómo parte de la aritmética pitagórica está contenida en el triángulo aritmético de Pascal. La idea será reescribir ciertos enunciados pitagóricos en términos del triángulo aritmético. Será importante adquirir y, como el mismo Pascal decía, ejercitar esta habilidad de reescribir para así poder deducir nuevas relaciones entre nuevos tipos de números, siempre a partir del triángulo aritmético.

Aprender Matemática. Si escucháramos esta expresión en griego, sonaría redundante. En efecto, hay una antigua definición de Matemática transmitida por Anatolio, obispo de Laodicea por el 280 d. C., que dice así:

Los peripatéticos dicen que la retórica y la poesía, así como la totalidad de la música, pueden entenderse sin instrucción (μαθόντα) alguna; pero nadie puede adquirir los conocimientos de los temas llamados con el nombre especial de Matemática (μαθήματα) si primero no ha seguido un curso de instrucción (μαθήσει) en ellos. Es por esta razón que el estudio de estos temas se llama Matemática (μαθηματικήν). Se dice que los pitagóricos dieron este nombre especial de Matemática (μαθηματικής) solo a la aritmética y a la geometría; previamente, cada una era llamada por su propio nombre, y no había un nombre común para ambas1.

Hemos insertado cinco palabras griegas en esta cita de Anatolio:

■ μαθόντα, que debe pronunciarse mazónta;

■ μαθήματα, que debe pronunciarse mazémata;

■ μαθήσει, que debe pronunciarse mazései;

■ μαθηματικήν, que debe pronunciarse mazematikén;

■ y, finalmente, μαθήματικής, que debe pronunciarse mazematikés.

Las palabras griegas μαθόντα y μαθήσει derivan del verbo μαθε[image: ]ν -léase mazéin-, que significa aprender. La palabra μαθήμα, que corresponde a la primera aparición del término Matemática en la cita anterior, deriva del verbo μαθε[image: ]ν, aprender. Literalmente significa: lo que es aprendido. Anatolio dice que estas relaciones explican el origen de la palabra μαθήματική, que se pronuncia como nuestra palabra española Matemática.

Aprender Matemática es, por tanto, aprender a aprender. Esta es la invitación, que solo requiere trabajo, pero uno constante y entusiasta.

Quiero finalizar estas palabras contando brevemente los diferentes orígenes que componen este libro. Partí traduciendo el Triangulus Arithmeticus de Pascal en el 2005, apoyado por un proyecto Fondedoc de la Pontificia Universidad Católica de Chile. Mi acercamiento a la aritmética pitagórica se vio motivado por el trabajo que pude desarrollar en el contexto de Penta UC, cuando, gracias al financiamiento del proyecto Fondef DO5I10398, generamos una serie de actividades de aritmética destinadas a niños y niñas de los primeros años de Enseñanza Básica que estaban motivados con la Matemática. Esto lo hicimos hacia el 2007, y luego probamos varias de estas actividades y razonamientos recursivos con estudiantes de Enseñanza Media en varios de los cursos de Penta UC, que pude dictar hasta el año 2013. Este libro intenta consolidar todo ese material, que entusiasmó a muchos estudiantes y que tiene la ambición de entusiasmar a tantos más que se acerquen al mismo.
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PARTE I

Antes del método están los contenidos: aspectos fundantes


CAPÍTULO 1. LA SECUENCIA DE NÚMEROS NATURALES

En los números naturales se plantea, en su forma más sencilla, el problema del conocimiento.

HERMANN WEYL (1885-1955).


1.1. En el principio están los números naturales

Aprender Matemática, aprender a aprender. Esta invitación la concretaremos en torno al aprendizaje de un concepto matemático fundamental, la recursividad. ¿Por qué escogemos un concepto en lugar de una serie de temas matemáticos presentes, por ejemplo, en un currículum de Matemática?

Comencemos distinguiendo entre metodología de enseñanza/aprendizaje y organización de los contenidos que serán enseñados. Parece haber variados esfuerzos por mejorar o innovar en los aspectos metodológicos de la enseñanza de la Matemática. Pero también pareciera que estos intentos no se cuestionan el fundamento filosófico subyacente a los contenidos matemáticos mismos. Solo un ejemplo, que sin duda conoces: ¿sabes por qué los alumnos, desde sus primeros acercamientos con la Matemática, aprenden a relacionar grupos de objetos por medio de flechas? Técnicamente, están haciendo biyecciones (relaciones uno a uno). Pues bien, lo hacen porque, explícita o implícitamente, los contenidos matemáticos se organizan siguiendo la escuela formalista-estructuralista de Matemática, la cual se ha desarrollado fuertemente durante el siglo XX, y uno de sus objetivos es estudiar las propiedades del continuo y de los números transfinitos. Nunca, durante su escolaridad, los alumnos se enfrentarán a estos conceptos, aunque sí aprenderán ciertos rudimentos matemáticos que están basados en dichos conceptos.

En este libro quisimos comenzar preguntándonos por la organización de los contenidos matemáticos. Para ello adoptamos la llamada postura intuicionista/constructivista, a saber, que la Matemática se basa en la actividad que denominamos contar.

La primera consecuencia de esta opción es entender que la Matemática es todo lo que se ha desarrollado hasta el día de hoy. La Matemática tiene, por tanto, una relación con la historia de la humanidad. La segunda consecuencia se conecta con el proceder matemático propiamente tal: la Matemática consiste en una secuencia finita de argumentos, comenzando en un punto inicial, para luego ir deduciendo, según unas determinadas reglas, proposiciones válidas.

La enseñanza de la Matemática es, por lo tanto, secuencial no solo en la concatenación de los contenidos, sino también en la organización, aprendizaje y enseñanza de los mismos. Enseñar Matemática significa

(i) enseñar a identificar y fijar reglas por medio de las cuales construimos objetos matemáticos, y

(ii) caracterizar las propiedades que satisfacen las secuencias de dichos objetos.

Les proponemos vivenciar esta experiencia con la aritmética por medio de dos desarrollos históricos precisos:


La aritmética pitagórica, desarrollada hacia el siglo V a. C.

El triángulo aritmético de Pascal, publicado en 1654.



Estos dos grandes temas tienen ciertas intersecciones con el currículum nacional de Matemática, pero no están motivados por el mismo. Al contrario, el concepto de recursividad se desarrolló en el contexto de estos temas. Pero antes de comenzar con los contenidos, queremos introducir algunos elementos básicos del intuicionismo o constructivismo matemático, que notarás, subyacen a los contenidos en cuestión.

En este capítulo proporcionaremos el principio general que subyace a las ideas expuestas en este libro, a saber, la actividad que denominamos contar, enfatizando tres consecuencias pedagógicas que surgen de dicho principio: la primera consecuencia, normatividad, enfatiza el hecho de que la aritmética se sustenta en leyes que deben ser seguidas; la segunda consecuencia, principio de inducción, enfatiza el modo de razonamiento que permite establecer la validez de proposiciones aritméticas, y la tercera consecuencia, eticidad, muestra que al enseñar aritmética enseñamos ética, pues enseñamos a actuar bajo normas.


1.2. ¿Qué subyace a la construcción de los números naturales?

Desde hace unos 10.000 años, la humanidad ha introducido y desarrollado la aritmética contando. Contar significa crear una secuencia de símbolos llamados numerales. Cada uno de nosotros utiliza los numerales en el muy bien conocido procedimiento que llamamos contar objetos. La secuencia más simple de objetos puede construirse usando un único símbolo, digamos |. Así, el procedimiento de contar corresponde a la siguiente secuencia:

|, | |, | | |... (uno, uno-uno, uno-uno-uno...). (1-1)

La introducción de estos numerales es independiente de la existencia de las palabras utilizadas para designarlos en la propia lengua materna. De hecho, si fuésemos a un país donde se hable, por ejemplo, holandés o francés, no entenderíamos las palabras holandesas o francesas para referirnos a la secuencia (1.1). Sin embargo, tanto los que hablamos español, como los que hablan holandés y los que hablan francés, comprenderían que la secuencia (1.1) es una representación del procedimiento que llamamos contar2. Tampoco el uso de esta secuencia de barras | necesita ser considerado como una extensión de la propia lengua. Lo que sí es seguro es que se trata de un nuevo uso de símbolos.

El procedimiento de contar es diferente de la mera introducción de numerales individuales, como por ejemplo | | | o | | | | |. Reconocer la diferencia es fundamental para entender cómo el procedimiento de conteo es la base de la Matemática en el sentido que ella se construye a través de una concatenación normada de determinados objetos.

El uso de los numerales-barras para contar constituye una actividad razonable. ¿Qué queremos decir con esto? Que se trata de una construcción que comienza con un numeral-signo, por ejemplo |, y que luego procede de acuerdo con una regla que establece que a cada cadena de símbolos se le debe concatenar una barra adicional. De forma más específica, la secuencia de numerales (1.1) se obtiene aplicando las siguientes reglas:


(a) Comenzamos por |.

(b) Si hemos llegado a la cadena de símbolos que denotamos por n, entonces obtenemos la secuencia de símbolos n |.



Estas reglas podemos incluso representarlas simbólicamente como sigue:

[image: ] (1-2)

donde n es una variable para cadenas de símbolos construidos por medio de estas reglas, y ⇒ significa la actividad que hay que realizar3.

La construcción de los cinco primeros numerales-barra se realiza aplicando estas reglas de la siguiente manera:

[image: ]

Los numerales son, por tanto, figuras que se construyen de acuerdo con la regla (1.2). A partir de esta regla de construcción es que las siguientes afirmaciones son verdaderas o válidas:

| es un numeral.

Si n es un numeral, entonces n | es un numeral. (1-3)

Es importante enfatizar la diferencia entre una regla y una afirmación o proposición:

■ una regla no es ni verdadera ni falsa, solo normativa,

■ una afirmación o proposición aritmética es verdadera cuando es construida utilizando la regla prefijada.

Evidentemente, en la práctica no es posible producir una cantidad arbitraria de signos siguiendo esta regla (por ejemplo, representar una secuencia que contenga cien mil millones de barras), pero esto solo se debe a que nuestras vidas son muy cortas, o que el papel que necesitamos para dicha representación es insuficiente, o algún impedimento similar. Es por ello que hoy utilizamos las figuras 1, 2, 3,... para representar las cadenas |, | |, | | |, ..., respectivamente. Estos signos son llamados números naturales. Gracias a las proposiciones (1.3) podemos afirmar lo siguiente sobre los números naturales:

| es un número natural.

Si n es un número natural, entonces n | es un número natural. (1-4)

Estas proposiciones las continuamos escribiendo utilizando el símbolo | porque los signos 1, 2, 3... no son esenciales para entender dos aspectos fundamentales subyacentes a la regla (1.2):

1. La regla (1.2) proporciona una definición constructiva de los números naturales, lo cual evita, por una parte, concebirlos como objetos aislados con especificaciones conceptuales determinadas y, por otra parte, muestra que dichos números se basan en un procedimiento que tiene relaciones explícitas con una actividad concreta.

2. Con la regla (1.2), cualquier cantidad de signos concatenados es teóricamente posible. En otras palabras, podemos afirmar que de acuerdo con esta regla, una cantidad infinita de números es posibles. Toda persona tiene esta intuición básica y, por lo general, la expresa diciendo que todo número natural tiene un sucesor, que sigue siendo un número natural. Esto último significa que el sucesor de un determinado número natural puede a su vez tener un sucesor pues, de acuerdo con la proposición (1.4), sigue siendo un número natural.

Las palabras del matemático constructivista holandés L. E. J. Brouwer (1881-1966) nos servirán para resumir las consideraciones hechas hasta ahora:


“Uno, dos, tres...”, conocemos de memoria la secuencia de estos sonidos como una fila sin fin, es decir, que continúa por siempre de acuerdo a una ley que se sabe es fija.

Al lado de esta secuencia de sonidos-imágenes poseemos otra secuencia que procede de acuerdo a una ley fija, por ejemplo, la secuencia de los signos escritos 1, 2, 3...
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