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Presentación

El poder del pensamiento matemático

Es un gusto para mí presentar a ustedes la quinta antología temática de la revista ¿Cómo ves? Como las anteriores antologías, esperamos que sus textos amenos y accesibles, así como su atractivo e informativo diseño, apoyen la labor docente en el bachillerato de nuestro país y en el de toda América Latina.

Debe destacarse que el tema que ahora nos ocupa, las matemáticas, no la eligieron los editores ni los profesores, sino los propios estudiantes de educación media superior. A través de las redes sociales de ¿Cómo ves? los jóvenes han expresado su interés y la necesidad de contar con esta antología. Para atender su solicitud, Claudia Hernández García, parte del equipo de ¿Cómo ves?, matemática y comunicadora de la ciencia, se dio a la tarea de revisar los programas de estudio del bachillerato UNAM y con base en ellos seleccionó 51 artículos que en esta edición se reúnen en ocho secciones.

Los lectores encontrarán gran variedad de tópicos, entre ellos las dificultades que no pocos tienen con el estudio de las matemáticas, a qué se deben éstas, así como en qué consiste esta disciplina y sus innumerables posibilidades. Los números; el álgebra; el análisis matemático; la lógica; la geometría y la topología, y la probabilidad y la estadística desfilan en estas páginas a través de relatos, juegos y retos, sin olvidar sus aplicaciones en múltiples campos del saber ni a muchos de los personajes que han contribuido al desarrollo de las matemáticas.

Estamos convencidos de que los estudiantes y los profesores, así como el público en general que quiera acercarse a esta disciplina, disfrutarán la presente antología y podrán apreciar el poder del pensamiento matemático en las ciencias, en las artes, en la vida cotidiana.

Agradecemos a todos los autores e ilustradores de esta antología facsimilar, a los equipos y personas de la DGDC de la UNAM que trabajaron para su publicación, así como el apoyo de carácter institucional que se recibió para hacerla posible.

César A. Domínguez Pérez Tejada

Director General de Divulgación de la Ciencia

UNAM


Introducción

Matemáticas para todos

Si eres de los que piensa que las matemáticas sólo son números y ecuaciones, esta antología te demuestra que son mucho más que eso. Aquí encontrarás una colección de textos seleccionados para mostrar que las matemáticas son una ciencia cuya definición y alcance han cambiado varias veces a lo largo de sus miles de años de historia y, sobre todo, que su desarrollo está íntimamente ligado al de la humanidad.

Alguna vez las matemáticas, en efecto, se dedicaron exclusivamente a los número, pero esto fue en la época de los egipcios y babilonios, hace aproximadamente 4 000 años. Con la llegada primero de la geometría y luego del álgebra, su campo de estudio comenzó a extenderse. Durante el Renacimiento fueron la herramienta esencial para entender y describir los fenómenos naturales. De manera transversal en el tiempo, las matemáticas también se estudiaron en sí mismas y no sólo sus aplicaciones. Así que para finales del siglo XIX las matemáticas se habían convertido ya en el estudio de los números, las formas, el cambio, la estimación, el espacio y hasta de las ideas que surgen de nuestra imaginación y que no tienen ningún vínculo con la realidad, así como de los métodos que se habían desarrollado para estudiar esos conceptos. En los últimos 30 años se ha gestado una nueva visión que define a las matemáticas como la ciencia de los patrones. En estas páginas encontrarás textos relacionados con todas estas concepciones y momentos de la historia matemática.

Los griegos no se limitaron al ámbito utilitario de las matemáticas, es decir, al desarrollo de técnicas para contar y medir. Para ellos, las matemáticas constituyeron una actividad intelectual y se dieron a la tarea de entender cómo estudiar esos conceptos. Ellos encontraron la forma de corresponder ideas con enunciados que podían demostrarse lógicamente por medio de argumentos formales. Esta visión dio origen a la estructura lógica-deductiva que hoy en día constituye la base fundamental de las matemáticas, y de la ciencia en general. En esta antología también se han incluido artículos a este respecto.

Aunque la selección de textos se hizo de acuerdo con los programas de estudio de nivel bachillerato, el lenguaje en el que están escritos es apto para todo público. Esperamos que su lectura contribuya a desmitificar esta disciplina del conocimiento humano y a mantener presente que su desarrollo continúa hoy en día.

Claudia Hernández García

Matemática y comunicadora de la ciencia
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¡No se me dan las matemáticas!

Por Mario Sánchez Aguilar
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Ilustraciones Eva Lobatón



Si tienes este problema, debes saber que hay solución. La enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas no dependen solamente del estudiante y el profesor. Intervienen muchos otros factores y el primer paso es identificarlos.

¿Te cuestan trabajo las matemáticas? No estás solo: a muchas personas se les dificulta aprender esta materia tan importante. Por suerte, esto puede tener remedio. Hoy en día existe una disciplina de las ciencias sociales llamada didáctica de las matemáticas o matemática educativa cuyo objetivo es entender por qué tantos niños, jóvenes y adultos de todo el mundo tienen ese problema.

Hace algunos años, la dificultad para aprender matemáticas se achacaba a que el alumno era un burro, o a que tenía malos profesores (los profesores tendían a favorecer la primera interpretación). Hoy las cosas están empezando a cambiar. Los investigadores en didáctica de las matemáticas nos han ayudado a entender que enseñar y aprender matemáticas es un proceso muy complejo que no sólo depende del estudiante y del profesor. También influyen factores físicos, psicológicos, sociales, políticos, económicos, institucionales y emocionales, que es importante identificar para ponerle remedio a la epidemia de alergia a las matemáticas.

Lo que no se dice

El salón de clases es una comunidad. Como cualquier comunidad organizada, tiene sus reglas. Algunas se comunican explícitamente: “hay que traer regla y compás” o “no pueden usar calculadora en el examen”. Sin embargo, hay otras que no se anuncian, pero que de todos modos influyen en el aprendizaje de los estudiantes; son reglas implícitas, que se establecen cuando el profesor y los alumnos entran en el salón de clases con la intención de estudiar matemáticas. He aquí un ejemplo clásico.

Alrededor de 1980 un grupo de investigadores franceses propuso el siguiente problema a varios grupos de alumnos de entre siete y 10 años de edad: “En un barco hay 7 cabras y 5 ovejas. ¿Qué edad tiene el capitán?” Está claro que los datos no bastan para contestar la pregunta. Es más, los datos ni siquiera son pertinentes; el número de ovejas y de cabras que haya en el barco no tiene que ver con la edad de su capitán. Sin embargo, la mayoría de los alumnos se esmeró en encontrar respuestas a como diera lugar. Así, ofrecieron resultados como 7 x 5 = 35. El capitán tiene 35 años.

¿Por qué casi todos los niños contestan el problema, si éste no se puede resolver? La explicación no es que los niños sean burros o no hayan leído con atención el enunciado. Que se sientan obligados a ofrecer cualquier respuesta, aunque sea incorrecta, se debe a una de esas reglas implícitas que influyen en las expectativas de los estudiantes cuando están en la clase de matemáticas. La regla dice (sin decirlo) que cuando el profesor propone un problema, éste siempre está bien planteado y tiene solución. Como los alumnos esperan que el problema tenga solución, tratarán de encontrarla usando los datos del enunciado. Que el problema sea absurdo simplemente no entra dentro de lo concebible.

En un salón de clases hay otras reglas tácitas como la de este ejemplo que hacen que los profesores y los estudiantes de matemáticas se comporten algunas veces de maneras inesperadas. Identificarlas te podría servir para mejorar tu desempeño, y a tus maestros para afinar sus métodos didácticos.


[image: Image]



Metáforas engañosas

Hace algunos años, me encontraba dando una clase de matemáticas a un grupo de muchachos de secundaria. Estábamos estudiando la gráfica de la función matemática llamada logaritmo. La gráfica de esta función tiene la peculiaridad de que, conforme la variable x se hace más pequeña, la curva se va acercando cada vez más al eje y, pero sin tocarlo nunca. En matemáticas se dice que la gráfica se acerca asintóticamente al eje y, o bien que éste es un asíntota de la función.

En eso un estudiante me interrumpió. ¿Cómo era eso posible? Se puso en pie y caminó hacia la pared explicando: “Si yo me acerco a la pared, aunque sea con pasos chiquitos, llegará un momento en que la tocaré. ¿Cómo es posible que la gráfica de la función se acerque y se acerque, pero nunca llegue al eje?”

Este muchacho estaba experimentando lo que se conoce como un conflicto cognitivo, una contradicción entre lo que sabía y lo que se le mostraba. Yo le pedía que aceptara como válida una idea que es matemáticamente correcta, pero que resultaba contradictoria para él. La investigación en didáctica de las matemáticas ha mostrado que cuando los estudiantes se enfrentan a una idea demasiado abstracta (como la asintoticidad), para tratar de entenderla muchos tratan de relacionarla —o incluso sustituirla— con otra idea más simple y tangible (como el acercarse a una pared). El problema es que este proceso natural del aprendizaje —el recurrir a lo conocido para asimilar lo desconocido— puede llevarnos a esperar que la idea abstracta se parezca en todo a la idea tangible con que la sustituimos. Pero una persona que se acerca a una pared real no es como una curva que se acerca a una “pared” matemática. Una diferencia fundamental es que la curva es una serie de puntos sin dimensiones igual que el eje, mientras que una persona y una pared son cosas voluminosas: por debajo de cierta distancia (por ejemplo, una milésima de milímetro) ya no tiene sentido decir que la persona y la pared no se están tocando. Esperar que las dos ideas sean idénticas puede cerrarte el paso al aprendizaje de la idea nueva en vez de facilitarlo.
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Gráfica de la función f(x) = log(x)



Trampas de las palabras

Otros obstáculos al aprendizaje provienen de la manera de presentar los problemas en clase. Las palabras y los ejemplos que usa un profesor para explicar un tema matemático afectan la comprensión de los estudiantes, pero no siempre de manera positiva. Tomemos como ejemplo el concepto matemático de conjunto. Muchos profesores y libros de texto acostumbran representar los conjuntos como colecciones de objetos físicos.
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Esta representación escolar es útil para introducir y estudiar algunos otros conceptos relacionados, por ejemplo, los de subconjunto e intersección de conjuntos. Sin embargo, puede hacer creer a los estudiantes que un conjunto matemático tiene las mismas propiedades que una colección de objetos físicos, lo cual no siempre es cierto. Un conjunto matemático puede contener un número infinito de elementos (como el conjunto de los números naturales) y hasta elementos imposibles de contar (como el conjunto de los números reales), lo que nunca ocurre con las colecciones de objetos, por numerosos que sean.

Así también, a algunos estudiantes se les puede dificultar el concepto de conjunto vacío (representado por Ø). La idea de conjunto sin elementos contradice la idea intuitiva de colección de objetos: no puede haber una colección de nada.

Ideas preconcebidas

Hay obstáculos al aprendizaje de las matemáticas que surgen cuando, al querer profundizar tu conocimiento, tus viejas ideas sobre el concepto matemático que quieres ampliar te empantanan. Consideremos la multiplicación aritmética.

En los primeros años de escuela aprendes que cuando se multiplican dos números naturales (por ejemplo, 6 y 3) el producto siempre es mayor que cada uno de los factores. Sin embargo, cuando intervienen fracciones esto no es cierto. Si multiplicamos 6 x ½ el resultado es 3, que es menor que 6. Para extender tu concepto de la multiplicación a los números fraccionarios tienes que abandonar la idea antigua de que un producto siempre es mayor que sus factores. No es fácil desechar ideas que te han servido. Así, los viejos conocimientos que en cierto contexto fueron útiles pueden convertirse en un lastre para avanzar en el aprendizaje.

Oportunidades

Algunos investigadores en didáctica de las matemáticas han argumentado que las políticas económicas de los gobiernos pueden afectar negativamente la motivación de los estudiantes y por lo tanto generar obstáculos de aprendizaje.

Se llama foreground (del inglés: “en primer plano” o “en posición importante”) al conjunto de oportunidades que el estudiante obtiene como consecuencia de su situación social, política y cultural. Pero no las oportunidades reales y objetivas ofrecidas por el contexto del estudiante, sino las que el estudiante percibe como reales y alcanzables. El foreground de un estudiante incluye sus metas en la vida, así como las oportunidades de desarrollo que vislumbra en su futuro. Cuando las políticas económicas de una sociedad producen desigualdad en la distribución del bienestar y la riqueza entre sus habitantes, unos sectores de la población tendrán menos oportunidades de desarrollo que otros. Esto afectará directamente su foreground, y por lo tanto su motivación para aprender. La investigadora colombiana Paola Valero narra en su tesis de doctorado una anécdota que lo ilustra.

Durante un viaje a Bogotá para hacer observaciones en salones de clases de matemáticas, Valero tuvo que sustituir a un profesor en una escuela de escasos recursos. En la clase había dos chicos que no trabajaban en las actividades matemáticas propuestas, sólo miraban la hoja de trabajo y se reían. Paola trató de convencerlos de que hay buenas razones para estudiar matemáticas, pero uno de los chicos le contestó: “La única clase en la que quiero poner atención es inglés porque quiero salir de este maldito país e irme a Estados Unidos”.

Tu motivación para estudiar matemáticas puede estar directamente ligada a la presencia de éstas en tu foreground. En otras palabras, si en el futuro que proyectas no parece que vayan a figurar las matemáticas, ¿para qué estudiarlas? (Quizá te sorprenda saber que sea cual sea el futuro que quieres para ti, las matemáticas te serán de gran utilidad).

Las condiciones económicas y sociales ejercen una gran influencia en lo que el individuo desea (y no desea) aprender. Si un estudiante percibe que las aspiraciones y esperanzas de desarrollo que su familia, la sociedad y el gobierno le ofrecen son limitadas o nulas, dicha percepción puede influir negativamente en su foreground y, como consecuencia, afectar su disposición a aprender.
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Cómo lo sabemos

La didáctica de las matemáticas aplica métodos y teorías importadas de otras disciplinas académicas tales como la psicología, la sociología, la filosofía, la historia, la semiótica, la lingüística, la ergonomía y otras. Esto se debe a que el proceso de enseñar y aprender matemáticas, como dije arriba, es complejo. Veamos dos ejemplos que muestran cómo se aplican métodos de disciplinas externas en el estudio de fenómenos relacionados con la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas.


[image: Image]

Representación de un profesionista de las matemáticas realizada por un estudiante de bachillerato mexicano.



En didáctica de las matemáticas, como en las propias matemáticas, se estudian cosas intangibles; por ejemplo, las ideas de las personas acerca de las matemáticas y quienes las ejercen. Estudiar estas ideas es importante porque influyen fuertemente en las actitudes hacia esta disciplina. Sin embargo, al ser las ideas cosas que sólo existen en nuestra mente, es necesario estudiarlas de manera indirecta.

Un grupo de investigadores mexicanos del Instituto Politécnico Nacional, en el que participo, está indagando qué ideas tienen sobre los matemáticos los estudiantes de bachillerato de esa institución educativa. Para eso hemos recurrido a un método propio de la psicología que consiste en pedir a los estudiantes que dibujen a una persona cuya profesión sean las matemáticas (en el estudio evitamos la palabra matemático para no inducir el género masculino en los dibujos de los estudiantes). Este método de investigación nos da acceso a las ideas que los estudiantes tienen sobre la apariencia del matemático (¿usa lentes?, ¿tiene un peinado extravagante?), sobre las actividades que realiza (¿es profesor?, ¿trabaja en una empresa?, ¿qué herramientas utiliza para desempeñar su trabajo?) y sobre su género.

Uno de los resultados que hemos encontrado hasta el momento es que muy pocos estudiantes dibujan mujeres. Esto confirma la existencia de estereotipos de género en la percepción de los matemáticos entre los jóvenes mexicanos.

Otra área de investigación dentro de la didáctica de las matemáticas consiste en analizar la actividad cerebral de las personas cuando estudian o resuelven tareas matemáticas. Esto se puede hacer con métodos provenientes de la neurociencia cognitiva, y en particular con técnicas de imagen por resonancia magnética, espectroscopía del infrarrojo cercano y seguimiento de ojos. Por ejemplo, existen estudios que se enfocan en determinar qué regiones del cerebro se activan cuando niños y adultos resuelven tareas aritméticas. Este tipo de estudios ha mostrado que cuando una persona empieza a desarrollar su conocimiento aritmético, tienden a entrar en funcionamiento nuevas áreas del cerebro.

Soluciones y propuestas

Muchos de los resultados de la investigación en didáctica de las matemáticas sólo tienen validez local. Se ha encontrado que dependen del contexto social y cultural en el que han surgido. Así, una recomendación didáctica que es válida en un salón de clases urbano con estudiantes de clase media puede no producir los mismos resultados en un salón de clases de la sierra del estado de Guerrero. Esta falta de generalidad ha impedido que los resultados de la didáctica de las matemáticas lleguen a los sistemas educativos. Otro factor es que los resultados de investigación se divulgan poco entre las autoridades políticas y educativas.

Pero también hay recomendaciones pedagógicas producidas por la didáctica de las matemáticas que sí se pueden generalizar. Los obstáculos de aprendizaje mencionados están presentes en muchos estudiantes sin importar sus antecedentes sociales o culturales. Una recomendación pedagógica muy importante que se ha desprendido de la investigación sobre obstáculos de aprendizaje es que, contra lo que piensan muchos educadores, no hay que luchar contra ellos. Es mejor que los identifiques y los confrontes. Los contraejemplos y las actividades didácticas que producen conflictos cognitivos, como el que la curva logarítmica produjo en aquel muchacho, son una manera de ayudarte a que aprendas a controlar el efecto de tus ideas intuitivas en tu aprendizaje de las matemáticas.


MÁS INFORMACIÓN

• aprendiendomatematicas.com

• red.ilce.edu.mx



Por otra parte, los conceptos pueden representarse de distintas maneras; por ejemplo, una función puede representarse mediante una gráfica, una tabla de valores numéricos, una fórmula algebraica o incluso de manera verbal. La investigación en didáctica de las matemáticas ha evidenciado que cuando un estudiante es capaz de representar, reconocer y manipular un concepto matemático en distintos contextos de representación (gráfico, numérico, algebraico, verbal), su comprensión se hace más sólida. Por ello los profesores deben propiciar en los ejercicios en clase y en las tareas que sus estudiantes reconozcan y manipulen los conceptos matemáticos en distintos contextos. A esto puede contribuir el software didáctico; un buen ejemplo es el programa gratuito GeoGebra, que ayuda a establecer conexiones entre representaciones geométricas y algebraicas; es decir, entre gráficas y ecuaciones. Lo puedes descargar de la página www.geogebra.org.

Así, tener dificultades para aprender matemáticas no es ser tonto, ni flojo. Se puede ser una persona muy capaz, pero que en matemáticas padece alguno de los obstáculos de aprendizaje que ha revelado la investigación. Una vez identificados estos obstáculos, los estudiantes y los profesores pueden buscar maneras de superarlos. El problema tiene solución. [image: Image]

Publicado en ¿Cómo ves? Núm. 153, agosto 2011.

Mario Sánchez Aguilar estudió la maestría en Matemática Educativa en el Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (IPN) y tiene un doctorado por la Universidad de Roskilde, Dinamarca. Actualmente trabaja como profesorinvestigador en el Centro de Investigación en Ciencia Aplicada y Tecnología Avanzada del IPN.



El león no es como lo pintan

Por Ignacio Barradas
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Ilustraciones Atenayhs Castro



¿Cuál es la raíz cúbica de 658 503? Si te lleva más de un minuto calcularla, este artículo es para ti, y para cualquiera que se interese en conocer la verdadera naturaleza de las matemáticas.

Es sorprendente que si preguntamos a la gente cuál es el significado de la palabra matemáticas, de inmediato conjeturan que debe ser “el estudio de los números”, o bien “tratado sobre las fórmulas”. Haz el experimento a tu alrededor y verás lo que ocurre. Estas conjeturas son explicables sobre todo porque pocas veces se aprende en la escuela cuál es la esencia de las matemáticas. Pero ¿de dónde proviene y qué significa la palabra matemáticas?

Si bien su etimología no es tan directa como la de otra palabras científicas, hay dos palabras similares que explican un poco de su significado: matema y matein, ambas de origen griego. La primera es un sustantivo y significa algo así como “lo que hay que saber”. En la antigua Grecia se iba a la escuela para aprender matema, pero no como una de las materias, sino como todo un conjunto de conocimientos. En ocasiones se traduce la palabra matema como “la ciencia”, pero esta traducción es desafortunada porque hoy en día la mayoría de la gente, cuando oye la palabra ciencia, piensa en “lo que hacen los científicos”, no en algo que tenga que ver con cada uno de nosotros. Así, nos quedamos mejor con el significado de “lo que hay que saber”. Volvamos ahora a matein, un verbo que no tiene traducción directa al castellano, pero se puede traducir como “pensar bien” o “saber pensar”. Estamos ahora en posición de aventurar una traducción de la palabra matemáticas. La que a mí más me gusta es: “saber pensar sobre lo que hay que saber”. Observa que no menciona nada sobre fórmulas, números, despejes algebraicos, etc. Lo importante en las matemáticas es pensar.

El placer de pensar

¿A quién no le gusta pensar? ¿Quién está dispuesto a defender en público que no es bueno para pensar o que la naturaleza no lo favoreció con esa capacidad? Difícilmente encontraremos a alguien. ¿Por qué entonces tanta gente afirma que es mala para las matemáticas o que éstas son sólo para algunos privilegiados? Una posible explicación es que en la escuela se enfatiza demasiado la parte mecánica y muy poco el pensamiento.

Si aprendemos recetas que no entendemos, no estamos aprendiendo matemáticas sino ocultándolas, y torturándonos inútilmente, y digo inútilmente porque ese supuesto aprendizaje no será usado nunca. Las matemáticas son ideas, no recetas ni pases mágicos que sólo algunos pocos afortunados entienden. Por ejemplo, ¿cuántas personas adultas conoces que hayan usado fuera de la escuela el método “de la casita” para calcular una raíz cuadrada? Si no son maestros de matemáticas es probable que no encuentres a ninguna. Aun entre los maestros de matemáticas son pocos lo que han usado dicho método. El problema con la raíz cuadrada es que nuestro sistema educativo occidental ha elegido para calcularla un método poco claro para la mayoría, si bien hay que mencionar que existe un fundamento teórico del tema que lo relaciona con los productos notables y algunas otras ideas algebraicas. Pero en la escuela sólo nos enseñan la receta.

Veamos un método alternativo para sacar, no sólo raíz cuadrada, sino cualquier raíz que se quiera.

Toda raíz encuentra su leñador

Toma un número cualquiera, por ejemplo el 815. Por simple observación es posible que se nos ocurra que la raíz cuadrada de 815 debe ser un número algo menor que 30, ya que 30 x 30 = 900. Pero si no sabemos eso, tampoco importa. Tomemos una primera aproximación de la raíz, como cualquier número que nos parezca bueno, por ejemplo el 25. Si calculamos 815 / 25 = 32.6, sabemos entonces que la raíz de 815 es un número entre 25 y 32.6, ya que, si ambos números fueran más grandes que la raíz, su producto sería mayor que 815, pero es justamente 815. Con un argumento similar puede uno convencerse de que ambos números no pueden ser menores que la raíz de 815. Así, la raíz de 815 está entre 25 y 32.6. Esta misma idea —utilizada con la primera aproximación— será ahora repetida con un nuevo valor.

Tomemos nuestra segunda aproximación como algún número entre 25 y 32.6, por ejemplo, su punto medio: 27 o 28. No importa la elección, el método funciona de cualquier manera, aunque es conveniente tomar números en el centro del intervalo en cuestión; eso garantiza que la aproximación al número correcto sea más rápida. Tenemos ahora nuestra nueva aproximación, digamos 28. Tomamos nuevamente 815 / 28, que es aproximadamente 29.107. Ahora sabemos que la raíz de 815 se encuentra entre 28 y 29.107. ¡Ya nos vamos acercando!

Tomemos como nueva aproximación el 28.5 y calculemos 815 / 28.5, que es aproximadamente 28.596. Si deseamos continuar nuestra búsqueda de nuevas aproximaciones, podemos tomar un número entre los dos últimos que calculamos, es decir, entre 28.5 y 28.596, digamos 28.550. Entonces 815 / 28.550 nos da la aproximación 28.546. Podríamos entonces continuar con el 28.548 y el 815 / 28.548, y así sucesivamente hasta alcanzar la precisión deseada.

Cuadrados y rectángulos

¿A quién se le ocurrió este método y qué representa? No sabemos la identidad del descubridor de este método, que ya era usado por los babilonios más de 2 000 años antes de nuestra era, pero sí podemos decir que era alguien que entendía muy bien las matemáticas, esto es, pensaba muy bien. La interpretación geométrica del método es muy interesante. Sacar la raíz cuadrada de un número equivale a encontrar el lado de un cuadrado cuya área es el número original. La raíz del número es el lado del cuadrado. Al tomar una primera aproximación (25 en el ejemplo) y el cociente del número original entre dicha aproximación (en el ejemplo 815 / 25) lo que se está construyendo es un rectángulo con el área deseada (815), y lados 25 y 815 / 25. Si los lados del rectángulo obtenido no son iguales (pues de otra manera ya habríamos terminado), se busca un rectángulo, uno de cuyos lados tenga una longitud entre la de los lados del rectángulo anterior, y que tenga la misma área. En el ejemplo, se obtuvo el rectángulo de lados 28 y 815 / 28, con la propiedad de que el lado de longitud 28 tuviera una longitud entre 25 y 815 / 25. Repitiendo este proceso, se obtienen rectángulos de lados cada vez más cercanos en longitud a los de un cuadrado (o sea, cada vez más iguales).
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Revisa este método con cuidado y verifica que eres capaz de reproducirlo con otros ejemplos. ¿Crees que una vez entendido el método sea fácil que se te olvide? ¿Por qué? Si no sólo se aprende algo en forma mecánica, sino que también se comprende, será más difícil olvidarlo. Incluso si se llega a olvidar, la asociación con las ideas que lo explican permitirá en muchos casos deducirlo nuevamente.

Si quieres saber cómo aplicar este método para calcular alguna otra raíz, considera el siguiente ejemplo, con la raíz cúbica de 1 237. Se toma alguna primera aproximación, por ejemplo 15, y se calcula 1 237 / (15)2, que es aproximadamente 5.497. El hecho que este cociente sea menor que 15 significa que se excedió respecto a la raíz cúbica de 1 237. Así, se elige entonces un número entre 15 y 5.497, por ejemplo 10. Se calcula 1 237 / (10)2, que es 12.37. Tomando como siguiente aproximación algún número entre 10 y 12.37, por ejemplo el 11, en el siguiente paso se obtendría 1 237 / (11)2, que es cercano a 10.223. La siguiente aproximación entre 10.223 y 11 podría ser 10.7, que es un número que coincide ya en el primer decimal con la raíz buscada. La aproximación se puede continuar tanto como se desee. Inténtalo también con alguna otra raíz. Te aseguro que si entendiste el método, podrás reconstruirlo cuando te sea necesario.

Respuestas veloces

Para algunos números es muy fácil calcular su raíz cúbica o quinta. A la pregunta ¿cuánto es la raíz cúbica de 658 503?, es posible contestar en unos segundos: 87. ¿Quieres saber cómo se calcula rápidamente la raíz cúbica de algunos números, como el 658 503?

Bien, observa que si sabemos los cubos de los números del 1 al 10, también sabemos los cubos de los números 10, 20, 30, hasta 100. Para ello, estudia la siguiente tabla:









	
número (n)


	
cubo (n3)


	
(n × 10)3





	
1


	
   1


	
   1 000





	
2


	
   8


	
   8 000





	
3


	
  27


	
  27 000





	
4


	
  64


	
  64 000





	
5


	
 125


	
 125 000





	
6


	
 216


	
 216 000





	
7


	
 343


	
 343 000





	
8


	
 512


	
 512 000





	
9


	
 729


	
 729 000





	
10 


	
1 000 


	
1 000 000







Los números en la segunda columna son los cubos de la primera, mientras que en la tercera columna están los cubos de los números 10, 20, 30, etc. (el número original multiplicado por 10). Si quitamos tres ceros a cada uno de estos últimos, obtenemos los cubos de los números del 1 al 10. Con esta observación sabes que si “los miles” de una cantidad están entre dos cantidades de la segunda columna, las decenas de su raíz cúbica son el número menor de los correspondientes de la primera columna.

En nuestro ejemplo, si nos fijamos en “los miles” del número 658 503, tenemos 658, que se encuentra entre el 512 y el 729 en la segunda columna, por lo tanto, la decena de su raíz cúbica es el número 8 de la primera columna. Ahora sólo tenemos que descubrir cómo calcular las unidades de la raíz cúbica. Pero esto también es fácil si observamos una peculiaridad de las unidades al elevar un número al cubo.

Toma un número terminado en 1. ¿En qué cifra termina su cubo? También en 1. Lo mismo ocurre si el número original termina en 0, 4, 5, 6 o 9. Pero no así con los números terminados en 2, 3, 7 y 8. En estos casos, sin embargo, también hay una regla que puedes descubrir haciendo algunos ejemplos. Si un número termina en 3, su cubo termina en 7, y viceversa. Por otro lado, si un número termina en 2, su cubo termina en 8, y viceversa. Verifícalo en algunos ejemplos. En este caso ya tenemos todos los elementos para calcular rápidamente las raíces cúbicas de algunos números.
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Apréndete los cubos de los números del 1 al 10 (o hasta el número que quieras, pues esta idea también funciona para números más grandes). Pide a un amigo que piense en un número entre 1 y 100 (o entre 1 y 10 veces el número hasta el cual te hayas aprendido los cubos) y dile que te indique sólo el resultado de elevarlo al cubo y que tú adivinarás el número con el que empezó, es decir, le dirás la raíz cúbica del resultado. Lo que tienes que hacer es, primero, quedarte con “los miles” del número que te diga, y revisar mentalmente en tu lista para ver qué número te da las decenas. Posteriormente, con la última cifra del resultado que te dé, usa la tabla para saber la cifra de las unidades.

Nadie creerá que lo puedes hacer en unos segundos, cosa que no es difícil si entendiste la explicación anterior.

Si dominas este truco, puedes también hacerlo para los números del 0 al 1 que tengan una cifra decimal. En nuestro ejemplo, si sabemos que la raíz cúbica de 658 503 es 87, de la misma manera sabemos que la raíz cúbica de 658.503 es 8.7, o que la raíz cúbica de 0.658503 es 0.87. Esta última observación indica que también es posible sacar rápidamente la raíz cúbica de un número que fue obtenido como el cubo de una cantidad entre 0 y 1, con dos cifras de decimales. Las posibilidades y variaciones son enormes, pero todo depende del grado de comprensión de las ideas.








	
número


	
terminación





	
0


	
0





	
1


	
1





	
2


	
8





	
3


	
7





	
4


	
4





	
5


	
5





	
6


	
6





	
7


	
3





	
8


	
2





	
9


	
9







Entrénate

Una vez comprendidas las ideas, y no sólo su parte mecánica, podemos decir que las matemáticas sirven para cualquier actividad humana, pues el pensar, y con ello resolver problemas, es útil en cualquier área del conocimiento humano. Las matemáticas son un entrenamiento para pensar.

Por eso, siempre que aprendas algo de matemáticas, pregúntate no sólo por el método, sino por las ideas que están detrás, es decir, descubre las matemáticas como son… ¡las matemáticas son ideas! [image: Image]

Publicado en ¿Cómo ves? Núm. 59, octubre 2003.

Ignacio Barradas es doctor en Matemáticas y Biología, e investigador del Centro de Investigación en Matemáticas (CIMAT) del sistema SEP-CONACYT en Guanajuato, Gto.



Cu4ndo las mat3máticas t3 odi4n
(y el sentimiento es mutuo)

Por Natasha Lozano de Swaan

¿Puede aprender matemáticas una persona que batalla con las operaciones numéricas más sencillas?

En noviembre de 2006 se comunicaron conmigo de una prestigiada universidad privada de la Ciudad de México y me pidieron ayuda para trabajar con un alumno de quinto semestre. Pepe había logrado buenas calificaciones, pero se enfrentaba con tener que dejar la institución si no pasaba la materia de estadística, única materia de matemáticas de su carrera.

A los pocos días Pepe se presentó conmigo y empezamos un diagnóstico sobre sus capacidades de aprendizaje. Fue evidente que su pensamiento era muy estructurado, con conocimiento amplio de vocabulario y buena redacción (mejor que el promedio de su edad); planeaba, organizaba y era capaz de construir razonamientos verbales complejos como pensamiento hipotético (“si pasara esto, entonces sucedería esto otro…”). Estos razonamientos, que manejaba sin dificultad alguna en el área verbal y escrita, también se usan en el mundo de las matemáticas, pero en cuanto empezamos el trabajo con aritmética, se desplomaron su asertividad y su seguridad y fue incapaz de realizar los ejercicios.
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Muchos de los estudiantes que me visitan tienen grandes dificultades con las fracciones. Muy frecuentemente se puede rastrear el fracaso académico de un estudiante, e incluso que escoja una carrera “sin números”, a un conocimiento defectuoso de las fracciones. Pero en el caso de Pepe el problema comenzaba desde la aritmética más básica.

Inteligencia maleable

Yo estudié física en la Facultad de Ciencias de la UNAM. A la mitad de la carrera tomé una maravillosa clase de biofísica y física médica impartida por la profesora Rosalía Ridaura Sanz, en la que aprendimos, entre otras cosas, cómo se transmiten los impulsos eléctricos entre las neuronas. Recuerdo cómo me apasionó el tema y cuántos interrogantes me despertó, pero nunca sospeché que lo que me enseñó Rosalía Ridaura iba a estar tan relacionado con mi trabajo profesional. Desde hace más de 12 años soy consultora para el aprendizaje y en mis sesiones uso algunos de los descubrimientos de la investigación sobre el funcionamiento del cerebro, empleo diferentes materiales para el trabajo cognitivo y aplico los conceptos e instrumentos que desarrolló el psicólogo Reuven Feuerstein para el enriquecimiento del potencial de aprendizaje.

En 2005, después de haber estudiado más de un año su metodología, tomé un curso con Feuerstein. No sólo me conmovió su compromiso por mejorar la calidad de vida de cada persona con la que lo vi trabajar, sino su pasión cuando nos comunicó uno de sus principios fundamentales: “El cerebro es plástico y se puede modificar de manera estructural a partir de una mediación adecuada” (véase ¿Cómo ves? Núm. 118). Para él la mediación es la intervención de una persona (o mediador), encaminada a formar o transformar el comportamiento del mediado (estudiante). Feuerstein, quien murió en 2014, creía que la inteligencia no es un atributo fijo del individuo: se puede modificar y hasta enseñar con la intervención adecuada.


CEREBROS MALEABLES


El cerebro, como los músculos, se puede modificar con ejercicio. Pero a diferencia de los músculos, que sólo aumentan de volumen, el cerebro cambia también de estructura. Cuando aprendemos algo nuevo, las neuronas se ramifican y sus interconexiones se alteran, como demostraron en 1964 Edward Bennett, Marian Diamond, David Krech y Mark Rosenzweig, de la Universidad de California, Berkeley, por medio de experimentos con ratas. Esta maleabilidad es la respuesta de la evolución a la necesidad del organismo individual de adaptarse a condiciones que cambian y resolver problemas novedosos. Desde 1964 hemos acumulado mucho conocimiento científico acerca de la plasticidad del cerebro que se está aprovechando para diseñar nuevas formas de enseñanza.

—S. R.





La raíz del problema

Pepe me contó que nunca había pasado ningún examen de matemáticas en toda su historia académica. Había sido un “niño problema” y sus padres lo habían tenido que cambiar de escuela una y otra vez, hasta que lo mandaron a una militar fuera de México con la esperanza de que la disciplina castrense lo contuviera. No funcionó. Parecía que el origen del problema era un rechazo a la autoridad, y eso explicaba por qué no lograba aprobar las materias, entre ellas las matemáticas. La única forma en la que logró acabar primaria, secundaria y preparatoria fue pasando de panzazo algunas materias y copiando o entregando trabajos extras en matemáticas. Nadie (más que él) se dio cuenta de su gran dificultad con los números hasta la universidad. Unos meses antes de conocernos, Pepe se sometió a un estudio psicológico en el que se le diagnosticaba discalculia, o trastorno del cálculo. Según el Manual Estadístico de Trastornos Mentales (DSM-IV), existen tres trastornos identificados que afectan la capacidad de aprendizaje: el trastorno de la lectura, el de la expresión escrita y el del cálculo. Este último se diagnostica cuando la capacidad de una persona para realizar cálculos se sitúa “sustancialmente por debajo de la esperada”, dados la edad cronológica, el coeficiente de inteligencia y la escolaridad propia de la edad del individuo.
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Para poder ayudar en casos como el de Pepe es necesario evaluar el nivel de comprensión de las matemáticas, y eso fue precisamente lo que hicimos. Uno de los ejercicios fue realizar una resta. Cuando restaba (con calculadora), no sabía qué número tenía que meter en la calculadora antes del signo menos. Es decir, no sólo no manejaba el algoritmo de la resta: ¡no entendía el concepto mismo de disminuir o quitar una cantidad a otra! Esto normalmente se comprende en segundo de primaria. Ya estimada la profundidad del problema, surgió la pregunta más importante: ¿podemos lograr en sólo cuatro meses (duración efectiva de un semestre universitario) que Pepe aprenda las matemáticas necesarias para pasar Estadística?

Empezamos el trabajo con los conceptos de suma y resta usando cuadritos de colores que lo ayudaron a construir desde lo concreto los conceptos de agregar o quitar cosas del mismo tipo. Tardó varias semanas en poder sumar y restar sin usar los cuadritos, pero a sus 26 años logró comprender por fin lo que nunca había entendido: era capaz de restar. A partir de este primer éxito, pudo realizar las operaciones de multiplicación y división, y en corto tiempo pasamos por las fracciones y el álgebra.

Durante ese semestre trabajamos con la ayuda de la psicóloga María Amparo Oliver y con el apoyo incansable de los padres de Pepe, que siempre estuvieron dispuestos a darle a su hijo una nueva oportunidad. El compromiso y la perseverancia de Pepe fueron maravillosos. Nos divertimos, pero también sufrimos: el primer parcial de Estadística lo reprobó. “Como siempre”, dijo, pero luego pasó el siguiente, y el último examen lo aprobó con 10. Dos años después, Pepe se recibió y fue realmente un gusto ser invitada a su graduación y presenciar el inicio de una carrera que hasta hoy ha sido exitosa.

Ansiedad matemática y déficit de atención

Para resolver el problema de Pepe bastó una intervención psicológica y cognitiva; sin embargo, no todos los casos se tratan de la misma manera. De hecho, las causas del trastorno del cálculo pueden ser muy variadas: desde problemas genéticos que impactan el desarrollo de zonas del cerebro involucradas en el proceso de representar o manipular matemáticas (la zona occipito-temporal, el lóbulo temporal y la corteza prefrontal) hasta problemas de ansiedad matemática: un estado de tensión, nervios, miedo y bloqueo mental que experimenta un individuo en situaciones relacionadas con las matemáticas.

Daniela tenía 11 años cuando la conocí. Era una niña dulce, muy tímida, que se enfrentaba a un problema de bajo rendimiento escolar que estaba mermando su autoestima. En las primeras sesiones fue claro que le costaba mucho seguir instrucciones verbales o escritas. Tampoco podía expresar sus ideas de manera clara, no sólo por carencia de vocabulario apropiado, sino porque le era muy complicado ordenar sus ideas de manera estructurada. Con Daniela, el problema parecía vincularse principalmente con su memoria de trabajo, o memoria de corto plazo. Ésta es la memoria que nos ayuda a recordar una cantidad limitada de datos justo el tiempo necesario para resolver un problema. Un ejemplo de su uso es cuando retenemos un número telefónico mientras buscamos lápiz y papel para apuntarlo. Si en ese tiempo alguien nos llama o nos distraemos con algo, se nos olvidan los números. Varias cosas pueden afectar la memoria de trabajo, y parecía que Daniela quizá padecía trastorno por déficit de atención. Sin embargo, el diagnóstico y el tratamiento de este trastorno debe realizarlo un especialista psiquiatra, neuropsiquiatra o paidopsiquiatra (en el caso de niños).
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• Red Universitaria de Aprendizaje, UNAM: www.rua.unam.mx

• Pérez-Tyteca, Patricia, “Ansiedad matemática de los alumnos que ingresan en la Universidad de Granada”, https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2696965



Daniela fue con un especialista y un mes después de nuestra primera sesión comenzó a tomar medicamentos recetados por su médico. A partir del segundo mes disfrutamos (las dos) de una transformación radical en su forma de conocer el mundo. Podía poner atención, comprendía, planeaba, desarrollaba y terminaba problemas que antes le eran imposibles. Nuestro trabajo empezó a ser muy fructífero y logramos revisar los conceptos básicos de matemáticas que no había podido aprender en los años anteriores. Esto le permitió ponerse al nivel de sus compañeros y trabajar sin angustia con lo que estaba viendo en la escuela. Hace poco me contó que había terminado la preparatoria, que nunca más necesitó clases de matemáticas y que estaba estudiando una carrera de humanidades en una excelente universidad con muy buenas calificaciones.

¿Qué tan común es la dificultad para aprender matemáticas? Los estudios y estadísticas arrojan cifras dispares. En un artículo conocido como “Estudio de La Habana”, publicado en 2012 en la revista Developmental Psychology por un equipo de investigadores cubanos dirigido por el neuropsicólogo británico Brian Butterworth, se analizan los casos de discalculia en una población estudiantil y se encuentra que son entre el 3.4 y el 4.54 %. Si ésta fuera la única medida de deficiencias en el desempeño de la población en matemáticas, no sería tan grave (el porcentaje es más o menos igual que el de disléxicos). Sin embargo, en un estudio realizado por la Universidad de Granada en 2008 se encontró que el 60 % de los alumnos que ingresan a esa universidad padecen ansiedad matemática. Los autores, Patricia Pérez-Tyteca, Enrique Castro, Isidoro Segovia, Encarnación Castro, Francisco Fernández y Francisco Cano, definen ansiedad matemática como “la ausencia de confort que alguien podría experimentar cuando se le exige rendir en matemáticas”. Esta incomodidad se manifiesta como “tensión, nervios, preocupación, inquietud, irritabilidad, impaciencia, confusión, miedo y bloqueo mental”. Las personas que padecen ansiedad matemática, por lo general, no buscan aprender matemáticas, sino más bien se alejan de los cursos que mejorarían su desempeño y terminan eligiendo carreras que “no tengan números”.


DISCALCULIA Y MATEMÁTICAS


La discalculia (incapacidad de entender el valor de los números y las operaciones aritméticas más sencillas) es un obstáculo para desarrollar el gusto por las matemáticas, pero no es el único y no es muy común (afecta a 5% de las personas, aproximadamente). Tener discalculia no es ser menos inteligente: la padecen personas con cocientes intelectuales normales y memoria de trabajo intacta. Ni siquiera significa que uno sea negado para las matemáticas, que van mucho más allá de la simple aritmética. Los discalcúlicos pueden desempeñarse normalmente en otras habilidades relacionadas con las matemáticas, como geometría, estadística y programación. Pero la enseñanza de las matemáticas empieza con los números, de modo que el discalcúlico arranca con una desventaja que lo puede dejar rezagado toda la vida, a menos que se remedie.

En un artículo publicado en la revista Science en mayo de 2011, Brian Butterworth, Sashank Varma y Diana Laurillard sugieren que las conexiones neuronales necesarias para aprender aritmética se forman en parte como resultado de la interacción del cerebro con el entorno. Así, podría ser que el típico entorno escolar no esté brindando las experiencias necesarias para que el cerebro discalcúlico desarrolle la capacidad de aprender aritmética.

—S. R.





La Organización para la Cooperación y Desarrollo Económicos (OCDE) publicó en 2010 un análisis de los resultados en las pruebas PISA (prueba mundial de estudiantes de 15 años que evalúa el desempeño en matemáticas, ciencias y lectura), en el que se afirma que la incompetencia matemática tiene un costo sustancial para los países. La investigación de la OCDE demuestra que una mejora de sólo medio punto en la desviación estándar de la prueba PISA en las pruebas individuales de ciencias y matemáticas implica, por experiencia histórica, un incremento del 0.87 % en el producto interno bruto del país. Este estudio asegura que las personas que logran mejores resultados en ciencias y matemáticas tienen mejores empleos, mejor pagados y que en general son más felices.

Buenas noticias

Lo más importante es que, sea cual sea la causa del trastorno del aprendizaje —y en particular, del trastorno del cálculo—, hay estrategias, técnicas y procedimientos que pueden mejorar la calidad de aprendizaje de cualquier estudiante. Si a ti no te gustan las matemáticas, está bien; no eres el único. Lo que tienes que saber es que es muy probable que no seas discalcúlico y es muy posible que hayas padecido situaciones emocionales que te hicieron sentirte inseguro cuando trabajabas con matemáticas. Así es que, si tu pasión natural está en una disciplina con pocas matemáticas, lánzate. Pero si estás tomando decisones para tu carrera basado en que no te gustan las matemáticas, a lo mejor te estás precipitando y aún puedes encontrarles el gusto. ¿Quién sabe? Tal vez hasta se te abran nuevos panoramas. [image: Image]

Publicado en ¿Cómo ves? Núm. 223, junio 2017.
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Un paseo por las matemáticas

Por Concepción Ruiz y Sergio de Régules

Matemáticas y buen humor es la mezcla de El piropo matemático,1 libro del cual te ofrecemos dos textos breves.

La maldición de tos coches rojos

¡Ah, la probabilidad y la estadística, esos conceptos resbalosos como cáscaras de plátano! Interpretar el significado de una probabilidad o una estadística es como tocar el piano: resulta facilísimo hacerlo mal, y a guisa de prueba va un ejemplo.

Pensemos en el número de accidentes que ocurren en una vía rápida como el Periférico de la Ciudad de México, al cual recurriremos sólo por ser la que mejor conocemos. Digamos que el promedio fuera de 10 accidentes. ¿Qué quiere decir esto? Pues quiere decir que alguien se tomó la molestia de anotar el número de accidentes que ocurrieron cada día en un lapso de varios días, los sumó y dividió el resultado entre el número total de días que duró el pequeño estudio. El resultado fue 10. Sin embargo, se puede llegar al mismo resultado de muchas maneras distintas… de hecho, de un número infinito de maneras distintas. Si el periodo de observación es de dos días y ocurren 20 accidentes el primer día y ninguno el segundo se obtiene un promedio de 10 accidentes por día. Pero también se obtiene el mismo valor si el periodo de observación es de 100 días y cada día ocurren exactamente 10 accidentes. Por otro lado, ¿se efectuó el estudio en invierno, temporada de secas en la Ciudad de México, o durante la temporada de lluvias, cuando uno esperaría que aumentara el número de accidentes? Toda esta información es necesaria para interpretar correctamente el promedio. Pero los promedios tienen amnesia. No se acuerdan de dónde vienen.
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Así pues, ¿cómo hay que interpretar este resultado? ¿Querrá decir que la probabilidad de que un conductor cualquiera tenga un accidente en el Periférico es de una a 10? ¿O que, en un día cualquiera, se producirán exactamente 10 accidentes en el Periférico? Cabe contar el caso de un amigo que está convencido de que, si ya hubo 10 accidentes en el Periférico en un día dado, ya no tiene de qué preocuparse. Es como el agente de ventas que siempre volaba con una bomba en el portafolios porque le habían dicho que la probabilidad de que hubiera dos bombas en el mismo avión era prácticamente nula. La probabilidad, claro está, no se aplica a acontecimientos individuales (“eventos independientes” en el espantoso español de algunos libros de texto) y por eso nuestro amigo y el valeroso agente de ventas están errados como unos caballos. El número promedio de hijos por familia puede ser de 3.2, pero por más que uno se esfuerce no dará con un solo hogar en el que haya exactamente 3.2 niños.

El matemático francés Henri Poincaré escribió una vez que probabilidad es el nombre que damos a nuestra ignorancia. No podemos predecir el resultado de lanzar una moneda al aire, así que decimos que ambos resultados posibles —cara o cruz, águila o sol— tienen probabilidad ½. Empero, si conociéramos con toda precisión la posición y la velocidad iniciales de la moneda sería posible, en principio, predecir el resultado aplicando las leyes del movimiento de la física clásica. La información disipa el azar.

Y la información disipa también los errores, pero cuando se trata de probabilidades son pocos los informados. Ejemplo: todos hemos oído hablar de esa cifra estadística que dice que los coches rojos tienen más probabilidades de sufrir accidentes que los de otros colores. Al parecer, hay algunas compañías aseguradoras que cobran primas más elevadas por asegurar coches rojos (no lo podemos afirmar a ciencia cierta. Consultamos a una amiga experta en seguros y nos dijo que, al menos en México, no.) Pero seguramente no es el color lo que hace que un coche rojo se vea implicado en un accidente de tránsito. Debe de haber otra razón de que los coches rojos tengan mayor propensión a sufrir accidentes que otros coches. Veamos.

Se observa (eso nos dicen) que, estadísticamente, se producen más accidentes en los cuales alguno de los coches es rojo que accidentes con coches de otros colores. Los promedios, como hemos visto, pueden interpretarse de varias maneras. Muchas personas creen que hay una especie de sortilegio macabro que pesa sobre estos coches: la maldición de los coches rojos. ¿Será porque el rojo es el color del diablo?

Pero podríamos preguntarnos: ¿Qué clase de coche es rojo y quién lo conduce? Hace poco llevamos a cabo un pequeño experimento mientras íbamos en coche por el Periférico. Empezamos a tomar nota de todos los coches rojos que pasaban, marcando en la lista si eran deportivos o no. Resultó que los autos deportivos representan una fracción ligeramente mayor de todos los coches rojos que otras clases de vehículo. ¿Qué tipo de conductor se compra un coche deportivo? ¿Será posible que los coches rojos sean más propensos a los accidentes porque tienden a ser coches rápidos, y que los coches rápidos tienen mayor probabilidad de llevar un cafre al volante? Aquí caemos en el terreno de la especulación, pero no debe de ser demasiado difícil dirimir el asunto. ¿Alguien se apunta?

Un viejo problema que confunde

El poder que tienen las matemáticas para asombrarnos es… pues… eeeh… asombroso. Muchos resultados matemáticos muy bien establecidos son como una bofetada al sentido común. ¿Quién iba a pensar, por ejemplo, que se puede sumar un número infinito de términos y obtener un resultado finito como 1, o π? Sin embargo, así es. Se puede demostrar (y no es difícil verlo intuitivamente usando una calculadora) que el resultado de sumar 1/2 + 1/4 + 1/6 + 1/16 + 1/32 + 1/64 + …, y así sucesivamente hasta incluir un número infinito de términos de la forma ½n es, ni más ni menos, 1.

Sorprendente, quizá hasta increíble. Pero la demostración matemática no admite réplica. Una demostración matemática bien hecha es inapelable e, igual que los diamantes, es para siempre. Un resultado matemático no es una opinión, y por más que nos disguste nos lo tendremos que tragar como una medicina amarga. Ni modo. Pero ¡cuidado!: si la demostración está mal hecha la cosa cambia. En ese caso la moneda es falsa aunque parezca de oro y no tenemos que aceptarla.

¿Quieres probar una medicina de veras amarga? Acompáñanos en el siguiente ejercicio. Vamos a demostrar que 2 = 1.

Tomemos dos números, a y b, tales que a = 1 y que b = 1. Por lo tanto:

a = b

Ahora multipliquemos ambos lados por a:

a2 = ab

Luego restamos b2 de ambos lados:

a2 – b2 = ab – b2

Factorizamos de ambos lados:
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paso


	
1/2n


	
suma





	
1


	
+


	
0.5





	
2


	
+


	
0.75





	
3


	
1/8


	
0.875





	
4


	
1/16


	
0.9375





	
5


	
1/32


	
0.96875





	
6


	
1/64


	
0.984375





	
7


	
1/128


	
0.9921875





	
8


	
1/256


	
0.99609375





	
9


	
1/512


	
0.998046875





	
10 


	
1/1024


	
0.9990234375





	
11 


	
1/2048


	
0.99951171875





	
12 


	
1/4096


	
0.999755859375





	
13 


	
1/8192


	
0.9998779296875





	
14 


	
1/16384


	
0.9999389648438







Para interpretar mejor estos resultados podemos graficarlos. ¿Qué le sucede a la curva conforme va aumentando el valor de n? ¿Llegará a 1?
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(a + b)(a - b) = b(a - b)

Dividimos ambos lados entre (a - b):

(a + b) = b

Pero como a = b, entonces tenemos:

2b = b

Dividimos ambos lados entre b:

2 = 1

que es lo que queríamos demostrar, aunque fuera una locura.
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¿Nos crees? ¿Te pareció sólida la demostración? ¿Será este resultado de oro de 14 quilates, o de vil oropel? ¿Estás convencido de que tienes un ojo y dos narices, de que tú y tu pareja son uno solo en el sentido literal de la expresión, de que tú eres tú y otro al mismo tiempo? Para acabar pronto, ¿de veras es 2 igual a 1?

No sufras más: claro que no. Pero en ese caso debe de haber un error —o una trampa— en la demostración, ¿dónde está?

El problema viene del paso 5, en donde al dividir ambos lados entre a - b, hemos hecho —o mejor dicho, perpetrado— la horrorosa operación de dividir entre 0, pues habíamos supuesto que a es igual a b. Ahora bien, como sabes, dividir entre cero es tabú. ¿Por qué? Pues en primer lugar porque esa operación puede conducir a resultados absurdos como el que acabamos de “demostrar” (ahora sí entre comillas, porque una demostración con trampa no es una demostración). La moneda con la que te hemos querido pagar es falsa.

La división es, entre otras cosas, la operación inversa a la multiplicación. Así, cuando decimos que 15 ÷ 3 = 5, también estamos diciendo que 3 x 5 = 15. Cuando buscamos el resultado de una división, por ejemplo, 10 ÷ 2, lo que estamos haciendo es buscar un número que multiplicado por 2 nos dé 10. Entonces si hiciéramos la división 10 ÷ 0 lo que buscaríamos es un número que multiplicado por 0 nos diera 10. Ese número no existe, pues cualquier número multiplicado por 0 da 0. Por lo tanto dividir entre 0 es una operación que no tiene resultado y por eso puede conducir a cosas absurdas.

¿Tampoco nos crees que una suma infinita pueda dar un resultado finito?

Tienes razón en dudar: quien te ha engañado una vez te puede engañar otras veces. Por eso es importante estar bien versado en matemáticas y saber reconocer cuando una demostración está mal hecha y cuando una argumentación contiene errores de lógica (habilidad muy útil, por cierto, para pasar por el filtro de la razón las cosas que uno oye en el radio y la televisión).

Lo que sigue no es demostración, es sólo un ejercicio para convencerte. Hagamos una tabla con los valores sucesivos de ½n conforme n va tomando los valores 1, 2, 3, 4, … y la suma cumulativa en el paso n. [image: Image]

Publicado en ¿Cómo ves? Núm. 33, agosto 2001.
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El discreto encanto de las matemáticas

Por Redacción ¿Cómo ves?


Refiriéndose a las matemáticas, el teórico francés Henri Poincaré (1854-1912) escribió: “… sus adeptos encuentran en ellas placeres análogos a los que proporcionan la pintura y la música. Admiran la delicada armonía de los números y de las formas; se maravillan cuando un novedoso descubrimiento les proporciona una perspectiva inesperada; y la alegría que así experimentan ¿no tiene ésta el carácter estético, aunque los sentidos no desempeñan en ella un papel?”.

Veamos qué opinan, cómo entraron en ese mundo y por qué siguen en él algunos de esos adeptos, destacados matemáticos mexicanos, al concluir el Año Mundial de las Matemáticas.
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El suplicio de enfrentarse a los números

Juan José Rivaud, profesor e investigador del Centro de Investigación y Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, comenzó a interesarse en las matemáticas cuando cursaba el quinto año de primaria. “Al principio empecé a tener dificultades y se lo comenté a mi padre, quien, lleno de paciencia, me instó a ver que en matemáticas lo importante es entender, y que entender quiere decir hacer tuyas las ideas. Después de unas cuantas semanas el suplicio que representaba enfrentarme a los números o a las figuras geométricas se tornó en interés y placer. Cuando llegué a secundaria me tocó un excelente profesor de matemáticas, pero había un problema: la clase era temprano y nunca pude llegar a tiempo (creo que tampoco él); de cualquier forma, tomábamos el mismo tranvía al salir de la escuela y con él hablaba mucho de problemas de matemáticas. Este gusto por comunicarme con los demás ha sido una de las características de mi actividad matemática”.

Concepción Ruiz, coordinadora de la Sala de Matemáticas del Museo de las Ciencias Universum, de la UNAM, no recuerda por qué decidió estudiar matemáticas, pero no se arrepiente en absoluto de ello y tampoco de haberles dedicado tantas horas de su vida. “Creo que mucho tuvieron que ver los profesores y profesoras que tuve en la secundaria y en la prepa; lograron transmitirme la pasión que sentían y así me fui entusiasmando. Ni qué decir de los maestros de la Facultad de Ciencias, que no sólo lograron que me enamorara de las matemáticas sino que además lograron la parte más difícil en cualquier historia de amor: que me quedara con ellas para siempre”.

Ignacio Barradas, investigador del Centro de Investigación en Matemáticas en Guanajuato, del sistema SEP-CONACYT, cuenta que siempre le gustaron las matemáticas, pues disfruta el placer de entender cosas. “La abstracción y el placer de pensar sobre problemas, que finalmente son desafíos intelectuales, lo vi personalizado en las matemáticas, así que decidí estudiarlas”.

Carlos Prieto, investigador en el Instituto de Matemáticas de la UNAM, se dedicó a las matemáticas porque tuvo la enorme suerte de beneficiarse desde pequeño con el gozo, con el placer que significa entenderlas. “Mi familia creó un ambiente a mi alrededor que me confrontó desde chico con las matemáticas, con el placer de aprenderlas y con el deseo de enseñarlas. Además, durante la secundaria, tuve un Maestro (así, con mayúscula) de matemáticas que sabía matemáticas, cómo enseñarlas y que nos presentaba temas que rebasaban los programas oficiales y desafiaban nuestra inteligencia. Más tarde, en la Facultad de Ciencias, aunque comencé estudiando física, mis maestros de matemáticas me mostraron su gran belleza y sólo dedicándome a ellas podría apreciarlas en todo su esplendor. Todas estas vivencias me enseñaron que las matemáticas son más que una profesión, más que una especialidad; son, en sí mismas, un modo, un estilo de vida, que adopté y que me ha proporcionado satisfacciones intelectuales que difícilmente podría imaginar haber alcanzado de otra manera”.

Alberto Verjovsky, también del Instituto de Matemáticas de la UNAM, explica que desde pequeño tuvo inclinación por las matemáticas y estuvo fascinado por la geometría. “Mi papá me ponía problemas de lógica y matemáticas que me encantaba resolver. No sabía que había una profesión de matemático y por eso decidí estudiar ingeniería civil. Un día, un compañero me dijo que había asistido a una clase de cálculo diferencial excelente (impartida por Guillermo Torres) en la Facultad de Ciencias. Asistí y quedé impresionado con la claridad, belleza y utilidad del curso. Decidí cursar las dos carreras, de ingeniero y matemáticas, pero finalmente me quedé sólo como matemático.

¿Ciencia, arte, lenguaje o juego?

Juan José Rivaud considera que las matemáticas son más que eso: “¡Son la ciencia! pues proporcionan el marco teórico para poder plantear, entender y resolver muchos de los problemas de las otras disciplinas. Su poder explicativo y deductivo es algo que no deja de sorprendernos, y va desde ciertos momentos de la vida cotidiana hasta las preguntas más profundas acerca del origen del Universo. Las matemáticas no son fáciles, ¡ninguna actividad realmente interesante lo es!, pero no son imposibles y el entenderlas produce un gozo difícil de describir”.

Carlos Prieto explica que para él las matemáticas son tres cosas distintas. “En primer lugar, son ciencia, una ciencia especulativa y una ciencia experimental. La matemática propiamente dicha se genera al demostrar formalmente la afirmación, o contradecirla sobre la base de un contraejemplo. En segundo lugar, son un arte, en el sentido de que su generación, creación y comprensión implican la experimentación de sensaciones estéticas, de belleza. En tercer lugar, son un lenguaje, el lenguaje en el que está escrita la naturaleza. La física y la astronomía son disciplinas que por excelencia hacen uso del lenguaje matemático y que, además, han planteado preguntas cuya respuesta ha enriquecido el acer vo de conocimientos matemáticos. Hoy en día, sin embargo, no son éstas las únicas disciplinas que se formalizan con el lenguaje matemático. La biología, la química e, incluso, las ciencias sociales (la lingüística, la sociología y hasta el derecho) recurren a la modelación matemática, es decir, a la escritura de sus fenómenos, quizá simplificados, en el lenguaje de las matemáticas. Todo esto redunda en la propia matemática planteando nuevos problemas y generando nuevos conceptos.”
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LAS MATEMÁTICAS NO SON FÁCILES, NINGUNA ACTIVIDAD REALMENTE INTERESANTE LO ES, PERO NO SON IMPOSIBLES Y EL ENTENDERLAS PRODUCE UN GOZO DIFÍCIL DE DESCRIBIR.

Para Ignacio Barradas, la respuesta a esta pregunta depende de lo que entendamos por ciencia. “Personalmente prefiero pensar en ciencia como una actividad intelectual que pretende comprender y describir el mundo (no sólo físico) y sus fenómenos. Esto implica también la persecución y adquisición de conocimiento, de verdades y leyes generales. Con base en esta definición, las matemáticas son claramente una ciencia; son una actividad intelectual. Su característica adicional de que sea el lenguaje de otras ciencias sólo es reflejo de la suposición cada vez más insostenible de que hay una división entre las ciencias. La ciencia es una y las fronteras entre sus partes se irán desvaneciendo cada vez más.”

En lugar de proporcionar una definición, Concepción Ruiz prefiere dar una lista de ideas: “Son un lenguaje imprescindible para el estudio de todo lo que nos rodea, pues hay fenómenos que solamente pueden describirse en lenguaje matemático, pero no son sólo una forma de decir, también de preguntar, y sobre todo son una forma de pensar. A lo largo de la historia, la noción de lo que son las matemáticas ha ido cambiando hasta tener, hoy en día, gran cantidad de disciplinas, algunas muy distintas entre sí, englobadas en las matemáticas. Son una ciencia porque son rigurosas, porque son un juego que se juega con una serie de reglas previamente establecidas y que no pueden romperse así nada más; porque dan coherencia a otras ciencias y porque con ellas puede estudiarse, entenderse y transformarse lo que nos rodea. Pero, además, las matemáticas son en sí mismas un objeto de estudio profundamente apasionante”.

Alberto Verjovsky explica que “los más grandes científicos de todos los tiempos han debido utilizar las matemáticas, pues sus métodos, sus paradigmas, son utilizados universalmente en todo el resto de las ciencias hermanas. Las matemáticas usan métodos deductivos e inductivos y de hecho hasta experimentales. Por ejemplo, con el advenimiento de las supercomputadoras se han realizado experimentos numéricos y gráficos que antes eran impensables. Sería inconcebible cualquier descripción de la física, la biología o la química sin este instrumento especial. Pero las matemáticas no son sólo un instrumento, son una ciencia per se. Yo llegaría a decir que son la gloria del espíritu humano”.

Poesía de las ideas

¿Hay belleza en las matemáticas? Juan José Rivaud responde: “¡Claro que hay belleza!, ¿no la notan? Cuando vemos que alguien hace algo difícil pero da la impresión de no costarle ningún trabajo, sentimos un gran placer estético. En matemáticas sentimos eso cuando se nos presenta un problema que no tenemos la más remota idea de cómo solucionar, y alguien nos da un argumento que hace natural y transparente la solución. Hay sensaciones estéticas más complejas como, por ejemplo, la que tenemos al escuchar una sinfonía. El símil en matemáticas es cuando se nos presenta una teoría en donde todo aparece en su lugar, precisamente en el momento oportuno, y en donde las sorpresas adquieren otro significado al volver a leer”.

Carlos Prieto explica que para él las matemáticas son, entre otras cosas, un arte. “Me parece que la apreciación de Poincaré sobre los ‘adeptos’ de las matemáticas describe la belleza que guarda esta disciplina. No obstante, cabe mencionar esa belleza armónica de las matemáticas, ésta sí evidente a los sentidos, que surge en los fractales, los que con simples funciones algebraicas se generan en las pantallas de las computadoras. Alguna vez, cuando Dégas se quejaba de tener muchas ideas, pero de tener dificultad para hacer poesía con ellas, Mallarmé le respondió que la poesía no se hace con ideas, sino con palabras. Creo que ante esta afirmación de Mallarmé se podría agregar que las matemáticas son, precisamente, la poesía que sí se hace con ideas: las matemáticas son la poesía de las ideas.”
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LA BELLEZA DE LAS MATEMÁTICAS ES LA MISMA QUE ENCONTRARÍA UN BAILARÍN EN LA DANZA, UN LITERATO EN LAS LETRAS, UN ARQUITECTO EN LOS DISEÑOS.

Para Concepción Ruiz “… la belleza de las matemáticas es la misma que encontraría un bailarín en la danza, un literato en las letras, un arquitecto en los diseños. Su belleza es mucha porque están llenas de armonía y delicadeza; reside en que es una disciplina profundamente humana, hecha por los hombres y mujeres para su deleite. Pero sucede que quienes nos dedicamos a ellas nos hemos visto en la necesidad histórica de hacer permanentemente una apología de ellas, pues son siempre tachadas de monstruosas. La realidad es que si bien tienen una faceta de belleza indiscutible, también tienen una cara horrible, una parte en la que uno sufre; exactamente igual que lo que le ocurre a un bailarín que piensa que danzar es hermoso pero que no encuentra un ápice de disfrute al curarse las ampollas sangrantes de los pies”.

Ignacio Barradas parte de lo que dijera el matemático inglés G. H. Hardy (1877-1947): “no puede haber fealdad en las matemáticas”. “La belleza es algo que depende de la percepción y por tanto debe tener, como decía Santo Tomás, características que plazcan a los sentidos o al espíritu; perfección, proporciones adecuadas, claridad, etc. Pero los sentidos y el espíritu incluyen, en su definición más amplia, a nuestro intelecto. Así pues, si algo place al intelecto, será considerado como bello. Más aún, mientras más simple sea la fórmula que describe algo, mayor su fuerza. Piénsese por ejemplo en la belleza de la fórmula de Einstein, E = mc2. Si esta fórmula fuera muy larga, no sólo sería fea sino que seguramente no sería tan famosa. Einstein decía: una descripción matemática de algo debe ser lo más simple posible, pero no más simple. Aunque no necesita explicación, esta frase subraya el frágil equilibrio entre la belleza de una expresión matemática y su inutilidad si es demasiado complicada o muy simple”.

Alberto Verjovsky opina que los que trabajan con las matemáticas saben bien que se puede equiparar su importancia y utilidad con la belleza. “En general, los buenos resultados de las matemáticas siempre son aquellos que son bellos. Aquellos que carecen de belleza simplemente no han sido bien estudiados o bien entendidos. ¿Cómo puede uno no estar completamente sorprendido al encontrar belleza en el hecho de que la relación de un diámetro a la circunferencia de un círculo es una constante universal como pi? ¿Cómo puede uno no estar absolutamente fascinado por la existencia de esencialmente sólo tres sólidos platónicos: tetraedro, el cubo y el dodecaedro (y sus duales, icosaedro y octaedro)? ¿Cómo puede uno no estar absolutamente maravillado por el hecho de que los números primos se distribuyen de una manera que se puede precisar? ¿O la percepción de varias dimensiones que describen el mundo? ¿Por qué se puede construir un mosaico plano con hexágonos regulares? ¡Podría seguir ad infinitum!”.

En la vida cotidiana

Para Carlos Prieto las aplicaciones de las matemáticas en la vida cotidiana son múltiples. “Yo diría, incluso, que son inevitables. Desde el simple cálculo del interés simple o el cálculo menos simple del interés compuesto, hasta las muy sofisticadas matemáticas que sustentan la mecánica cuántica, cuya magia está detrás de los microprocesadores en las computadoras y otros sistemas inteligentes, hay todo un universo de ideas y conceptos matemáticos involucrados en casi todo el mundo que nos rodea. La geometría del diseño de vehículos cada vez más rápidos y eficientes; la teoría de números para codificar y asegurar transacciones financieras en cajeros automáticos; la topología que permite entender más formalmente estructuras bioquímicas en la biología molecular; pero también la aritmética sencilla que a cada momento usamos para hacer nuestras ‘cuentas’, o la geometría elemental que aplicamos en una infinidad de actividades, desde la manera estética de acomodar un platillo en la mesa hasta la decisión de tomar un camino óptimo para llegar a un lugar, son algunas de las asombrosas formas como la matemática aparece en nuestra vida cotidiana.”


[image: Image]



HAY UN UNIVERSO DE IDEAS Y CONCEPTOS MATEMÁTICOS INVOLUCRADOS EN VIRTUALMENTE TODO LO QUE NOS RODEA.

Ignacio Barradas explica que las matemáticas son una herramienta muy útil para describir fenómenos en el mundo físico. “Todo mundo sabe de las aplicaciones de la matemática a problemas de ingeniería o física, pero poca gente se detiene a pensar que muchos problemas en arqueología, biología, inmunología, ingeniería genética, etc. pueden ser descritos en una forma muy eficiente y práctica en términos matemáticos. La predicción de cosechas agrícolas o el diseño de estrategias de producción en una granja, el diseño de fármacos novedosos o un modelo matemático del oído, ojo o corazón humanos, son hoy en día rutinarios. Muchas herramientas tecnológicas tan útiles como las imágenes por resonancia magnética no serían posibles sin matemáticas, pero también el diseño eficiente de un videojuego o de un sistema de encriptamiento de información en internet o la elaboración de una película de ciencia ficción las requieren.”

Concepción Ruiz explica que las aplicaciones de las matemáticas son muchísimas, “desde aquellas que nos enseñan en la primaria hasta la posibilidad de sacar una nave al espacio para conocer Marte de cerquita. Y aunque su utilidad es indiscutible, y hoy en día no podríamos siquiera pensar en la tecnología que tenemos si no fuera, en buena medida, gracias a ellas, es fundamental señalar que su importancia no reside únicamente en su utilidad. Son ya parte inseparable de la cultura y del quehacer humano y deben concebirse no sólo como una gran herramienta sino como una creación que engrandece, sin duda, a la humanidad”.

Para Alberto Verjovsky “la matemática es omnipresente a tal punto que a veces no nos percatamos de su presencia. Por ejemplo, todos los días usamos el sistema decimal. Vemos configuraciones geométricas: rectas paralelas, círculos, triángulos, etc. Pero ¿cuál fue la geometría que se utilizó para hacer estas formas? De hecho, sin notarlo, usamos el sistema binario en las computadoras y en casi todo proceso de información digital. Todos los aparatos electrodomésticos, los vehículos, nuestros anteojos, nuestras computadoras, dependen de la matemática. ¿Cómo se calculó la trayectoria del satélite que me permitió ver los juegos olímpicos de Sidney?, ¿cómo se codifican las claves para la seguridad en mi correo electrónico y mi tarjeta de crédito?, ¿qué métodos estadísticos se usaron para hacer una encuesta de una elección (la cual supondremos limpia y democrática)?, ¿cómo es posible la medicina moderna sin las matemáticas que permiten, por ejemplo, tomar imágenes tomográficas de cualquier órgano? En todo lo anterior, la matemática interviene en forma directa. Para resumir: ¡No podríamos vivir con el confort de la época moderna sin las matemáticas!” [image: Image]

Publicado en ¿Cómo ves? Núm. 25, diciembre 2000.





DE LA REALIDAD A LOS MODELOS

Por Juan Carlos Martínez García
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