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A matemática é a rainha das ciências.


			(Carl Friedrich Gauss)


			A matemática é o alfabeto que Deus usou para escrever o Universo. 


			(Galileu Galilei)


			









APRESENTAÇÃO 


			A área de Pesquisa Operacional ganhou importância nas grades curriculares de diversos cursos de graduação e pós-graduação nas últimas décadas, como as diversas Engenharias, Administração de Empresas, Economia, Estatística, Atuária e Matemática. Dentro da área de Pesquisa Operacional merece destaque a subárea de Otimização, na qual a programação linear se encontra inserida. 


			As aplicações práticas de programação linear são hoje fundamentais para profissionais que atuam nas mais diversas áreas do conhecimento, como análise de projetos, planejamento de transportes, gestão de carteiras de investimentos, controle dos reservatórios de usinas hidrelétricas, microeconomia, macroeconomia, roteamento de caminhões e aviões, seleção de profissionais em recursos humanos, análise de crédito, distribuição de energia elétrica, logística, controle da produção industrial, meteorologia, inteligência artificial e usos militares, dentre outros. 


			Dada a sua importância prática, a disciplina que cobre os conceitos fundamentais de programação linear já é obrigatória em cursos de graduação como Engenharia de Produção, Engenharia Elétrica, Administração de Empresas, Matemática, Estatística e Atuária e eletiva em cursos de graduação como Economia e diversas Engenharias (Civil, Mecânica, Ambiental, Sanitária, Química etc.). A Disciplina é também obrigatória em cursos de mestrado em Engenharia de Produção e de Transportes, assim como Matemática Aplicada, sendo uma das eletivas demandadas em outros cursos de mestrado, como Administração de Empresas, Economia e diversas Engenharias. 


			O material apresentado neste livro cobre todos os pontos considerados fundamentais para uma disciplina abrangente de programação linear a nível de graduação e início de mestrado. A ênfase é na apresentação dos conceitos fundamentais de programação linear de forma construtiva e rigorosa do ponto de vista matemático, com vários exemplos numéricos para exemplificar as diferentes possibilidades para a modelagem e resolução de problemas de programação linear, com abordagens numéricas ou gráficas. Exercícios para a fixação dos conceitos são disponibilizados, com os seus desenvolvimentos apresentados e comentados. Para vários dos exemplos numéricos apresentados, a sua formulação e resolução com o uso do Solver (disponibilizado no Microsoft Excel) é também apresentada e comentada, como estímulo para que o leitor domine essa ferramenta, útil na prática profissional para a resolução de problemas de até médio porte de programação linear. 


			O conteúdo do livro se encontra dividido da seguinte forma: 


			

					No primeiro capítulo a definição de um problema de programação linear é apresentada. As diferentes possibilidades para a apresentação de um problema de otimização são exibidas e comparadas, assim como discutidas as possíveis transformações que permitem escrever problemas de programação linear em diferentes formatos.



					A questão da modelagem matemática de problemas de programação linear é endereçada no segundo capítulo. Os exemplos de aplicações detalhados no capítulo cobrem a análise de projetos, transporte de produtos, nutrição veterinária, planejamento da produção, controle de estoques e alocação de pessoas a tarefas, o que ajuda a ilustrar algumas das aplicações práticas de programação linear.



					A resolução gráfica de problemas de programação linear é apresentada no terceiro capítulo. Embora seja uma abordagem à resolução de problemas de programação linear de fácil uso, a resolução gráfica apresenta limitações: somente problemas com até três variáveis podem ser solucionados. Problemas com quatro ou mais variáveis devem ser resolvidos necessariamente com o uso de métodos numéricos.



					O Método Simplex é apresentado no quarto capítulo. Trata-se de um método numérico para a resolução de problemas de programação linear com qualquer número de restrições e variáveis. Esse é o capítulo mais longo do livro, em que as diferentes situações que podem ocorrer quando do uso do Método Simplex são exemplificadas e comentadas.



					No quinto capítulo estão apresentados os principais resultados relativos à teoria da dualidade em programação linear, com o uso de vários exemplos numéricos. O objetivo é o de ilustrar a importância do tema para a compreensão dos exemplos apresentados no capítulo seguinte. 



					As diferentes possibilidades para a análise de sensibilidade de problemas de programação linear a pequenas variações nos parâmetros do modelo matemático são ilustradas e discutidas no sexto capítulo, incluídas as suas interpretações econômicas. 



					No sétimo capítulo são oferecidos ao leitor vários exercícios relativos aos assuntos cobertos nos capítulos anteriores, como forma de facilitar a assimilação dos conceitos de programação linear. As resoluções dos exercícios são detalhadas e comentadas. 



					No apêndice A o Método Simplex é revisitado, com a solução de problemas com o uso de tabelas apresentada. Os exemplos já vistos no quarto capítulo são revisitados para que o leitor possa comparar diretamente as duas abordagens mais comuns para a solução de problemas de programação linear com o uso do Método Simplex. 



					No apêndice B a análise de sensibilidade para problemas de programação linear é revisitada, agora com o uso de tabelas, para que o leitor possa comparar as duas abordagens mais comuns para a análise de sensibilidade em programação linear.



					No apêndice C estão apresentadas as formulações e resoluções dos problemas detalhados no segundo capítulo com o uso do Solver do Microsoft Excel. O objetivo é estimular o leitor a aprender como usar o Solver, uma ferramenta útil para a resoluções de problemas de programação linear.



					No apêndice D é detalhada a versão do Método Simplex em duas etapas, a qual pode então ser comparada à versão do método denominada Big M, conforme apresentada no quarto capítulo e no apêndice A.



			


			Por fim, vale mencionar que todo o material apresentado no livro foi testado em sala de aula pelo autor por um período de mais de cinco anos. O público incluiu alunos de graduação de engenharias, administração de empresas e economia, assim como alunos em início de mestrado em Engenharia de Produção, Administração de Empresas e Economia. Os exemplos numéricos e exercícios oferecidos ao leitor foram, portanto, utilizados pelo autor para o ensino de seus alunos, o que permitiu a maturação de um conjunto abrangente de ilustrações numéricas e gráficas que agora pode ser usado pelo leitor, assim como por outros professores em suas salas de aula.


			Boa leitura!


			O autor
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			Consistindo em tema fundamental nas ciências sociais aplicadas, na matemática aplicada, assim como em áreas tecnológicas, como as Engenharias, a programação linear possui hoje um espectro vastíssimo de aplicações. Aspecto extremamente importante nesta obra é que ela se adapta perfeitamente bem tanto às necessidades de quem usará a programação linear para resolver problemas práticos, como daqueles que procurarão atingir patamares de especialização mais altos.


			Esta obra pode ser usada como o material didático fundamental em um curso regular e introdutório sobre programação linear, assim como em um segundo curso de natureza mais avançada. Mesmo o leitor que ainda possua nenhuma ou relativamente pouca experiência no uso do Microsoft Excel Solver descobrirá que a forma como tal ferramenta se encontra apresentada neste livro permitirá seu domínio em tempo muito curto.


			O livro é pleno de exemplos de aplicação, todos apresentados de forma clara e objetiva, o que facilita sobremaneira o aprendizado. Sendo a base para os estudos de pesquisa operacional e das chamadas ciências da decisão, a programação linear encontra nesta obra uma riqueza de material didático e de leitura bastante agradável. 
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			1.


			Introdução


			Os problemas de otimização podem ser escritos, em sua forma mais geral, como


			      [image: ]      (1.1)


			em que:


			

					O número de variáveis no problema é igual a [image: ].



					O sentido do problema pode ser de maximização ou de minimização.



					A função objetivo, [image: ], é tal que [image: ].



					As restrições de desigualdade, [image: ], são tais que [image: ].



					As restrições de igualdade, [image: ], são tais que [image: ].



					As variáveis [image: ] devem ser classificadas em função do conjunto [image: ]. As classificações usualmente encontradas quando da modelagem matemática de problemas de otimização estão resumidas na Tabela 1.1.



			


			Tabela 1.1 – Classificações frequentes de variáveis em problemas de otimização


			

				

					

					

				

				

					

							

							Classificação


						

							

							Modelagem Matemática


						

					


					

							

							Variável Contínua Não Negativa


						

							

							[image: ], ou seja, Xj ≥ 0


						

					


					

							

							Variável Contínua Não Positiva


						

							

							[image: ], ou seja, Xj ≤ 0


						

					


					

							

							Variável Contínua Livre


						

							

							[image: ], ou seja, -∞ < Xj < +∞


						

					


					

							

							Variável Contínua Limitada


						

							

							[image: ], ou seja, [image: ]


						

					


					

							

							Variável Discreta Inteira Não Negativa


						

							

							[image: ], ou seja, [image: ]


						

					


					

							

							Variável Discreta Inteira Não Positiva


						

							

							[image: ], ou seja, [image: ]


						

					


					

							

							Variável Discreta Inteira


						

							

							[image: ], ou seja, [image: ]


						

					


					

							

							Variável Discreta Inteira Limitada


						

							

							[image: ] com [image: ]


						

					


					

							

							Variável Discreta Binária


						

							

							[image: ]


						

					


				

			


			Fonte: o autor


			Um primeiro exemplo com números é dado por


			      [image: ]      (1.2)


			em que temos um problema de minimização com cinco variáveis contínuas livres ([image: ]), função objetivo dada por


			      [image: ]      (1.3)


			duas restrições de desigualdade ([image: ]),


			      [image: ]      (1.4)


			      [image: ]      (1.5)


			e uma restrição de igualdade ([image: ]),


			      [image: ]      (1.6)


			Um segundo exemplo numérico é dado por


			      [image: ]      (1.7)


			um problema de maximização com quatro variáveis contínuas não negativas ([image: ]), função objetivo


			      [image: ]      (1.8)


			duas restrições de desigualdade ([image: ]),


			      [image: ]      (1.9)


			      [image: ]      (1.10)


			duas restrições de igualdade ([image: ]),


			      [image: ]      (1.11)


			      [image: ].      (1.12)


			1.1 Problemas de programação linear


			Um caso particular de (1.1), chamado de um problema de programação linear, ocorre quando todas as funções, [image: ], são lineares e, portanto, podem ser escritas como


			      [image: ]      (1.13)


			      [image: ]      (1.14)


			      [image: ]      (1.15)


			Nesse caso particular é possível reescrever (1.1) como


			      [image: ]      (1.16)


			Um exemplo com números para (1.16) está dado no problema de maximização exibido em (1.7), em que todas as variáveis são não negativas.


			Problemas de otimização como (1.16), cujas variáveis estejam identificadas de acordo com as quatro primeiras classificações dadas na Tabela 1.1, são denominados doravante simplesmente como problemas de programação linear. Caso pelo menos uma variável esteja classificada de acordo com as cinco últimas classificações dadas na Tabela 1.1, o problema será denominado como um problema de programação linear inteira. Por fim, caso todas as variáveis de (1.16) resultem ser discretas binárias, o problema pode ser denominado também como um problema de programação linear inteira binária.


			Neste livro serão considerados apenas problemas como (1.16), com as quatro primeiras classificações de variáveis apresentadas na Tabela 1.1. Serão consideradas no livro a modelagem, resolução (gráfica e numérica) e a análise de sensibilidade desses problemas.


			1.2 Problemas de programação não linear


			Um caso particular de (1.1), chamado de um problema de programação não linear, ocorre quando pelo menos uma das funções, [image: ] , não é uma função linear nas [image: ] variáveis. Um exemplo numérico de um problema de programação não linear está exibido em (1.2) em que as funções [image: ] e [image: ] não são lineares, conforme (1.3) e (1.5), respectivamente.


			Problemas de otimização nos quais todas as variáveis são conforme as quatro primeiras classificações da Tabela 1.1, e há pelo menos uma função não linear, são denominados simplesmente problemas de programação não linear. Problemas de programação não linear nos quais pelo menos uma variável está relacionada como uma das cinco últimas classificações da Tabela 1.1 são denominados problemas de programação não linear inteira, conforme ilustrado numericamente a seguir pelo problema de maximização com três variáveis, uma das quais discreta inteira não negativa.


			      [image: ]      (1.17)


			Problemas de programação não linear não serão objeto de consideração neste livro.


			1.3 Uma formulação simplificada


			A formulação de problemas de programação linear como em (1.16) é aceitável quando da modelagem (Capítulo 2) e resolução gráfica (Capítulo 3) deles, mas não resulta ser a modelagem apropriada quando da etapa de resolução numérica dos problemas com a utilização do Método Simplex (Capítulo 4). No caso da utilização do Método Simplex é interessante escrever o problema sempre como:


			

					Direção de maximização.



					Somente restrições de desigualdade no formato [image: ].



					Somente variáveis contínuas não negativas.



			


			Assim posto, é imperativo saber como reescrever (1.16) nesse formato.


			1.3.1 Transformação de problemas de minimização


			Sempre é válido para [image: ] que


			      [image: ]      (1.18)


			logo a transformação de problemas de minimização em problemas de maximização pode ser facilmente alcançada com a multiplicação da função objetivo por -1.


			1.3.2 Transformação de inequações no formato “[image: ]”


			Quando uma restrição estiver escrita no formato [image: ], como, por exemplo,


			      [image: ]      (1.19)


			ela poderá ser facilmente convertida para o formato [image: ] após a sua multiplicação por [image: ], resultando em


			      [image: ]      (1.20)


			1.3.3 Transformação de equações


			Quando uma restrição estiver escrita com uma equação, como, por exemplo,


			      [image: ]      (1.21)


			ela poderá ser convertida para o formato [image: ] em dois estágios. Primeiro é necessário reconhecer que


			      [image: ]      (1.22)


			e, no segundo instante, que uma das inequações já está no formato [image: ], enquanto a outra no formato [image: ], sendo que essa última pode ser colocada no formato [image: ], conforme já visto.


			Como o leitor pôde perceber, no caso de uma equação será necessário substituí-la no problema por duas inequações, o que resultará no aumento do tamanho do problema.


			1.3.4 Transformação de variáveis contínuas não positivas


			Quando uma variável em um problema de programação linear for contínua e não positiva, por exemplo, [image: ], será necessário substituí-la por outra durante a aplicação do Método Simplex, o que pode ser obtido por [image: ], com [image: ]. Ao final da resolução numérica do problema, com o valor de [image: ] obtido, retorna-se à variável original com [image: ].


			1.3.5 Transformação de variáveis contínuas livres


			Quando uma variável em um problema de programação linear for contínua livre, por exemplo, [image: ], será necessário substituí-la no problema por duas variáveis, [image: ], denominadas “parte positiva de [image: ]” e “parte negativa de [image: ]”, respectivamente, sendo válido que [image: ]. Ao final da resolução numérica do problema, com os valores de [image: ] e [image: ] obtidos, retorna-se à variável original com [image: ].


			1.3.6 Transformação de variáveis contínuas limitadas


			Quando uma variável em um problema de programação linear for contínua limitada, por exemplo, [image: ], será necessário substituí-la no problema em um processo de dois estágios:


			

					Primeiro estágio será necessário definir a variável [image: ], o que leva à substituição de [image: ] no problema por [image: ], com [image: ].



					No segundo estágio será necessário separar as duas inequações em [image: ] e [image: ]. Ou seja, a transformação de variáveis contínuas limitadas causará o aumento no número de restrições do problema pelo acréscimo de [image: ].



			


			Ao final da resolução numérica do problema, com o valor de [image: ] obtido, retorna-se à variável original com [image: ].


			1.3.7 Um exemplo numérico


			Como exemplo, seja o problema de programação linear


			      [image: ]      (1.23)


			As seguintes modificações se fazem necessárias para colocá-lo no formato simplificado a ser utilizado quando da apresentação do Método Simplex:


			

					A função objetivo deve ser alterada para      [image: ]      (1.24)




					A primeira restrição não necessita ser alterada.



					A segunda restrição deve ser alterada para      [image: ]      (1.25)




					A terceira restrição deve ser substituída pelas duas inequações      [image: ]      (1.26)

      [image: ]      (1.27)




					A variável [image: ] não necessita ser alterada.



					A variável [image: ] necessita ser substituída no problema por [image: ], com [image: ].



					A variável [image: ] necessita ser substituída no problema por [image: ], com [image: ].



					A variável [image: ] necessita ser substituída no problema por [image: ], com [image: ], assim como a restrição



			


			      [image: ]      (1.28)


			precisa ser acrescentada às demais restrições do problema.


			O problema (1.23) pode ser reescrito então como


			      [image: ]      (1.29)


			A simplificação de (1.29) resulta em


			[image: ]      (1.30)


			ou seja, formulado como um problema de maximização, com todas as restrições de desigualdades no formato “[image: ]” e todas as variáveis contínuas não negativas.


			Ao final da resolução numérica de (1.30), as variáveis originais de (1.23) podem ser facilmente recuperadas com o uso de [image: ], [image: ] e [image: ].


			1.4 Microsoft Excel Solver


			O Microsoft Excel Solver (MES) é um suplemento que pode ser usado para a resolução numérica de problemas de programação linear. Com o uso desse suplemento o leitor poderá resolver problemas de programação linear de pequeno porte, com até algumas dezenas de variáveis e restrições, como aqueles apresentados no restante do livro.


			O MES não costuma vir pronto para uso, devendo, usualmente, ser ativado/carregado pelo usuário, que deve seguir os passos explicados na seção de Ajuda do seu Microsoft Excel1.


			Uma vez preparado para uso, o MES apresenta como sua tela inicial aquela exibida na Figura 1.1, em que os principais componentes da modelagem do problema (1.1) estão devidamente identificados: função objetivo e sua direção, variáveis, restrições, restrições de não negatividade das variáveis e o Método Simplex.


			Após o preenchimento dos campos indicados na Figura 1.1, o usuário deve pressionar o botão “Resolver” e, ao final da execução do Método Simplex, os valores das variáveis e da função objetivo estarão disponíveis para análise2.


			Os primeiros exemplos do uso do MES para a resolução de problemas de programação linear serão apresentados ao final do Capítulo 4, após o detalhamento do Método Simplex. Exemplos mais elaborados serão disponibilizados no Apêndice C.


			Figura 1.1 – Página inicial do MES


			

				

					[image: Interface gráfica do usuário, Aplicativo, Tabela

Descrição gerada automaticamente]

				


			


			Fonte: o autor


			


			

				

					1 A ativação do MES varia para diferentes versões do Microsoft Excel, logo o melhor caminho para o usuário é buscar na seção Ajuda da sua versão os passos necessários.


				


				

					2 A saída do MES oferece mais informações do que apenas os valores ótimos das variáveis e da função objetivo, as quais serão detalhadas no Capítulo 5.


				


			


		


	

		

			2.


			Modelagem em programação linear


			A modelagem matemática de qualquer problema do mundo real é um exercício que requer conhecimento matemático, experiência prática (na área do problema de interesse) e criatividade.


			Não há uma solução ideal quando um problema deve ser modelado: diferentes pessoas quase certamente chegarão a diferentes formulações, especialmente em função de suas experiências práticas na área de conhecimento do problema sob análise.


			Há, entretanto, um claro trade off entre, de um lado, precisão na modelagem matemática e, do outro lado, facilidade na resolução numérica do problema, como ilustrado adiante neste capítulo. Em outros termos, caso o desejo seja o de prover uma modelagem matemática detalhada, então é razoável esperar um problema de maiores dimensões e de maior demanda computacional quando de sua resolução numérica, enquanto, por outro lado, a aceitação de uma modelagem simplificada quase sempre resulta em um problema de menor dimensão e maior facilidade de resolução numérica.


			Neste capítulo consideramos cinco casos clássicos de modelagem em programação linear:


			

					Problema de Orçamento de Capital, da área de engenharia econômica e finanças.



					Problema de Transportes e Estocagem de Produtos, da área de logística e engenharia de transportes.



					Problema da Mistura, com aplicações a diversas áreas como nutrição e veterinária.



					Problema de Planejamento da Produção e Controle de Estoques, da área de logística e engenharia da produção.



					Problema de Alocação, um caso particular do problema de transportes.



			


			2.1 O problema do orçamento de capital


			Um problema clássico de engenharia econômica e finanças é aquele que busca identificar oportunidades de investimento que levem à maximização de benefícios esperados, respeitadas todas as eventuais restrições existentes.


			Como motivação, considera-se um problema no qual o diretor de investimentos de uma empresa é responsável por direcionar recursos para até seis projetos para a expansão da produção da empresa. Os seis projetos serão simplesmente denotados [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ] de agora em diante.


			Os seis projetos impõem à empresa a necessidade de investimento de recursos ao longo dos próximos três anos, assim como o dispêndio imediato de montantes financeiros para a compra de equipamentos e outros pagamentos (custos de transportes, instalação, seguros, treinamento de pessoal etc.). A Tabela 2.1 resume tais investimentos e dispêndios. Por exemplo, o projeto [image: ] demanda o dispêndio imediato de R$10 milhões, seguido de investimentos de R$8 milhões, R$5 milhões e R$2 milhões nos próximos três anos, respectivamente.


			Tabela 2.1 – Dispêndios e investimentos projetados para seis projetos (R$, milhões)
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			Fonte: o autor


			O diretor de investimentos da empresa e seus colaboradores estimaram o valor presente líquido (BREALEY; MYERS; ALLEN, 2020; DUARTE, 2013; SAMANEZ, 2006) de cada projeto conforme a Tabela 2.2, e decidiram que essa seria a única medida de valor a ser maximizada para a seleção dentre os seis projetos.


			Tabela 2.2 – Valor presente líquido de seis projetos (R$, milhões)


			

				

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							

							[image: ]


						

							

							[image: ]


						

							

							[image: ]


						

							

							[image: ]


						

							

							[image: ]


						

							

							[image: ]


						

					


					

							

							V.P.L.
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			Fonte: o autor


			O diretor financeiro, por sua vez, estipulou os valores máximos consolidados disponíveis para dispêndio imediato por parte da empresa (hoje) e investimento nos próximos três anos, conforme exibido na Tabela 2.3.


			Tabela 2.3 – Valores máximos disponíveis para investimento (R$, milhões)


			

				

					

					

				

				

					

							

							Ano


						

							

							Valor Disponível


						

					


					

							

							Hoje


						

							

							20


						

					


					

							

							1


						

							

							15


						

					


					

							

							2


						

							

							10


						

					


					

							

							3


						

							

							6


						

					


				

			


			Fonte: o autor


			A formulação clássica do problema de orçamento de capital (DUARTE, 2013) é tal que todas as variáveis são binárias, definidas como


			      [image: ]      (2.1)


			Em linha com a notação definida em (1.16), observa-se que [image: ].


			Com os dados da Tabela 2.2 é possível escrever a função objetivo para a maximização do valor presente líquido do conjunto de projetos selecionados como


			      [image: ]      (2.2)


			As restrições de dispêndio hoje e investimento nos três anos seguintes (de acordo com os dados da Tabela 2.1 e Tabela 2.3) podem ser colocadas como


			      [image: ]      (2.3)


			      [image: ]      (2.4)


			      [image: ]      (2.5)


			      [image: ]      (2.6)


			Em sua modelagem clássica, o problema de orçamento de capital pode ser finalmente escrito como


			      [image: ]      (2.7)


			ou seja, um problema de programação linear binária em seis variáveis discretas binárias e quatro restrições de desigualdades.


			A solução ótima de (2.7), a qual resulta ser [image: ] e [image: ], com os projetos [image: ] e [image: ] devendo ser os dois únicos selecionados para investimento, pode ser obtida com o uso do Microsoft Excel Solver (MES), por exemplo, conforme mostrado no Apêndice C. Para essa solução ótima a função objetiva resulta ser R$28 milhões (=R$11 milhões + R$17 milhões), com os dispêndios e investimentos hoje e nos três anos seguintes em montantes de R$20 milhões (=R$8 milhões + R$12 milhões), R$15 milhões (=R$5 milhões + R$10 milhões), R$9 milhões (=R$2 milhões + R$7 milhões) e R$4 milhões (=R$1 milhões + R$3 milhões), respectivamente.


			O problema de orçamento de capital pode ser modificado de várias formas, para incluir outras restrições. Como um exemplo, caso o diretor de investimentos da empresa estipule que os projetos [image: ] e [image: ] são mutuamente excludentes3, então uma nova restrição deve ser introduzida em (2.7), dado que a solução ótima obtida anteriormente não é mais viável. Uma possibilidade para a modelagem matemática dessa nova restrição é


			      [image: ]      (2.8)


			quando não é mais possível ter [image: ], garantindo assim que os dois projetos não sejam escolhidos simultaneamente, embora continuem viáveis todas as demais três possibilidades4. Para o caso em que [image: ] e [image: ] são mutuamente excludentes a formulação (2.7) deve ser estendida para


			      [image: ]      (2.9)


			com a introdução da restrição (2.8), mantidas todas as demais restrições até então existentes. Vale mencionar que o resultado da otimização de (2.9) é [image: ] e [image: ], resultando na seleção de [image: ] e [image: ], com o primeiro projeto, [image: ], tomando a posição de [image: ], garantindo assim que [image: ] e [image: ] não sejam selecionados conjuntamente. Para essa nova solução ótima a função objetiva resulta ser R$26 milhões (=R$15 milhões + R$11 milhões), com o dispêndio hoje e os investimentos nos três anos seguintes em montantes de R$18 milhões (=R$10 milhões + R$8 milhões), R$13 milhões (=R$8 milhões + R$5 milhões), R$7 milhões (=R$5 milhões + R$2 milhões) e R$3 milhões (=R$2 milhões + R$1 milhão), respectivamente.


			Retornando agora à modelagem clássica, exibida em (2.7), uma variante do problema de orçamento de capital ocorre quando o investidor é permitido alocar seus recursos parcialmente em novos projetos. Nessa situação, é possível investir de 0% a 100% do montante total demandado por cada projeto, com os valores restantes sendo cobertos por outros investidores, que participarão dos mesmos projetos de forma proporcional no que se refere aos aportes a serem feitos (conforme a Tabela 2.1) e retornos esperados (conforme a Tabela 2.2). Nessa situação as variáveis binárias, [image: ], devem ser substituídas por variáveis contínuas limitadas como [image: ], ou seja, [image: ]. A formulação nesse caso modificado do problema de orçamento de capital é alterada de (2.7) para


			      [image: ]      (2.10)


			ou seja, um problema de programação linear com seis variáveis contínuas limitadas e quatro restrições de desigualdades.


			A resolução de (2.10), obtida com o MES e detalhada no Apêndice C, resulta na solução ótima [image: ], [image: ]71,43%, [image: ], ou seja, a seleção para investimento de 100% do projeto [image: ], combinado com o investimento de aproximadamente 71,43% do projeto [image: ], sem qualquer outra alocação nos demais projetos. Para essa solução ótima a função objetiva resulta ser aproximadamente R$29,29 milhões ([image: ]R$15 milhões + R$14,29 milhões), com o dispêndio hoje e os investimento nos três anos seguintes em montantes de aproximadamente R$20 milhões ([image: ]R$10 milhões + R$10 milhões), R$14,4 milhões ([image: ]R$8 milhões + R$6,4 milhões), R$10 milhões ([image: ]R$5 milhões + R$5 milhões) e R$4 milhões ([image: ]R$2 milhões + R$2,1 milhão), respectivamente.


			2.2 O problema de transportes de produtos


			Outro problema clássico em programação matemática é aquele que em que se busca a minimização dos custos de transporte de produtos entre os centros de produção e os centros de distribuição.


			Para facilitar a apresentação, seja o problema de transportar computadores de quatro centros de produção, localizados em Campinas/SP, Florianópolis/SC, Maringá/PR e Resende/RJ, para quatro centros de distribuição, localizados em Belo Horizonte/MG, Porto Alegre/RS, Rio de Janeiro/RJ e São Paulo/SP.


			Assume-se que computadores podem ser levados de qualquer centro de produção para qualquer centro de distribuição, em linha com a Figura 2.1. Em outros termos, os computadores produzidos nos quatro centros de produção podem ser transportados para qualquer dos quatro centros de distribuição, desde que ao menor custo possível.


			Figura 2.1 – Representação Gráfica do Problema de Transportes


			

				

					[image: ]

				


			


			Fonte: o autor


			A capacidade semanal dos quatro centros de produção (em unidades) é conforme a Tabela 2.4, enquanto a quantidade mínima semanal que deve ser mantida em cada centro de distribuição (em unidades) é conforme a Tabela 2.5.


			Tabela 2.4 – Capacidade máxima de produção (unidades)
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							20.000


						

					


					

							

							Maringá/PR


						

							

							25.000


						

					


					

							

							Resende/RJ


						

							

							30.000


						

					


				

			


			Fonte: o autor


			Tabela 2.5 – Estoque mínimo para distribuição (unidades)


			

				

					

					

				

				

					

							

							Centro de Distribuição


						

							

							Quantidade Mínima


						

					


					

							

							Belo Horizonte/MG
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			Fonte: o autor


			Os custos unitários de transportes entre cada centro de produção e cada centro de distribuição estão resumidos na Tabela 2.6. Por exemplo, o custo de levar um computador de Campinas/SP para Belo Horizonte/MG é de R$5,00, enquanto o custo de transportar um computador de Maringá/PR para Porto Alegre/RS é de R$6,00.


			Tabela 2.6 – Custo de transporte (R$/unidade)
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			Fonte: o autor


			Sejam os conjuntos [image: ] e [image: ] aqueles que denotam os centros de produção e de distribuição, respectivamente. As variáveis do problema podem ser escritas como [image: ], com [image: ] e [image: ]. Por exemplo, [image: ] denota o número de computadores levados do centro de produção de Campinas/SP para o centro de distribuição de Belo Horizonte/MG, assim como [image: ] denota o número de computadores levados do centro de produção de Maringá/PR para o centro de distribuição de Porto Alegre/RS. Vale que [image: ], para [image: ] e [image: ], ou seja, as variáveis são discretas inteiras não negativas.


			A função objetivo pode ser escrita, sob a hipótese de que os custos variam linearmente com as unidades transportadas, como


			[image: ]      (2.11)


			As capacidades máximas de produção existentes em cada centro de produção são tais que resultam nas seguintes restrições


			      [image: ]      (2.12)


			      [image: ]      (2.13)


			      [image: ]      (2.14)


			      [image: ]      (2.15)


			Os estoques mínimos requeridos em cada centro de distribuição resultam nas seguintes restrições


			      [image: ]      (2.16)


			      [image: ]      (2.17)


			      [image: ]      (2.18)


			      [image: ]      (2.19)


			O problema de transportes pode ser consolidado como


			      [image: ]      (2.20)


			ou seja, um problema em 16 variáveis discretas inteiras não negativas e oito restrições de desigualdades.


			A solução ótima do problema de transportes em (2.20) é conforme a Tabela 2.7, com um custo total em R$365.000,00. Por exemplo, 15.000 computadores devem ser enviados do centro de produção em Campinas/SP para o centro de distribuição de Belo Horizonte/MG a cada semana, assim como 15.000 unidades devem ser levadas do centro de produção de Florianópolis/SC para o centro de distribuição de Porto Alegre/RS, e assim por diante.



OEBPS/font/Lato-Bold.ttf


OEBPS/image/_Eqn0004.png
Maximizar 15X +20X, + 11X, +17X, +10X, + 12X;
Sujeitoa: 10X, + 14X, +8X, +12X, + 7X, + 11X, <20
8X, +9X, +5X, +10X, +5X, +8X, <15
5X, +7X, +2X, +7X, +4X, +5X, <10
2X, +3X, +1X, + 3X, +2X, +1X, <6
X, X, X, X, X,, X, € {0,1}





OEBPS/image/Eqn0007.png





OEBPS/image/Eqn0084.png





OEBPS/image/Eqn0041.png
9,(X,, X,, X, X, ) = 4X, +2X, + X, +2X, - 36





OEBPS/image/Eqn0139.png
X =X =X,=X,=0





OEBPS/image/Eqn0112.png
X,=27,-2





OEBPS/image/Eqn0025.png
€A = 1o,





OEBPS/image/Eqn0181.png
X, + X,

C—BH C—PA

+ X,

oy + Xo g < 45000

CasP =





OEBPS/image/Eqn0023.png
X, €A =1





OEBPS/image/Eqn0157.png
X, X, X, X, X,, X, € {0,1}





OEBPS/image/Eqn0114.png





OEBPS/image/Eqn0031.png





OEBPS/image/Eqn0074.png





OEBPS/image/Eqn0149.png
X, =X =X,=X,=0





OEBPS/image/Eqn0017.png
X, ed =

[a.8]





OEBPS/image/Eqn0082.png





OEBPS/image/Image1276.png
Produgio—————3{  Campinas/SP Belo Horizonte/MG [————> Vendas

Produgio————> Florianspolis'SC

Porto Alegre/RS [———— Vendas

Produgio————>  Maringi/PR Rio de Janciro/RJ |3 Vendas

Produgio————>3  Resende/RJ Sio Paulo/SP [~ Vendas






OEBPS/image/Eqn0009.png





OEBPS/image/_Eqn0006.png
Maximizar 15X, +20X, + 11X, +17X, +10X, + 12X
Sujeito a: 10X, +14X, +8X, +12X, + 7X, + 11X, <20
8X, +9X, +5X, +10X, +5X, +8X, <15
5X, +7X, +2X, + X, + 4X, +5X, <10
2X, +3X, +1X, + 3X, +2X, +1X, <6
0% < X, X,, X,, X, X, X; <100%





OEBPS/image/Eqn0106.png





OEBPS/image/Eqn0171.png
CD = {BH,PA,,RJ,,SP}





OEBPS/image/Image1157.jpg
P
o s B FungaoObjetvo
S DireslodaFusgioobjene ———sm wu O s
: PRSI . Nariivets

b Restrigoes ~
x Narveis Ndo Negativas ~U

= MetodoSIMPLEX ——— o o

b






OEBPS/image/Eqn0102.png





OEBPS/image/Eqn0013.png
XeAJ:Ri





OEBPS/image/Eqn0086.png





OEBPS/image/Eqn0048.png





OEBPS/image/Eqn0110.png





OEBPS/image/Eqn0099.png





OEBPS/image/Eqn0005.png
gt(X X),i:].,“.,m

e X,





OEBPS/image/_Eqn0002.png
+(X) - X)=5(2,-2)

Magzimizar —3X, +11(-2,)
X;)+8(2,-2)<9
(

Sujeito a: X, +2(~2,) = 3(X] ~

X;)
—4X, —2-7,) — (X} — X’)*”‘*Z)S’36
X, +7(=2,) - 4X] - X;) =22, -2) <10
—X, ~1(=Z,) +4(X] —X;)+2(Z, —2) <10

7,<5

X,>0

Z,>0

XX 20

7,>0





OEBPS/image/Eqn0043.png
by (X, X,, X, X,) = X, +7X, —4X, - 2X, —10






OEBPS/image/Eqn0159.png
0% < X,, X,, X, X,, X,, X, <100%





OEBPS/image/Eqn0183.png
+ X,

M—PA

+ X,

M—RJ

+ X < 25000

M—BH M—SP =





OEBPS/image/Eqn0090.png





OEBPS/image/Eqn0140.png





OEBPS/image/Eqn0116.png





OEBPS/image/Eqn0019.png
X, €4 =






OEBPS/image/Eqn0072.png





OEBPS/image/Eqn0165.png






OEBPS/image/Eqn0011.png
X, €4 =R,





OEBPS/image/Eqn0037.png





OEBPS/image/Eqn0104.png





OEBPS/image/Eqn0029.png





OEBPS/image/Eqn0054.png
Maazimizar Xf —sen (27\'X,1) —6X;
Sujeitoa : X, —7X, +2X, <2
10X} + X, +12X; =21
—oo<X] <o, j=12
X, e{012..}






OEBPS/image/Eqn0097.png
—X, - 7X, +4X, +2X, <10





OEBPS/image/Eqn0003.png
f(

X,
5
1





OEBPS/image/Eqn0071.png





OEBPS/image/Eqn0185.png
X, + X

C—BH F—BH

+ X, > 15000

R—BH =

+ X,

M—BH





OEBPS/image/Eqn0038.png
£(X, X, X, X,) = 38X, — 11X, - X, +5X,





OEBPS/image/Eqn0061.png
2X, - X, + 7X, - 5X, 210





OEBPS/image/Eqn0001.png
Mazimizar | Minimizar

Sujeitoa :





OEBPS/image/Eqn0133.png





OEBPS/image/Eqn0044.png
by (X, X, X, X,) = =X, + X, + X, -1





OEBPS/image/Eqn0150.png





OEBPS/image/Eqn0136.png
8X, +9X, +5X, +10X, +5X, +8X, <15





OEBPS/image/Eqn0176.png
M—PA





OEBPS/image/Eqn0052.png





OEBPS/image/Eqn0095.png
—4X, -2X, - X, —2X, < 36





OEBPS/image/Eqn0087.png
Z+a





OEBPS/font/Lato-Regular.ttf


OEBPS/image/Eqn0035.png
by (%, X,, X, X, X, ) = X, +7X, — 4X, - 2X, + 83X, —10





OEBPS/image/Eqn0078.png





OEBPS/image/_Eqn0001.png
Minimizar 3X, —11X, - X, +5X,
Sujeitoa: X, +2X, - 3X, +8X, <9
4X, +2X, + X, +2X, >36
X, +7X, —4X, -2X, =10
X, 20
X, <0
—00 < X; < +oo
X, e[-2 .3





OEBPS/image/Eqn0027.png
X, e4={01}






OEBPS/image/Eqn0101.png
vV





OEBPS/image/Eqn0138.png
2X, +3X, +1X, + 3X, +2X, +1X, <6





OEBPS/image/Eqn0187.png
+ X > 30000

R—R] =





OEBPS/image/Eqn0080.png
X+
— X
=X





OEBPS/image/Eqn0108.png





OEBPS/image/Eqn0093.png
X=Z+a





OEBPS/image/Eqn0174.png
jecCD





OEBPS/image/Eqn0161.png





OEBPS/image/Eqn0076.png





OEBPS/image/Eqn0046.png
F(Xpen X,) =6 + 60X, +. 4 ¢ X,

e X,





OEBPS/image/Eqn0033.png
9, (X, X, X, X, X,) = 4X} +2X) + X} +2X] +5X! 36





OEBPS/image/Eqn0020.png
X, {012}





OEBPS/image/_Eqn0008.png
+3X,

omsp T

5Xopn T10Xgpy +5X;

Minimizar ~ +10X,_,, +4X, . +10X, . +8X, o +
H8X, gy +6X, p, + 10X, +5X, o+

+7X, +10X, + 3XRA +3X, o

+ X, g < 45000

+ X, _g < 20000
+ X, g < 25000
+ X, _gp < 30000
+ X, gy = 15000
+ Xy py 215000

+ X, > 30000

R—RJ =

R—PA

+ XC —RJ
+ XFARJ

+Xyor

+ X,

R—RJ
+ XM —BH

R—BH

+ X,

C—pPA
+ XFAPA
+ X

Meapa
+ Xnam
+ XFAEH
+ Xt X

FPA M—PA
+X, + X

FoRJ MR
cmsp T Xp_sp T Xysp + Xp_gp 2 40000

X € {0,1,2,“.} para i € CP e je€CD

inj

C—BH

F—BH

<

M—BH

S

R—BH

S

Sujeito a : oBE

S

P4

S

C—~RJ

S





OEBPS/image/Eqn0050.png





OEBPS/image/Eqn0063.png





OEBPS/image/Eqn0067.png
X X AT —5X 10 o PN XFTE-5X <10
TR TR EI0 S oy X, 47X, —5x, > 10





OEBPS/image/Eqn0113.png





OEBPS/image/Eqn0032.png
9, (%, X, X, X, X, ) = X, +2X, - 83X, +8X, + X, -9





OEBPS/image/Eqn0059.png





OEBPS/image/Eqn0040.png
9, (%, X,, X, X,) = X, +2X, - 3X, +8X, -9





OEBPS/image/Eqn0105.png





OEBPS/image/Eqn0008.png
hlc

1
1.
Rk =
"

iR





OEBPS/image/Eqn0172.png
g





OEBPS/image/Eqn0075.png





OEBPS/image/_Eqn0005.png
Maximizar 15X +20X, + 11X, +17X, +10X, + 12X;
Sujeitoa: 10X, + 14X, +8X, +12X, + 7X, + 11X, <20
8X, +9X, +5X, +10X, +5X, +8X, <15
5X, +7X, +2X, +7X, +4X, +5X, <10
2X, +3X, +1X, + 3X, +2X, +1X, <6
X, +X, <1
X, X, X, X,,X,, X, € {0,1}





OEBPS/image/Eqn0057.png
Minimizarf(Xl,m,X"):Mazimizar( 1><f( e ))





OEBPS/image/Eqn0083.png
X=X"-X"





OEBPS/image/Eqn0111.png
X+
- X





OEBPS/image/LogoNovaPreta.png





OEBPS/image/Eqn0158.png
I
X, X,, X,, X, X, X, € [0%,100%]





OEBPS/image/Eqn0180.png
f (XCaEH" B XRASP) 5XCAEH + 10XCAPA + 5XCARJ + 3XCASP
10X, +4X,_,, +10X, . +8X, o +8X, .. +6X, .
+10XM4RJ + 5‘XMASP + 7XRAEH + 10XRAPA + 3XRARJ + 3XRASP





OEBPS/image/Eqn0026.png
a,feL





OEBPS/image/Eqn0065.png
2X, - X, + 7X, - 5X, =10





OEBPS/image/Eqn0115.png






OEBPS/image/Eqn0022.png
X, e{...,—i,—l,o}






OEBPS/image/Eqn0170.png
cp={C.F MR}





OEBPS/image/Eqn0073.png





OEBPS/image/Eqn0030.png
(%X, X, X, X, ) = 8X7 —11In (X, ) - X, + 5§/, + cos(nX, )





OEBPS/font/PlayfairDisplay-Regular.ttf


OEBPS/image/Eqn0018.png





OEBPS/image/Eqn0146.png






OEBPS/image/Eqn0103.png
X+
- X





OEBPS/image/Eqn0006.png
g;+






OEBPS/image/Eqn0036.png
Mazimizar 3X, —11X, — X, +5X,
Sujeitoa: X, +2X,-3X, +8X, <9
4X, +2X, + X, +2X, < 36
X, +7X, —4X, —2X, =10
X, + X, + X, =1
X, >0, j=1..4





OEBPS/image/Eqn0055.png





OEBPS/image/Eqn0085.png
Z=X-a





OEBPS/image/Eqn0049.png
Mazimizar | Minimizar ¢, + ¢ X, +...+¢,X,
Sujeitoa : a, X +... + a]"X’l <b

a X +.. +aX<b

dX, +..+d, X, =¢

X +..+d X =
X] EA], j=1...,n






OEBPS/image/_Eqn0003.png
Mazimizar ~ 10—3X, —=11Z, + X — X, —5Z,
Sujeito a: X]—227—3)(3“+3)(3’+gzA <25
—4X, +27, - X; + X; —2Z, <—40
X, —7Z,-4X] +4X; -22,<6
—X, +7Z,+4X] —4X; +2Z, <6
0X, +0Z, +0X; +0X; +2, <5
X, 20
Z,20
X,X; 20
Z,20





OEBPS/image/Eqn0042.png





OEBPS/image/Eqn0098.png





OEBPS/image/Eqn0024.png





OEBPS/image/Eqn0117.png





OEBPS/image/Eqn0182.png
+ X

F—PA

+ X,

F—RJ

+ X, < 20000

F—BH FaSP =





OEBPS/image/Eqn0186.png
X, + X

C—PA F—PA

+ X,

M—PA

+ X > 15000

R—PA =





OEBPS/image/Eqn0134.png
(X Xy, X, X, X, X, ) = 15X, + 20X, +
+11X, + 17X, +10X, + 12X,





OEBPS/image/Eqn0002.png





OEBPS/image/Eqn0177.png





OEBPS/image/Eqn0088.png





OEBPS/image/Eqn0045.png





OEBPS/image/Eqn0135.png
10X, + 14X, + 8X, +12X, + 7X, +11X, <20





OEBPS/image/Eqn0053.png
9,





OEBPS/image/Eqn0118.png





OEBPS/image/Eqn0010.png





OEBPS/image/Eqn0047.png
9, (X X, )= 0, X, +.t 0, X, b, i=1..,m

e X,





OEBPS/font/PlayfairDisplay-Bold.ttf


OEBPS/image/Eqn0096.png
X, +7X, —4X, —2X, <10





OEBPS/image/Eqn0004.png
fR" SR





OEBPS/image/Eqn0184.png
+ X

R—PA

+ X

R—RJ

+ X < 30000

R—BH Rosp =






OEBPS/image/Eqn0175.png
C—BH





OEBPS/image/Eqn0145.png
X, +X, <1





OEBPS/image/Eqn0107.png





OEBPS/image/Eqn0132.png
[ seoprojetoF, for selecionado parainvestimento

0, casocontrério





OEBPS/image/Eqn0081.png





OEBPS/image/Eqn0188.png
+ X > 40000

RSP =





OEBPS/image/Eqn0137.png
5X, +7X, +2X, +7X, +4X, +5X, <10





OEBPS/image/Eqn0162.png
X, =X, =X, =X, =0%





OEBPS/image/Eqn0064.png
—2X, + X, - TX, +5X, < 10





OEBPS/image/Eqn0021.png
X, €4 =






OEBPS/image/Eqn0094.png
Magimizar —3X, +11X, + X, —5X,





OEBPS/image/Eqn0034.png





OEBPS/image/Antonio_Marcos_Duarte_Junior_capa.jpg
PROGRAMACAO
LINEAR





OEBPS/image/Eqn0077.png
XTX
- >0





OEBPS/image/Eqn0015.png
X, €4 =R





OEBPS/image/Eqn0160.png
X, =100%





OEBPS/image/Eqn0100.png





OEBPS/image/Eqn0173.png
ieCP





OEBPS/image/Eqn0028.png
Minimizar 3X; —11ln (Xz) -X, + 5?@ + cos (7rX5)
Sugeitoa : X +2X, -3X, +8X, + X, <9
4X! +2X;) + X +2X] +5X; <36
X, +7X, —4X, —2X, +3X, = 10
—00 < X] <oo, j=1,






