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APRESENTAÇÃO


			Iniciamos o livro com o capítulo de Nilza Bertoni, “Aprendizagem articulada dos conjuntos numéricos: reflexões, relatos e propostas”, no qual discute a formação inicial dos professores e como práticas e caminhos considerados nas suas propostas ainda são desconhecidos, ignorados ou abandonados pelos responsáveis educacionais. 


			Ettiène Guérios nos escreve sobre “Cotidiano, realidade, contextualização: compreensões de professores que ensinam matemática na educação básica”, isto é, os afazeres dos professores, nas atividades de formação continuada, em aulas nos cursos de licenciatura em Matemática e Pedagogia, ou em outra circunstância em que professores e futuros professores tenham voz. 


			O capítulo de Edite Vieira, “Literatura infantil, tecnologia digital e material manipulável: possibilidades de investigar e explorar figuras tridimensionais”, volta nosso olhar para o ensino fundamental ao apresentar uma experiência com alunos do 3º ano, analisando o nível do pensamento geométrico dos alunos e seus conhecimentos prévios.


			 “As vantagens da inserção de mídias digitais no ensino da matemática”, de Nelson Lage e Teresa Cristina Piva, aponta algumas das vantagens basilares para a inserção das mídias digitais no ensino da matemática, embasados nos alicerces da Educação Matemática. 


			 “A insubordinação criativa e um laboratório de ensino: ações de duas educadoras matemáticas na formação de professores de matemática”, escrito por Ana Kaleff e Fernanda Rosa, relata como um laboratório de ensino pode ser um local onde teoria e prática são discutidas para criação de situações pedagógicas desafiadoras; e apresenta influências das ações insubordinadas criativas realizadas na implementação de disciplinas da área de Educação Matemática em curso de licenciatura, incluindo em uma delas temas sobre Educação Inclusiva de pessoas com deficiência visual.


			Clélia Nogueira, em “Educação Matemática inclusiva: do que, de quem e para quem se fala?”, volta o seu olhar para a interdisciplinaridade entre Educação Matemática, Matemática, Educação Inclusiva e Educação Especial, para poder compreender do que, de quem e para quem se fala quando abordamos a Educação Matemática Inclusiva. 


			“A formação do docente que ensina matemática: discussões sobre a educação especial na perspectiva da educação inclusiva”, de Fernanda Rosa, traz essa discussão de acordo com as políticas nacionais de Educação Especial, possibilitando-nos reconhecer a diversidade e a heterogeneidade nas nossas salas de aula e no ambiente educacional, promovendo, assim, uma escola realmente mais inclusiva, com a inclusão dos indivíduos, sem distinção.


			Os dois capítulos seguintes nos ampliam o olhar de como se buscar uma escola sem distinção dos indivíduos, mas agora sob a perspectiva da Etnomatemática.


			O capítulo de Cecilia Fantinato, “Etnomatemática e educação: alguns caminhos trilhados pelas pesquisas”, faz refletir como é possível relacionar Etnomatemática com Educação, questionando que caminhos têm sido trilhados pelas pesquisas nessa área; se é possível um trabalho pedagógico nas séries iniciais sob a perspectiva etnomatemática.


			José Linhares e Sandra Mattos, em “Estratégias pedagógicas na educação escolar indígena”, fazem refletir sobre a importância dos aspectos diferenciados da cultura de um indivíduo para a sua formação integral como pessoa e membro de uma sociedade. Ponderam que a escola precisa considerar indissociável o educando e sua cultura, e que os valores culturais dos grupos indígenas precisam ter uma relevância maior no sistema educacional indígena brasileiro. 


			Finalizamos com “Saberes docentes e trabalho de conclusão de curso numa experiência envolvendo matemática e ludicidade”, de Pedro Carlos, Gabriela Barbosa e Renato Aquino, no qual estes analisam a construção de saberes docentes por licenciandos em Matemática que participaram de um projeto de Iniciação à Docência, em que todos os participantes tiveram oportunidade de desenvolver e mediar atividades lúdicas com recursos computacionais para crianças do ensino fundamental.


			





PREFÁCIO


			É com grande honra e prazer que escrevo o prefácio deste livro, que aborda temáticas variadas da Educação Matemática. O objetivo principal e eixo norteador do livro é fornecer subsídios teóricos para compreensão, discussão e apresentação de práticas e estratégias pedagógicas destinadas ao ensino e aprendizagem de matemática a alunos de diferentes segmentos.


			Os pesquisadores que atenderam ao convite de contribuir com suas experiências na composição deste livro abordam as mais variadas tendências da Educação Matemática, contribuindo, assim, para a formação inicial e continuada de professores que ensinam matemática nos diversos níveis de ensino.


			Incluindo temas atuais como a insubordinação criativa, a Educação Inclusiva, a Etnomatemática e a inserção da tecnologia no ensino de matemática, os capítulos abordam várias áreas do ensino de matemática. A importância da manipulação de materiais concretos, tanto na sala de aula como em laboratórios, da contextualização e da ludicidade é destacada, oferecendo aos leitores ideias para enriquecer suas atividades didáticas e investigativas. 


			As ideias apresentadas podem ser úteis tanto para professores em geral como para os de turmas especiais, como as que contam com alunos com necessidades especiais, as de ensino de jovens e adultos e as de comunidades de etnia específica. 


			Com a leitura deste livro, docentes, licenciandos e graduandos em Pedagogia terão oportunidade de refletir sobre a necessidade urgente de construir pontes entre o ensino oferecido nos cursos de formação de professores e a prática pedagógica das salas de aula. 


			Recomendo que os capítulos deste livro sejam lidos tendo-se em mente que cada professor pode e deve empreender pesquisas sobre sua própria prática, na tentativa de compreender melhor os problemas de aprendizagem, visando a aprimorar os resultados obtidos. Afinal, é preciso explorar a diversidade de olhares e práticas com vistas à Educação Matemática. 


			Lilian Nasser


			Professora emérita da SBEM/Projeto Fundão IM/UFRJ
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INTRODUÇÃO


			Não quero acreditar em algo só pelo medo de não acreditar. 


			Não quero filosofar por medo que algo possa atingir-me de perto. 


			Não quero dobrar-me só porque tenho medo de não ser amável.


			Não quero impor algo aos outros pelo medo de que possam impor algo a mim; por medo de errar, não quero tomar-me inativo.


			Não quero fugir de volta para o velho, o inaceitável, por medo de não me sentir seguro no novo.


			Não quero fazer-me de importante porque tenho medo de que senão poderia ser ignorado.


			Por convicção e amor, quero fazer o que faço e deixar de fazer o que deixo de fazer [...].


			Forjando a Armadura: Rudolf Steiner (1861- 1925).


			O objetivo deste livro é propor ao professor reflexões sobre práticas educacionais e como elas se entrelaçam, no âmbito da formação pedagógica, com o trabalho em sala de aula. 


			Acreditamos que a formação inicial ou continuada do professor mereça a devida atenção por ser fundamental para um ensino de qualidade e para que o docente produza resultados efetivos, também à luz de diferentes teorias de aprendizagem.


			Aqui os autores são educadores matemáticos que participam da formação inicial de professores nas licenciaturas, em elaborações de recursos pedagógicos e atuam como pesquisadores na Educação Matemática. A ideia de reunir as reflexões desses educadores em um livro nasceu do anseio de compartilharmos conhecimentos construídos durante suas práticas, no ensino e aprendizagem da matemática na sala de aula, tanto da perspectiva do espaço de formação profissional quanto do entendimento sociocultural. Cada um desses educadores “não fugiu de volta para o velho, o inaceitável, por medo de não se sentir seguro no novo”. A todos os autores agradecemos terem realizado esta empreitada conosco.


			Esperamos que as reflexões aqui apresentadas contribuam para que tenhamos uma escola melhor e mais humana, com práticas auxiliares para o progresso da aprendizagem dos alunos, considerando suas individualidades e particularidades especiais. Esperamos também que o leitor faça novos ajuizamentos sobre suas próprias práticas para um melhor desenvolvimento da sua concepção do que é ser professor, podendo melhor entender e ”crer no reino que existe” em si mesmo. 


			Ana Kaleff e Pedro Carlos


			





APRENDIZAGEM ARTICULADA DOS CONJUNTOS NUMÉRICOS: REFLEXÕES, RELATOS E PROPOSTAS


			Nilza Eigenheer Bertoni 


			Prólogo


			Como reflexão inicial, afirmo ser preciso procurar os jardins subterrâneos da matemática, aqueles onde floresceram as ações, motivações e pensamentos matemáticos humanos que, ao longo dos tempos, conduziram a superfície límpida do formalismo. E, revolvendo esses jardins, procurar o elo perdido entre eles e a cognição dos nossos alunos. Porque o formalismo, em toda sua perfeição estrutural, é hermético e esconde a nascente e cursos possíveis do conhecimento...


			Apesar de ter tido a formação inicial de professores como uma preocupação constante na minha vida profissional, lembro-me apenas de palestras ou escritos esporádicos em que teorizei sobre o tema. Creio que a maior parte de minha produção escrita esteve voltada para a formação continuada de professores, em programas oficiais do Ministério da Educação (MEC) ou de Secretarias de Estado de Educação. Basicamente, tal produção foi constituída por propostas para a sala de aula, embora, em muitos tópicos, procurássemos conversar com o professor sobre fundamentações específicas escondidas nos jardins subterrâneos da matemática. Certo trecho que escrevi, em um artigo sobre a formação no antigo magistério, explicitava essa posição:


			Partiu-se do pressuposto de que o conhecimento de matemática do futuro professor deve conter, explicar, ampliar o conhecimento matemático que ele deverá desenvolver junto aos seus futuros alunos, e que a metodologia para aquisição desse conhecimento deve seguir os mesmos princípios daquela que ele deverá desenvolver em sua sala de aula, não se atendo apenas ao domínio de técnicas desprovidas de significado e de explicação lógica (BERTONI, 1998, p. 17).


			Essa seria uma parte relevante da formação inicial do professor, embora não descartássemos outras. É nesse contexto de reflexões que se insere o presente texto.


			A literatura em Educação Matemática apresenta estudos e pesquisas frequentes relativos ao ensino e à aprendizagem dos diversos conjuntos numéricos, principalmente: números naturais, fracionários, decimais, inteiros, racionais. Pela característica de foco direcionado, típico de uma pesquisa, esses estudos realizam-se, em sua grande maioria, no âmbito de apenas um dos conjuntos. Tradicionalmente, também os livros didáticos reservam capítulos distintos para introduzir e desenvolver esses conjuntos, sendo o foco e as abordagens tão específicos para cada um deles que, não raro, parecem tratar-se de subáreas desarticuladas no universo dos números. Uma tentativa em contrário foi feita pelo Movimento da Matemática Moderna. Oliveira, citada no livro Un programme moderne de mathématiques por l’enseignement sécondaire, sintetizou as orientações de dois seminários ligados ao movimento, observando que: “quanto aos conteúdos curriculares destacam-se duas orientações: dar ênfase à unidade da Matemática, introduzir novos tópicos considerados modernos” (OLIVEIRA, 2008, p. 129). No entanto, essa unidade prendia-se mais a aspectos formais comuns aos vários conjuntos – como as propriedades estruturais enunciadas – e menos aos aspectos cognitivos da aprendizagem. 


			No presente capítulo, tratarei de propostas articuladas para o ensino e aprendizagem dos números: naturais, fracionários (na representação fracionária e decimal), inteiros e racionais, realizadas basicamente no âmbito do projeto Um Novo Currículo de Matemática da 1ª a 8ª Série, desenvolvido de 1985 a 1989, na Universidade de Brasília e também em outros contextos de práticas e estudos, realizados posteriormente. No projeto, foram produzidas várias apostilas com propostas de aprendizagem, também de participantes, reunidas, em 2015, em uma só. Passaremos a nos referir a essa apostila como “Apostila do Projeto: um novo currículo de matemática”.


			Dissonâncias e desarticulações na aprendizagem dos 
conjuntos numéricos


			As dissonâncias e desarticulações na aprendizagem dos conjuntos numéricos revelam-se, entre outras, no contexto da introdução destes ao aluno, nos objetos tomados como representativos da unidade numérica 1 em cada conjunto (gráficos ou manipulativos), na construção sucessiva do significado desses números e de suas representações numéricas, nas ideias associadas às operações e seus algoritmos, como exemplificado a seguir. 


			Acreditamos que as considerações aqui apresentadas muito contribuirão para a melhoria do conhecimento dos licenciandos e professores em ação sobre o tema “aprendizagem dos conjuntos numéricos”, nos cursos de formação inicial ou continuada. 


			Iniciação ao estudo dos conjuntos numéricos: contextos, unidades, nomes e representações


			A inicialização aos números naturais ocorre no contexto da contagem de coleções de objetos inteiros, compreendendo a manipulação concreta de algumas unidades, como tampinhas e palitos, ou sua representação pictórica, por exemplo, por bolinhas ou risquinhos. O conceito de número fica articulado ao substrato comum de coleções finitas de mesma cardinalidade, às quais é atribuído um número, ou uma característica quantitativa da coleção, acompanhado de sua representação gráfica. É comum e natural o desenvolvimento de quantidades do 1 ao 10, associadas aos 10 dedos da mão. Não tão natural é o fato de se introduzir logo a denominação de dezena, já que não faz parte do vocabulário nem do contexto de vivência dessas crianças. Mais estranho ainda é o uso de dois símbolos iniciais – o 1 e o 0 – para indicar a importante quantidade dos dedos da mão. Como disse Mariana1, apontando para suas mãozinhas que mostravam apenas um dedo da mão esquerda e nenhum na direita, toda fechada: Mãe, por que isto (1 dedo, na mão esquerda) e isto (nada, na mão direita) é igual a isto? (abrindo e mostrando os 10 dedos da mão). Em fases sucessivas, aumenta-se a contagem, chegando progressivamente a várias dezenas, centenas e milhares. 


			Já os números fracionários são introduzidos com o nome de frações, geralmente sem a manipulação de materiais concretos. Os fracionários surgem, mais frequentemente, no contexto de representações gráficas – um objeto/unidade desenhado e dividido em partes iguais (a ideia de que as partes não precisam ser iguais, mas equivalentes, ou valerem o mesmo tanto, não é explorada nessa fase e raramente nos anos seguintes). Esse objeto, em geral uma pizza, passa logo a ser substituído por figura geométrica abstrata: círculo, quadrado, retângulo. O foco principal do processo está em um único objeto, podendo, algumas vezes, surgir um segundo, quando se quer mostrar um número de partes maior do que aquele em que se dividiu a unidade. Restringe-se, assim, dos naturais para os fracionários, de modo abrupto, a quantidade de unidades consideradas, passando-se de coleções progressivamente crescentes à consideração de um ou dois objetos isolados. Existe uma ideia matemática implícita de que, conhecendo essas partes da unidade, o aluno poderá, pela junção delas a unidades, conhecer todas as frações, portanto todo o conjunto dos números racionais positivos.


			Mas não é o que acontece. Um aluno de 5º ou 6º ano estranha pedidos como: Quem dá exemplo de uma fração maior que 20? Ou: Escreva uma fração que contenha cinco dezenas. Respostas frequentes são: Não existe ou Fração não tem dezenas. A raiz disso está no procedimento escolar de geração da fração – a divisão da representação pictórica de uma unidade, em certo número de partes iguais, seguida do coloramento de algumas delas. Nessa introdução, há uma perda de visão da riqueza quantitativa da coleção numérica a ser construída, fato que as frações mistas não conseguem superar. A ampliação do conjunto dos naturais com a inclusão das frações não é destacada.


			Paralelamente, introduz-se a representação numérica associada, o bem conhecido traço de fração, sobre o qual se escreve o número de partes pintadas, e abaixo o número total de partes. A figura e o símbolo associado recebem o nome de fração. O contexto fica tão enclausurado, que podemos referir-nos à aprendizagem das frações como uma teoria das figuras divididas e pintadas.


			A referência ao contexto cotidiano resume-se quase que a aprender nomes para pedaços de pizzas, fato de pouca utilização. Além disso, pizzas, assim como figuras geométricas, são unidades que não foram utilizadas na aprendizagem anterior de naturais. No sentido inverso, os materiais manipulativos, comuns para os naturais, não são levados para os fracionários. Quando aparecem materiais concretos para a aprendizagem de frações, as unidades são tiras de papel ou círculos, de papel ou massa, distintos dos materiais utilizados na contagem de naturais.


			 Assim, vemos até aqui dissonâncias entre a aprendizagem de naturais e de fracionários na natureza do objeto escolhido como unidade, na representação dos fracionários, no alcance das quantidades representadas e na questão dos significados cotidianos. 


			Do mesmo modo, a introdução dos inadequadamente chamados números decimais (por se tratar, nessa fase, apenas daqueles que correspondem a frações) é, com certa frequência, associada a uma unidade representada por um quadrado de um decímetro de lado, já que representa a centena no material dourado, ou montessoriano.


			Um contexto de introdução adequado para os números decimais que se quer, o qual aparece por vezes, é o do sistema monetário, ou, mais geralmente, de medida. Surgem as unidades: real, metro, litro ou quilograma. As subdivisões do real não têm conotação física de área ocupada e nem a de massa ou volume com o inteiro. Entretanto, por terem forte presença cultural, as crianças conseguem, gradativamente, estabelecer relações decimais ou fracionárias entre a unidade monetária e suas partes.


			As outras unidades – metro, litro e quilograma – aparecem quase sempre somente como citações, não possibilitando à criança a percepção real dessas unidades. Embora apresentem conotações físicas com suas subdivisões, isso não é muito explorado na aprendizagem (nem mesmo o metro e o litro, que seriam mais apropriadas para tal), visto trabalhar-se pouco, concretamente, com partes dessas unidades associadas a frações decimais. Na introdução da nomenclatura, décimos e centésimos já eram conhecidos desde a introdução dos fracionários, mas o fato de se estar introduzindo outra representação para esses não é enfatizada, assim como deixam de ser identificados, com frequência, 1,3 com 1 3/10 ou 13/10. 


			O ensino da representação decimal dos fracionários segue relativamente independente dos conhecimentos sobre os fracionários, até o momento de aprender a - passar uma fração para a forma decimal e passar um número decimal para a forma de fração – como se fossem entidades distintas, mas que admitissem a roupagem do outro. A representação desses números, na forma de extensão natural da representação dos naturais – cada dígito em uma casa para a direita representa agrupamentos de objetos 10 vezes menores que os representados na casa anterior; e a consequência natural, de valer o contrário ao caminhar para a esquerda –, é pouco explicitada. 


			Os inteiros negativos aparecem, frequentemente, no contexto de pontos perdidos, praticamente não havendo unidades representativas, enquanto os racionais negativos aparecem usualmente apenas no contexto matemático. A indicação de pontos perdidos ou a pagar é feita por números do tipo -1, -2, -3 etc., o que causa confusão com o sinal de subtração, exigindo, em muitos casos, o uso de parênteses. O conjunto dos inteiros apresenta números em uma forma nova: +1, +2 +3, ..., que serão ditos, na ocasião ou mais tarde, como sendo o mesmo que 1, 2, 3, ... (Talvez haja aí um reflexo da matemática acadêmica, em que se constrói o conjunto dos inteiros de modo independente, não como extensão dos naturais, mas mostra-se a posteriori que o conjunto construído tem um subconjunto isomorfo ao conjunto dos números naturais, identificando-se +1=1; +2=2 etc.). A explicitação do sinal “+” é um fator que dificulta: à primeira vista, podem parecer números distintos dos naturais, mas depois é informado que o sinal é dispensável, que esses números coincidem com os naturais. 


			Observam-se, novamente, dissonâncias entre a natureza do objeto escolhido como unidade, na sua representação simbólica, no alcance das quantidades representadas e na questão dos significados cotidianos – seja na passagem dos naturais para as frações ou para os inteiros, seja na questão da representação decimal das frações.


			Como observação complementar, lembramos que os irracionais surgem, posteriormente, quase por passe de mágica ou autoridade, associados ao quociente do perímetro pelo diâmetro, no círculo (conquanto todas as medições que façam levem à obtenção de dois decimais finitos, cujo quociente será obviamente um racional); ou a certas raízes quadradas, também sem justificativas. De qualquer modo, mesmo aceitando-os como irracionais, eles parecem, aos alunos, números bem raros na reta numérica. Em geral, a unidade de referência fica obscura.


			Interpretações inadequadas geradas pelos fatos citados


			Os diferentes modos de apresentação dos números induzem à formação de concepções distorcidas. Uma dessas concepções frequente é de que os números naturais se aplicam à contagem de objetos pequenos, que podem pertencer a coleções muito grandes; e, por outro lado, que as frações e os decimais aparecem em objetos maiores, restritos a um único ou poucos objetos. A ênfase destes últimos fica no fato de nomearem partes de um objeto, não ficando claro que indicam quantidades, e que podem indicar a quantidade em coleções grandes envolvendo tanto objetos inteiros como partes (especiais) desses objetos, ou ambos. Não fica claro que, ao aprender as frações, ou melhor, os números fracionários, os aprendizes estão aprendendo uma quantidade enorme de números, que vão ficar “misturados” aos números naturais. Daí, embora a reta numérica dos naturais possa ser clara para os alunos, há enorme dificuldade de representação dos racionais positivos na reta, seja na representação fracionária ou na decimal. As frações como números (quantificadores) constituem, a nosso ver, o aspecto principal a desenvolver na aprendizagem inicial. 


			Outra interpretação inadequada pode originar-se dos diagramas de Venn, quando estes são apresentados no contexto dos números. Os alunos veem claramente uma elipse central, nomeada por Naturais; no aro em forma de faixa, em volta dela, pode estar escrito “Frações”. Os alunos interpretam como sendo conjuntos disjuntos dos naturais. Questionados sobre como ficam na reta dos naturais, acontece de dizerem “No final” e “Antes”. Ou, sobre onde terminam os naturais, apresentam respostas como “Muito longe”, “Ninguém sabe” ou “No infinito”. 


			O tempo destinado à aprendizagem dos conjuntos numéricos


			Considerando a aprendizagem dos números e suas representações numéricas, a dos números naturais é feita em um espaço de tempo substancialmente maior, começando antes do período escolar. Na escola, retoma-se o significado e a representação dos números de um dígito, passando à representação do 10 e dos nove números subsequentes, introduzindo a representação geral das dezenas, centenas etc. No total, são três ou quatro anos de convivência dos alunos com esses números. O tempo é bem mais curto na aprendizagem dos números racionais positivos. Para a maioria dos alunos, o conhecimento pré-escolar desses números refere-se, tão somente, à quantidade metade ou um meio. Apesar dessa desvantagem, usando o processo das unidades divididas e pintadas, e a concomitante representação numérica, os livros desenvolvem rapidamente o conjunto de frações menores do que a unidade, que chamam de próprias, estendendo, por meio de alguns exemplos, para frações maiores do que a unidade. A representação desses números é feita, de forma superficial e resumida, usando-se o traço de fração. Há um certo aparato terminológico – numerador, denominador, frações próprias, impróprias, mistas, aparentes.


			 Atualmente, apresentam-se ainda vários significados de fração – muitas vezes, sem inter-relações entre eles. Todo esse mundo novo de conhecimentos das frações ocorre em um bimestre, quanto muito em dois. 


			Depois isso, há frequentemente um hiato, em que se retorna aos números naturais com as noções de múltiplos e divisores, múltiplos e divisores comuns a vários números, até chegar ao mínimo múltiplo comum e ao máximo divisor comum, conceitos considerados necessários à introdução das primeiras noções sobre operações entre frações. Na verdade, esses conceitos as dificultam bastante ou, pelo menos, obscurecem-nas. 


			Essa maneira rápida de introdução de novos números e suas representações numéricas repete-se ao longo dos anos escolares.


			A questão da ordem entre os números


			A ordem crescente, sensível, na aprendizagem dos números naturais, não comparece no conjunto dos números fracionários, o que causa certa dificuldade ao aluno. A emergência de uma ordem bastante natural e intuitiva entre certas frações não é trabalhada, antes de serem dados critérios e regras de comparação de frações. Por vezes, a sequência decrescente 1/2, 1/3, 1/4, ..., 1/10 tem algum destaque, podendo, entretanto, gerar subliminarmente a ideia de que são frações “consecutivas” (não existindo outra entre elas). 


			A realidade de dezenas, centenas etc. parece nada ter que ver com o universo de frações. O aluno não tem oportunidade de comparar 532 19/20 com 579 1/2. Demos exemplos de questões impactantes sobre números fracionários envolvendo esses agrupamentos. Para a representação decimal, não se dá ênfase à analogia com a representação dos naturais, o que dificulta a comparação, por exemplo, entre 0,01 e 0,00989878. Também nos inteiros, sua mera colocação espelhada na reta numérica, e a afirmação de que o que aparece antes é menor do que todos que vêm depois, embora possa funcionar como regra mnemônica, não ajuda no entendimento das operações e confunde na questão das datas históricas.


			Aprendizagem das operações nos diversos conjuntos numéricos


			Passando às ideias operacionais de adição, subtração, multiplicação e divisão, encontramos igualmente falta de articulação nos aspectos explorados nos diversos conjuntos numéricos: contextos, significados, busca pessoal de resultados, algoritmos. 


			Nos números naturais, essas ideias são, em geral, acompanhadas de situações inerentes ao contexto que as legitimam. Para adições e subtrações: juntar; dar ou separar; para a multiplicação: somar números iguais; e, para a divisão, dividir igualmente para recipientes ou pessoas, ou separar uma quantidade em grupos de igual tamanho. Vergnaud (1990) elaborou uma teoria que amplia o âmbito dessas operações, designando-a como campos conceituais. Apesar de bastante divulgada e objeto de estudos acadêmicos, tal teoria não se concretizou de modo amplo e claro na prática escolar. Um restritor da compreensão é o fato de aparecerem enunciados, nos livros didáticos, com os diversos significados teóricos para uma mesma operação, sem, contudo, desenvolver-se um suporte lógico que os articule tornando plausível, para os alunos, o fato de associarem tais significados a uma mesma operação e a um mesmo algoritmo.


			A situação apresenta-se bem mais grave no campo dos números fracionários. Assumindo, provavelmente, a hipótese de que os conceitos das operações já foram formados no conjunto dos números naturais, dispensam-se ou minimizam-se situações de contexto vivencial que demandam essas operações, ou são usadas situações artificiais, mesmo para adições e subtrações. Para a multiplicação e divisão, é ainda pior: problemas do contexto cotidiano envolvendo essas operações são raros nos livros didáticos. Assim, as ideias das operações elementares para frações são pouco explicitadas e praticamente impostas quando do ensino dos algoritmos.


			Para os decimais, contudo, os significados da soma e da subtração apresentam alguma analogia com os explorados nos naturais, principalmente quando se usa o sistema monetário. Para a multiplicação e a divisão, aumentam as dificuldades em atribuir significados, ainda mais pelo fato de o produto poder ser menor do que ambos os fatores e de o quociente poder ser maior que o dividendo e o divisor, fatos jamais admissíveis ou sonhados no conjunto dos naturais. 


			Também nos números inteiros relativos, algum significado é dado à soma e à subtração, no sentido de computar e compensar positivos e negativos, mas pouco ou nenhum é dado à multiplicação e à divisão, onde o caos no entendimento se estabelece, mormente nos casos envolvendo dois negativos. Isso sem pensar nas explicações histriônicas que são dadas, como: O amigo do meu amigo é meu amigo, ..., O inimigo do meu inimigo é meu amigo. Ou seja, transmitindo uma admissão cabal de que não há lógica própria na matemática.


			Porém, mais do que no campo das conceituações operacionais, é no âmbito dos algoritmos que as desarticulações se acirram. Observando-se os algoritmos usados para encontrar os resultados das operações, em distintos conjuntos numéricos, as diferenças são gritantes. Alguns são verticais, outros horizontais; alguns são elaborados da esquerda para a direita; outros, em sentido contrário. Em alguns conjuntos, certos algoritmos parecem ter certa lógica, em outros não. 


			Um elemento-chave na questão do ensino é o da opção por tornar visível (ou não) a articulação entre a construção dos algoritmos e as ideias das operações correspondentes, em cada conjunto numérico trabalhado. Ou seja, o de explicitar ou não alguma lógica, no algoritmo, que mostre a relação entre os procedimentos realizados neste e a construção de uma solução para uma situação real. Vejo isso relacionado ao fato de quase tudo ser ensinado sem que o aluno pense; mas, ao começarem os problemas matemáticos, há uma reclamação geral de que os alunos não pensam. 


			Nos números naturais aparecem, às vezes, intenções de se mostrar que, nos algoritmos da soma e da subtração, as manipulações numéricas correspondem a ações ou pensamentos realizados naturalmente em situação do contexto. Isso quase não ocorre para a multiplicação e a divisão, nas quais os algoritmos são bem herméticos, seguindo regras sem conexão explícita com ações reais que resolveriam as situações. Por exemplo, não é comum o aluno compreender que o processo multiplicativo para obter o resultado de 18 x 12 compreenda, em suas etapas, um processo de contagem da quantidade total de laranjas em 18 dúzias da fruta. As propostas existentes não evidenciam a natureza diferente dos fatores. Presenciamos situações em que, solicitado a mostrar que 3 + 4 é igual a 7, o aluno tomou 3 objetos e depois mais 4, contou o total e obteve 7. Em seguida, solicitado a mostrar que 3 x 4 é igual a 12, o aluno igualmente tomou 3 objetos e depois mais 4 e ficou perplexo, procurando obter com eles 12 objetos. Realidades semelhantes ocorrem na divisão. 


			Menor ainda é a intenção manifesta de explorar os significados nos fracionários. Neles, a aprendizagem dos algoritmos para as operações aparece como uma necessidade apenas da matemática, sem situações que as motivem nem argumentos que as justifiquem – quase sempre reduzidas à junção ou à separação de partes das figuras geométricas. Como na vida dos alunos praticamente não há demanda pela junção de partes dessas figuras, o significado permanece apenas no nível representacional, aparecendo parcos exemplos do que pode estar sendo representado. Tampouco na forma, os algoritmos introduzidos para as operações nesse conjunto numérico têm alguma semelhança com os algoritmos dos naturais: somas e subtrações tornam-se mais difíceis nos números fracionários, pois são realizadas em longos algoritmos horizontais; já multiplicações e divisões tornam-se mais fáceis – as primeiras reduzem-se a duas multiplicações com naturais; e as divisões, embora com certo estranhamento, são realizadas por meio de uma multiplicação. Sendo os processos obscuros e aparentemente aleatórios, não há como evitar a indagação secreta de todo aluno: por que não se inventou que cada processo fosse feito à moda da multiplicação, realizando-se operações idênticas entre o numerador e o denominador? Já nos decimais, aparece certa semelhança com os significados e com os algoritmos das operações com números naturais, surgindo, contudo, peculiaridades ou obstáculos: na soma e subtração, há a ordem rígida de colocação de vírgula sobre vírgula e o preenchimento das casas com zeros; na multiplicação, há o abandono da vírgula no processo e a contagem de casas dos fatores para recuperá-la, ao final. Na divisão, um modo é fazer-se a igualação de casas, a supressão das vírgulas iniciais e a possível colocação de uma vírgula no quociente, durante o processo; o significado do resto (que aparece sem vírgula) é pouco explorado. 


			Esses procedimentos algorítmicos sem consistência aparente e sem indício de lógica alguma fazem surgir aspectos herméticos e de certo modo insólitos. Exemplo da não compreensão do que é feito no processo de soma de frações foi um fato que presenciei em sala de aula2. A professora chamou um aluno ao quadro para realizar uma adição de “frações mistas”, colocadas ao início de um quadro de giz de cerca de três metros de comprimento. O aluno cumpriu bravamente a tarefa, embora tenha feito devagar: transformou as frações mistas em impróprias; achou o mínimo múltiplo comum dos denominadores; efetuou divisão do m.m.c. por cada denominador e multiplicou pelo numerador correspondente, achando um novo numerador para cada uma; indicou a soma dos novos numeradores sobre o m.m.c.; efetuou a soma mantendo como denominador o m.m.c. encontrado. Obteve uma fração imprópria e “extraiu os inteiros”, transformando-a em uma fração mista. O processo foi longo; o clima na classe, dispersivo. Embora alguns poucos acompanhassem e até dessem palpites, a tendência era de conversa e dispersão, a professora chamando a atenção várias vezes. Pela primeira vez, aquele longo procedimento, totalmente sem compreensão, deu-me certo calafrio, a nítida sensação de um teatro de absurdo. Então, ao final, elogiei o aluno e perguntei se poderia fazer uma pergunta. Fui à frente e englobei com as mãos cada uma das duas frações parcelas iniciais, dizendo: se a gente pegar uma coisa desse tamanho, e depois outra do tamanho dessa outra, e juntarmos as duas, a gente vai ter uma coisa do tamanho daquela lá do final (esticando o braço e apontando para a última fração obtida, ao final do quadro)? Houve silêncio de todos, e o autor, mudo, fez um gesto de dar de ombros, significando algo como “sei lá, isso importa?”. Considero relevante que o experimento seja repetido para alunos que aprenderam a mecanização dos passos para somar duas frações. 


			Outro fato, referente à compreensão inicial das frações e certo sentido de divisão, foi a reação a uma pergunta que propus a uma classe de 5ª série3 (atual 6º ano): quanto dá meio dividido por 2? Pedi que apenas pensassem para responder, não escrevessem nem desenhassem. Como ninguém respondeu, concretizei a pergunta: Pensem em meio bolo dividido para duas crianças. Quanto dá para cada uma? O máximo que consegui, após algum tempo, foi a resposta: dá metade do meio bolo. Insisti: e esse pedaço, metade da metade, não tem um nome? Mas, embora já tivessem visto toda a terminologia, simbologia e operações com frações, ninguém respondeu. 


			Recordo-me de que a professora considerou a pergunta muito abstrata para os alunos. Era uma professora eficiente, briosa e esforçada, dando muito de si para uma boa aprendizagem dos alunos. Não pude deixar de pensar quanto, mesmo tais docentes, ficam reféns de lacunas em suas formações, do livro didático e do ensino como sempre foi; e quanto o ensino pode deixar de ser significativo. Essas professoras podem obter respostas certas para aquilo que ensinam: transformar frações mistas em impróprias, verificar se frações são equivalentes, operar com frações. Mas não conseguem que os alunos construam o senso do número fracionário nem o sentido de combinações operatórias entre os números. O aluno sabe que está aprendendo outros números, mas pouco os relaciona entre si ou com os demais; vê o conjunto das frações dissociado daquele dos naturais. 


			Nos números inteiros, reiteramos o que já dissemos: pouco ou nenhum significado é dado à multiplicação e à divisão, onde o caos no entendimento se estabelece, em especial nos casos envolvendo dois negativos. 


			Relato de um processo de superação 


			O passo inicial: dos números naturais aos fracionários 


			O primeiro olhar sensível que tivemos para a problemática que abordamos neste artigo foi no desenvolvimento do projeto já mencionado: Um Novo Currículo de Matemática da 1ª a 8ª Série, desenvolvido no Departamento de Matemática da UnB, em que pesquisávamos os conteúdos relevantes e adequados, do ponto de vista sociocultural, cognitivo e afetivo, para o ensino fundamental, bem como elaborávamos, experimentávamos e divulgávamos metodologias de ensino que havíamos comprovado, em certa medida, serem adequadas para o objetivo proposto. Isso porque, uma vez elaboradas pelo grupo, elas eram inicialmente aplicadas por membros da equipe a grupos diversos de alunos, no Laboratório de Ensino no Departamento de Matemática da UnB, e tiveram as mudanças mais substanciais oriundas das reações e procedimentos próprios dos alunos. 


			Essas experiências nos grupos, paralelas e avançando gradativamente, mostravam-nos como as crianças construíam os conceitos dos números em diferentes conjuntos numéricos, e alertaram-nos para a emergência de lacunas comuns nessa construção. 


			O surgimento de dicotomias e desarticulações 


			A primeira dicotomia surgiu ao introduzirmos materiais concretos para os números fracionários. Para concretizar as unidades nos números naturais, utilizamos tampinhas, fósforos usados, canudos, palitos de sorvete, fichas, sementes etc. Para os números fracionários, a proposta inicial também se apoiava no uso de material manipulativo, constituído de círculos de papel especial, que permitissem reconhecer a unidade e suas partes. Um primeiro círculo era deixado completo, o seguinte era dobrado pela metade. Nos demais, introduzia-se um corte em algum raio, o que permitia a dobragem de cada círculo em um número n de partes iguais. Para que o resultado das dobras explicitasse em quantas partes a unidade havia sido dividida, usavam-se cores diferentes para os círculos, dependendo dessa divisão. 


			Até aqui, a não ser pela estética (cores) e manipulação (dobra e desdobra, comparação do tamanho das partes obtidas), o material produzido não se distinguia, em essência, do universalmente usado: focava em uma unidade (círculo) e suas subdivisões. 


			Foi nessa etapa que notamos uma primeira desarticulação na aprendizagem escolar desses dois tipos de números: a disjunção entre os materiais usados – círculos não haviam representado unidades no tratamento dos números naturais, tampouco algum dos materiais usados para a aprendizagem dos naturais passou a ser usado nas frações. Isso quebrava a continuidade do desenvolvimento cognitivo dos alunos. 


			Parece-nos agora que resolver esse problema pontual foi um primeiro grande passo. Foi isso que nos levou, de imediato, a procurar uma expansão dos materiais manipulativos usados anteriormente, ou pelo menos, no caso da introdução de materiais diferentes, a haver uma interseção dos materiais usados em um conjunto numérico com o outro. 


			A partir daí, passamos à construção de semelhança e coerência em vários outros aspectos da aprendizagem de diferentes conjuntos numéricos: na introdução contextual dos números, nas atividades e jogos, na construção da reta numérica, dos algoritmos, o que será descrito a seguir. Consideramos que essas construções, embora criadas na década de 1980, já tendo passado por algumas mudanças e passíveis de aprimoramento, exemplificam o que consideramos essencial: uma proposta de aprendizagem articulada dos conjuntos numéricos.


			Articulações construídas na aprendizagem dos 
conjuntos numéricos 


			Dienes (1975) defendia o uso de pelo menos dois materiais didáticos diferentes para a aprendizagem de um mesmo conceito, com posterior percepção da estrutura comum, conduzindo à abstração. Essa opção já era adotada e explicitada em nossa apostila para naturais do projeto 


			3. Trabalhar a mesma atividade com dois ou três tipos de materiais diferentes. As crianças não ficarão presas ao aspecto de um único material e captarão melhor as ideias envolvidas na atividade. É a fase dos Jogos Análogos. (BERTONI; GUIDI, 2015, p. 23 apud DIENES, 1975).


			Lembramos que a mesma opção foi levada para a aprendizagem das frações, na qual foram adotados, para representar unidades, tanto círculos quanto tiras retangulares. 


			De acordo com o alerta inicial, escolhemos, entre os materiais que mais havíamos utilizado na aprendizagem dos naturais (canudos de refrigerante em plástico, palitos de picolé e tampinhas), os mais apropriados para cortes e representação concreta dos fracionários. Essa escolha recaiu nos canudos plásticos, que foram usados também como unidades para as frações. Em sentido contrário, as fichas retangulares, criadas para as frações, foram usadas como unidades também para a aprendizagem dos naturais. Trabalhávamos, nos fracionários, com esses materiais inteiros ou cortados, em cores diferentes. Os canudos brancos permaneciam inteiros, indicando os números naturais; as metades eram vermelhas; e os quartos amarelos. Havia ainda os que representavam terços e sextos, quintos e décimos. Em Amato (2015), encontramos um resumo para o início dessa aprendizagem:


			Apresentação das frações. 


			1º. Apresentação das frações com a massa de modelar e sem símbolos.


			a) Meios, quartos e oitavos,


			b) terços e sextos,


			c) doze avos e vinte e quatro avos,


			d) quintos, décimos, centésimos, sétimos e outras...


			2º. Apresentação das frações com o material de numerização: canudos coloridos.


			3º Apresentação das frações com material dobrável retangular ou circular: tiras ou círculos coloridos de papel. (AMATO, 2015, p. 127, grifos do autor).


			Podemos acrescentar que as fichas retangulares se adequavam também aos agrupamentos de unidades, já realizados nos naturais. Assim, surgiam quantidades constituídas por grupos de 10 unidades (ou grupos maiores, formados por 10 grupos de 10) e ainda partes de uma ficha, já reconhecidas. Os números representativos dessas quantidades poderiam ser, por exemplo, 23 e meio, ou 145 e três quartos. Superava-se, desse modo, a impressão errônea de que frações só apareciam isoladas, como partes de uma unidade, ou partes associadas a algumas poucas unidades. Ficava claro ainda que, usando-as, o universo das quantidades inteiras (representados por números naturais) era ampliado. 


			A esse primeiro passo seguiram-se outros: o jogo de “formar um monte”4, introduzido na aprendizagem dos números naturais apenas com canudos inteiros, foi generalizado, na aprendizagem de fracionários, para “formar um grupo de 10”, utilizando canudos cortados. Ambos eram jogos para quatro ou cinco alunos. No primeiro, segundo Bertoni e Guidi (2015, p. 61), eram colocados no centro da mesa: uma caixa com certa quantidade de canudos inteiros (alguns grupos de 10 já amarrados), um dado usual e certa quantidade de ligas elásticas. Cada aluno jogava o dado e pegava a quantidade correspondente de canudos. Quando atingia 10 canudos, o aluno devia os amarrar e deixava os restantes soltos, se houvesse. Ganhava quem primeiro formasse certo número de grupos combinado, ou quem tivesse mais ao término de um prazo combinado. Esse jogo estimulava o reconhecimento de quantidades e o cálculo mental. Era comum ouvirmos frases reveladoras disso. Por exemplo: se um aluno tinha 8 canudos, dizia: Quero tirar pelo menos 2 no dado. Se outro tirava 6 no dado, o aluno pegava logo um grupo de 10 amarrados e dava 4 canudos soltos de troco. 


			Na extensão desse jogo para os fracionários, segundo Amato (2015, p. 178), uma das versões começava com canudos brancos inteiros e terços de canudos colocados no centro da mesa. Um dado comum tinha as faces recobertas com novos valores: 1/3, 2/3, 3/3, 4/3, 5/3, 6/3. Cada participante jogava o dado e pegava a quantidade correspondente de partes de canudos. À medida que as partes compunham um canudo inteiro, os participantes faziam essa troca. Quem formasse primeiro um grupo de 10 canudos inteiros ganhava o jogo. Também aqui a atividade lúdica era propícia para o reconhecimento de quantidades fracionárias, para a percepção de equivalências, de frações que representavam inteiros e cálculos mentais. Se um aluno possuía 2 terços e tirava 2 terços no dado, percebia que podia pegar 1 canudo inteiro e dava 1 terço de troco (evitava pegar 2 terços, juntá-los a um dos terços que tinha e trocar os 3 por um canudo inteiro). Percebiam também que tirar 3 terços ou 1 canudo dava no mesmo. 


			Mais tarde, percebemos que a atividade poderia propiciar a introdução informal da colocação de frações na reta numérica. Esse processo, envolvendo fichas inteiras e pedaços de décimos, está registrado em Muniz (2015, p. 282). Estimulei, em contexto de formação de professores, que cada um construísse uma linha com o que haviam conseguido ao final da partida, e que as linhas fossem colocadas lado a lado: 2 e 1 terço, 5 e 2 terços, 6 e 1 terço. 


			A facilidade dos alunos nas trocas revelou-se também no jogo “quem acaba primeiro com seus palitos”, no qual cada aluno recebia uma mesma quantia de grupos de 10 e 9 unidades. Jogavam o dado para saber quanto deveriam entregar ao banco. Na primeira jogada sempre podiam entregar as unidades indicadas pela face do dado, o que podia não ocorrer nas seguintes. Se algum deles devesse entregar 6 unidades e tivesse apenas 4, ele rapidamente recorria a um de seus montes de 10, tirando a liga elástica que o prendia e fazendo um de dois processos: percebia que lhe faltavam apenas 2 e tirava dos 10 oriundos da “desamarração”; ou tirava logo os 6, assim que desamarrava. De qualquer modo, o que lhe sobrava de soltos era menos que 10, e ele não voltava a amarrar. Achamos os procedimentos bem próprios de crianças e os aceitamos normalmente.


			Um dispositivo especial: a sapateira de bolsos transparentes


			Outra extensão de material concreto utilizado dos naturais para as frações foi a de um dispositivo adotado para cálculos com naturais, e depois para fracionários, decimais e inteiros. Tratava-se de um material vendido no comércio como uma sapateira com três ou quatro divisões verticais e três horizontais, feita com um fundo plano de tecido qualquer e a frente com bolsos em plástico transparente sobre cada divisão.


			[image: ]  [image: ]


			Figura 1 – A sapateira de bolsos transparentes


			Fonte: MUNIZ, 2015, p. 74-755


			Para nós, professores, tal “sapateira” era um organizador de material – na última coluna da direita, colocávamos unidades soltas que não formassem 10; na penúltima coluna, grupos de 10 unidades amarradas; na antepenúltima, grupos formados por 10 grupos de 10 amarrados. Evitávamos o simbolismo de usar apenas unidades representativas em todas as posições, e dizer que elas assumiam valores diferentes, conforme a posição. Isso porque percebemos que passar de um material concreto real, contável, para outro representacional dessas quantidades não era bem compreendido pelas crianças. Na verdade, isso era uma etapa mediadora para a percepção do valor de lugar. Em pequenos encaixes extras feitos sobre os bolsos, em cada coluna, colocavam-se fichas de dígitos representando a quantidade de material própria de cada um: unidades, grupos de 10 e grupos de 100.


			Mesmo retirando as fichas da sapateira, nas quais constavam 1 e 4, os alunos interpretavam como 1 grupo de 10 e 4 soltos 


			Um trabalho paralelo, para maior significação da quantidade, era feito pela contagem, um a um, dos canudos, usando a cantilena da sucessão dos números que as crianças vão aprendendo na infância. Se houvesse 3 grupos de 10 e 2 soltos, os alunos começavam a contagem pelos grupos de 10, que eram abertos sucessivamente e contados. Confirmavam que a contagem do primeiro grupo atingia o 10, abrindo o segundo grupo e continuando a contagem, chegavam ao 20; no final do terceiro grupo tinham 30 e contando as duas unidades restantes obtinham trinta e dois – o nome do número que representava 3 grupos de 10 e mais 2 soltos. Assim, as crianças interpretavam a escrita dos números no sistema decimal antes mesmo de conhecer seus nomes.
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