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			Prefacio

			En el año 2001, cuando acabábamos de iniciar el siglo XXI, publiqué mi primer libro de matemática lúdica Una recreación matemática: historias, juegos y problemas. Recogía aquí alguno de los juegos y acertijos que surgieron de mi colaboración, entre 1991 y 1996, en la sección «Para pensar de un minuto a una hora» del suplemento de ciencia del periódico La Vanguardia.

			Gracias a esta nueva edición he podido revisar y actualizar una parte del material para que todos aquellos que no pudieron leerlo entonces puedan tener ahora una segunda oportunidad para divertirse.

			Como siempre, mi deseo es mostrar la universalidad, tanto en el tiempo como en el espacio, de los acertijos y los juegos matemáticos, con la esperanza que el lector encuentre en estas páginas un motivo de recreo y al mismo tiempo de aprendizaje. Me sentiría satisfecho del trabajo realizado si el lector encontrara en el libro alguna historia interesante, algún problema que le hiciera pensar un poco o algún juego para pasarlo bien.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		


		
			

			Introducción

			Lo oyó y lo olvidó.

			Lo vio y lo creyó.

			Lo hizo y lo comprendió.

			CONFUCIO (s. VI a. J.C.)

			El año 2000 fue declarado por la Unesco el Año Mundial de las Matemáticas y por este motivo se realizaron en diversos lugares del mundo un gran número de actos con el objetivo de concienciar a la sociedad de la importancia de las matemáticas. Parece evidente que la sociedad en general no reconoce la importancia de esta disciplina y cuando lo hace considera que las matemáticas, a diferencia de lo que ocurre con otras áreas del saber, son algo reservado a una élite, es decir, que el conocimiento matemático no forma parte de lo que podríamos llamar la formación de una persona culta, en el sentido amplio del término. Aunque determinar por qué sucede esto es complejo, pienso que hay dos fac­tores que influyen en la visión que el gran público tiene de las matemáticas: uno es la experiencia —en muchas ocasiones poco satisfactoria— que cada persona ha tenido cuando se ha aproximado a esta ciencia; otro es la falta de materiales divulgativos que traten de mostrar al gran público el auténtico valor y la importancia de las matemáticas.

			¿Por qué mucha gente considera las matemáticas como algo aburrido e incluso siente aversión por esta ciencia, mientras un grupo reducido de personas experimenta una gran atracción hacia ella? ¿Es posible que una persona no especialmente dotada pueda disfrutar haciendo matemáticas y comprender la importancia que esta disciplina tiene tanto en nuestra vida cotidiana como en el desarrollo y avance de la ciencia? Este libro, de carácter divulgativo y dirigido al gran público, pretende mostrar que esto es posible si se presentan las matemáticas de una determinada manera.

			Desde los tiempos más remotos, la humanidad ha tenido necesidad de hacer matemáticas para entender el mundo en el que vivimos, puesto que esta ciencia es un poderoso instrumento para el análisis de la realidad y para su transformación. Su continuo desarrollo a través de las distintas civilizaciones ha llevado a las matemáticas a convertirse en un patrimonio cultural importantísimo que refleja la capacidad creativa de la humanidad y que contiene elementos de belleza y de recreación comparables a otras disciplinas no sólo científicas sino también humanísticas.

			No obstante, al valorar las matemáticas nuestra sociedad tiende a priorizar determinados aspectos de las mismas que las alejan de los intereses culturales y lúdicos de muchas personas. Así, se acepta que las matemáticas son especialmente difíciles, constituyen un elemento de selección y que, a pesar de su gran presencia en la educación, sólo un reducido grupo puede llegar a tener éxito en esta disciplina. Esta visión tan limitada de las matemáticas ha llevado a mucha gente, que se considera de un nivel cultural alto, a prescindir de ellas como parte de su formación; muchas de estas personas no tienen ningún reparo en afirmar que de matemáticas no saben casi nada, y que los más eminentes matemáticos de la historia, como Arquímedes, Fermat, Newton, Euler o Gauss, son, junto con sus obras, personas prácticamente desconocidas para él.

			¿Qué pensarían estas personas sobre el nivel cultural de alguien que dijera que no sabe redactar de forma correcta un texto y que desconoce quiénes fueron Shakespeare, Cervantes, Bach, Mozart o Velázquez?

			Ciertamente, hay algunas características de las matemáticas que pueden suponer una barrera para el profano. Una de ellas es su elevado nivel de abstracción, que proviene del hecho de que los objetos que maneja son creaciones de la mente y, por lo tanto, no existen en la realidad; pero ello no implica que para acercarse a las matemáticas no se pueda partir de la realidad concreta y del sentido común. Como decía el profesor Puig Adam (1900-1960), uno de los más insignes profesores de matemáticas de nuestro país, la facultad de abstracción no se desarrolla razonando en abstracto, sino empezando por lo concreto, ya que si abstraer es prescindir de algo, es preciso que empiece por existir este algo del que se puede prescindir. Otra característica, relacionada con la anterior, es el lenguaje y los símbolos especiales que utilizan las matemáticas, necesarios, aunque no siempre imprescindibles, para expresar con precisión los conceptos y los argumentos propios del razonamiento lógico.

			También es cierto que sólo un reducido grupo de personas está especialmente dotado para las matemáticas, es decir, para descubrir resultados nuevos e importantes. Pero como señalan Hans Rademacher y Otto Toeplitz, en la introducción a su magnífico libro Números y figuras, algo parecido sucede con el mundo del arte y en particular con la música, donde muy pocas personas son capaces de componer una sinfonía o una ópera y no obstante mucha gente puede entender la música y sobre todo disfrutar de ella, hasta llegar a convertirse en un melómano sin ser, necesariamente, un gran conocedor del lenguaje musical.

			Un breve repaso a los contenidos de este libro permitirá observar al lector que las matemáticas están ligadas a la realidad, surgen del mundo que nos rodea y de las necesidades que la humanidad ha tenido a lo largo de la historia, pero tienen también su vida propia, su propia realidad, de modo que, a veces, las situaciones y los problemas que se plantean en su interior están más cerca del juego, de lo lúdico, lo simulado o lo imaginario, que de lo concreto y estrictamente necesario. Entonces, para entender el sentido de esta matemática hay que dejarse cautivar por el reto intelectual que plantean estos problemas y sumergirse en un nuevo mundo que puede llegar a ser fascinante, bello e incluso divertido, siempre que nos ayuden a entenderlo.

			El presente libro es una mezcla de informaciones y de propuestas de problemas y acertijos. Así, el lector observará que la frontera entre lo lúdico y lo serio es muy difusa porque muchas veces las matemáticas se asemejan a los juegos y también muchos juegos pueden ser analizados matemáticamente. Para tratar de hacer todavía más imperceptible esta frontera, se han evitado, siempre que ha sido posible, los formalismos innecesarios y la presentación de técnicas sin sentido, dando prioridad al planteamiento de problemas que ha sido, a lo largo de la historia, el auténtico motor para el desarrollo de las matemáticas.

			La inclusión de más de 130 acertijos y problemas y juegos se basa en la idea de que para conocer las matemáticas y para disfrutar con ellas no basta con recibir información sobre sus características, sus resultados, su impacto o su estructura interna, como tampoco es suficiente que le expliquen a uno cuál es la solución de un determinado problema; todas estas informaciones pueden ayudar al lector siempre que estén debidamente contextualizadas. No obstante, para penetrar en realidad en el mundo de las matemáticas es necesario hacer matemáticas, en el sentido de recrear algunos resultados importantes y tratar de descubrir por uno mismo y con sus propios métodos la solución de problemas interesantes, curiosos o sorprendentes.

			¿Qué encontrará el lector en este libro? Una rápida mirada al índice nos indica que en él se habla de los distintos tipos de números y de su utilización, de las formas geométricas, sus propiedades y su relación con los objetos materiales y, finalmente, de los juegos y su relación con las matemáticas. Casi todos estos temas son los propios de cualquier libro sobre la materia, pero a diferencia de la mayoría de ellos, el lector encontrará historias, reflexiones, problemas y juegos, en lugar de teoremas, lemas, demostraciones y ejercicios.

			Hay problemas de distinto nivel, algunos son de nivel elemental y otros, señalados en el texto con un asterisco (*), presentan una mayor dificultad. En todo caso, se adjuntan las soluciones de todos, algunas de ellas ampliamente comentadas.

			

			

		


		
			

			La magia de los números: 
para contar y para jugar

			Dios sólo creó los números naturales,
¡todo lo demás es invención del hombre!

			LEOPOLD KRONECKER (1823-1891)

			Introducción: qué son y para qué sirven los números naturales

			Empezaremos nuestro recorrido por las matemáticas refiriéndonos en este capítulo a los números naturales: qué son, para qué sirven, cómo se escriben, qué propiedades tienen, qué problemas se resuelven utilizando estos números, son algunas de las cuestiones que aparecen ligadas a los números naturales, los primeros que se aprenden en la escuela y, seguramente, los más utilizados en nuestra vida diaria. Quizá sea esta familiaridad y la facilidad para utilizarlos un primer impedimento para reflexionar sobre ellos, para darnos cuenta del esfuerzo intelectual que supone su introducción y el gran avance que supuso la creación de nuestro sistema de numeración, que es, en definitiva, el que permite una utilización cotidiana sencilla de los mismos.

			Desde el punto de vista de las matemáticas, los números naturales, 1, 2, 3, 4, 5, ... sirven, en primer lugar, para contar, es decir, para establecer la cantidad de elementos de una colección de cosas y también para ordenar los objetos dentro de una colección. No obstante, si miramos a nuestro alrededor descubriremos otra función de los números, habitual en nuestro mundo altamente tecnificado, que es distinta de las anteriores y que se relaciona con el uso de códigos, cuya función es identificadora. Así, el Documento Nacional de Identidad, el número de teléfono, la matrícula de un coche o el código de barras son ejemplos de números (o de códigos alfanuméricos) que sirven para identificar a una persona, un telé­fono, un coche o un producto.

			Aunque no lo parezca, definir qué son los números naturales es una tarea muy compleja, y de hecho las matemáticas se han desarrollado durante miles de años sin tener una definición precisa de los mismos. A grandes rasgos podemos decir que un número natural es una propiedad de las colecciones: a cada colección de cosas le corresponde un número, y sabemos que a dos colecciones les corresponde el mismo número si es posible aparejar los elementos de una con los de la otra sin que sobren ni falten elementos. Por otro lado, si al aparejar los elementos de dos colecciones en una de ellas nos sobran elementos, decimos que ésta tiene una cantidad de elementos mayor que la otra, es decir, le corresponde un número mayor.

			De la misma manera que identificar el color de un objeto material, por ejemplo el negro, es sencillo, mientras que definir lo que es la negrura, como propiedad de los objetos negros, es bastante más complicado, con los números naturales sucede algo parecido. Si elegimos un número concreto, por ejemplo el dos, podemos identificar colecciones con este número de elementos: las alas de un pájaro, las piernas de una persona o las caras de una moneda, y colecciones que no tienen este número de elementos, mientras que tratar de definir qué es un número natural se escapa de los conocimientos elementales.

			A diferencia de lo que sucedió con la geometría, donde los griegos, y en concreto Euclides (h. 300 a. J.C.) con su famoso libro Los elementos, ya establecieron un conjunto de axiomas y postulados a partir de los cuales fue posible desarrollar la geometría de manera deductiva, no fue hasta finales del siglo XIX cuando G. Peana (1858-1932) estableció una definición axiomática para los números naturales, que en esencia establece la sucesión de estos números como una cadena que tiene un primer elemento, el uno (aunque también podría elegirse el cero —el interés de este número lo comentaremos más adelante a propósito de los sistemas de numeración—), y que para cada elemento existe un siguiente. Esta sucesión es la más simple posible y el conjunto infinito resultante es el mínimo posible.

			Jugando con los primeros números

			Aunque no tengamos una comprensión completa de lo que son los números, nuestros conocimientos nos bastan para utilizarlos de maneras muy distintas. Una de ellas, interesante y placentera, que va más allá del uso cotidiano de los números y que ya fue desarrollada ampliamente desde muy antiguo, en particular ya en tiempo de los griegos, consiste en jugar con ellos, en establecer curiosas relaciones entre los mismos.

			El conjunto de recreaciones y problemas que consisten en colocar de­terminados números de forma que verifiquen ciertas condiciones ocupa un lugar destacado en el mundo de las recreaciones matemáticas. Un ejemplo muy conocido son los cuadrados mágicos, donde filas, columnas y diagonales deben sumar lo mismo, o los criptogramas, donde se trata de cambiar letras por números para que una determinada operación sea cierta.

			Empezaremos con algunos acertijos pertenecientes a este género:

			Problema 1. Situar los ocho primeros números. Coloque los números del 1 al 8 en las ocho casillas de un tablero como el de la figura, de manera que las casillas vecinas (aquellas que tienen un lado o vértice en común) no contengan números consecutivos.

			[image: 17.tif]

			PISTA: Si no pudo hallar rápidamente la solución, piense cuáles son los dos únicos números que pueden ocupar las dos casillas centrales.

			Problema 2. Una cruz de números. Sitúe los números del 1 al 9 en las nueve casillas de la figura de manera que las cinco casillas que están en columna sumen igual que las cinco casillas que están en fila. ¿Cuál es el mayor valor posible de la suma de los cinco números de la columna o de la fila? ¿Y el menor? ¿Todos los valores intermedios son posibles?

			[image: 18.tif]

			Problema 3. Números en el cubo. Coloque los números del 1 al 8 en los vértices de un cubo, de forma que los números situados en los cuatro vértices que forman cada una de las seis caras del cubo sumen siempre lo mismo.
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			PISTA: Trate de razonar que la suma de los cuatro números de cada cara del cubo debe ser necesariamente 18.

			Problema 4. Círculos enlazados con números. Sitúe los números del 1 al 9 en las casillas del siguiente dibujo, de manera que los números que están dentro de cada uno de los cinco círculos sumen siempre igual.

			[image: 18.tif]

			Los problemas anteriores presentaban una dificultad relativa, y con algunos ensayos, en general, es posible hallar la solución. Sin embargo, existen otros de características muy parecidas cuya dificultad es bastante mayor. Sirvan de ejemplo los dos siguientes:

			Problema 5 (*). Una colocación difícil. Sitúe los nueve primeros números naturales en las nueve casillas de la figura, de forma que los tres productos (cada uno de un número de dos cifras por otro de una) sean iguales:

			[image: 19.tif]

			PISTA: Hay un número que puede colocarse inmediatamente, porque sólo puede ocupar la cifra de las decenas. ¿Ya sabe cuál es? Pues adelante... Si todavía no encontró una buena idea para seguir, le diré que los tres números de una cifra son múltiplos de 3.

			Problema 6 (*). Números en el tetraedro. Coloque los catorce prime­ros números en el tetraedro de la figura, cuatro de ellos en los vértices, seis en las aristas y los cuatro restantes en las caras del tetraedro, de manera que los números de las aristas sean la suma de los dos vértices correspondientes a cada arista y los números de las caras sean la suma de los tres números de los vértices que forman cada cara.
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			Cuadrados mágicos y otras figuras mágicas

			Al margen de su utilidad, verdadero motor del desarrollo de gran parte de las matemáticas, y de su fundamentación teórica, empeño de los matemáticos en distintos momentos de su historia, los números han ejercido y ejercen todavía una gran fascinación en muchas personas, atracción que, en general, tiene poco que ver con las matemáticas, pero que muchas veces puede servir como excusa para reflexionar sobre ellas. Un ejemplo de ello lo encontramos en los niños: cuando juegan a decir el mayor número posible, al margen de las clases de matemáticas y mucho antes de que sus maestros les hablen de ello, introducen el infinito y operan con él, como si de un número se tratara.

			También los números pequeños, los primeros números, han tenido significados extramatemáticos y aparecen como elementos importantes en distintas religiones, o en supersticiones, todavía increíblemente presentes en culturas como la nuestra. La mayoría de las personas tienen preferencia por unos números más que por otros, y todavía hay demasiada gente que cree que es más probable que aparezca premiado un número, por ejemplo el 47.389, que otro, por ejemplo el 00.001, en un sorteo de la Lotería.

			No obstante, algunos problemas de lo que podríamos llamar la nu­merología tienen interés desde el punto de vista de las matemáticas, puesto que, dejando de lado interpretaciones acientíficas, muestran interesantes y sorprendentes relaciones entre los números.

			Una de las recreaciones que más ha fascinado a todos aquellos que sienten una cierta atracción por los números son los cuadrados mágicos. Un cuadrado mágico no es más que una estructura en forma de cuadrado que a su vez se ha subdividido en un cierto número de cuadrados iguales más pequeños. Para construir el cuadrado mágico se trata de colocar en cada uno de los cuadrados pequeños, que podemos llamar casillas, un número distinto, de manera que al sumar cada una de las filas, cada una de las columnas y también las dos diagonales se obtenga siempre la misma cantidad.

			La existencia de cuadrados mágicos se remonta a varios miles de años, y en las civilizaciones donde se encuentran documentados parecen ser más que un simple entretenimiento matemático. En efecto, el interés por el carácter mágico de los números hizo que estas configuraciones, realmente mágicas, fueran consideradas amuletos o se les atribuyeran propiedades curativas. Una de las civilizaciones donde encontramos documentados gran número de cuadrados mágicos es China.

			El cuadrado mágico más simple y a la vez el más antiguo que se conoce es un cuadrado de orden tres (es decir, tres filas —o tres columnas— de tres casillas cada una, en total nueve casillas) formado por los nueve primeros números naturales, que en China recibe el nombre de Lo Shu:
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			Evidentemente, es posible construir otros muchos cuadrados mágicos de orden tres. Si tomamos nueve números seguidos, una simple trasposición del cuadrado mágico anterior nos dará la solución; también es sencillo si los números están en progresión aritmética, es decir, si la diferencia entre dos números consecutivos es siempre igual.

			Problema 7. Un cuadrado mágico simple. Construya un cuadrado mágico de orden tres formado por los números 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49.

			Una de las informaciones que es importante obtener cuando queremos construir un cuadrado mágico es el valor de la suma de los números de una fila, columna o diagonal. Si conocemos todos los números que formarán el cuadrado, esto es bastante sencillo, aunque no conozcamos la posición de ninguno de ellos; basta con sumar todos los números y dividir esta suma por el número de filas (o columnas).

			Si los números que queremos colocar para construir el cuadrado má­gico no siguen pautas regulares como las anteriores (números consecutivos o de diferencia constante), la construcción se hace bastante más complicada. Si, por ejemplo, queremos construir un cuadrado mágico formado por nueve números primos (aquellos que sólo admiten dos divisores, como 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, etc.), la tarea es bastante más compleja, aunque, ciertamente, no imposible. En realidad, existen muchos, por lo que nos podemos plantear cuál es el que utiliza los números primos más pequeños. Aceptando el 1 como primo (cosa más que discutible, como tantas en matemáticas, aunque no lo parezca), el último primo necesario es el 73.

			Problema 8 (*). Pequeño pero difícil. Construya un cuadrado mágico de orden tres formado por los menores números primos posibles, el menor de los cuales es el 1 y el mayor el 73.

			PISTA: Si no pudo encontrarlo le diré que el número central (es decir, el quinto una vez ordenados) es el 37 y, como siempre, la suma de los números de una fila (o columna) es el triple del número que ocupa la casilla central del cuadrado mágico.

			En la olimpiada matemática del año 2000 para alumnos de 14 años, organizada por la FESPM (Federación Española de Sociedades de Profesores de Matemáticas), celebrada en Cataluña, se propuso un problema relacionado con los cuadrados mágicos de orden 3, cuyo enunciado es el siguiente:

			Problema 9. El 2.000 mágico. Coloque nueve números en las nueve casillas de un cuadrado de orden tres, de manera que al multiplicar los tres números que forman cualquier fila y cualquier columna el resultado sea siempre 2.000. Aunque no se pide que el producto de las diagonales sea también 2.000, es posible lograrlo al menos para una de las dos diagonales.

			PISTA: Razone que los posibles números deben ser divisores de 2.000 (en total son veinte) y utilice la descomposición en factores primos de este número (2000 = 24 x 53) para distribuir los factores adecuadamente en cada una de las casillas.

			Pasemos a conocer algo sobre cuadrados mágicos mayores, y para ello, empecemos con los de orden cuatro, es decir, formados por dieciséis casillas (cuatro filas y cuatro columnas). La historia de estos cuadrados mágicos tiene un nombre asociado: Alberto Durero. Este importante hombre del Renacimiento, que vivió entre 1471 y 1528, además de un gran pintor y grabador fue también un hombre de ciencia, en particular naturalista, algo habitual en los grandes hombres de su época. En un famoso grabado de 1514, llamado La Melancolía, junto con otros muchos símbolos, introdujo el siguiente cuadrado mágico (véase página siguiente), formado por los dieciséis primeros números naturales.

			Este cuadrado, uno de los primeros documentados en Occidente de orden superior a tres, además de ser mágico (las cuatro filas, las cuatro columnas y las dos diagonales suman 34) presenta un gran número de configuraciones regulares formadas por cuatro números cuya suma es también 34. En efecto, si divide el cuadrado en cuatro cuadrados de 2 x 2, cada uno de ellos suma 34; los cuatro vértices y el cuadrado de 2 x 2 central también suman 34. Con un poco de paciencia podrá encontrar otras muchas configuraciones geométricas formadas por cuatro números cuya suma sea también 34. Observe además que la fecha del grabado (1514) está representada en los dos números de las casillas centrales de la fila inferior del cuadrado.
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			La historia de los cuadrados mágicos es casi interminable. Además de los cuadrados mágicos de orden tres y cuatro que acabamos de mencionar, existen maravillosos y complejos cuadrados mágicos de orden superior. Observe, por ejemplo, este fantástico cuadrado de orden ocho de Benjamin Franklin, construido hacia la mitad del siglo XVIII:

			[image: 23.tif]

			Una de las particularidades del cuadrado anterior es que, si lo dividimos en cuatro cuadrados iguales, cada uno de ellos es a su vez un cuadrado casi mágico. Fallan las diagonales, pero si junta una diagonal del primer cuadrado, con otra del segundo, la suma de los ocho números sigue siendo igual a una fila o columna del cuadrado inicial. En realidad hay otras muchas filas oblicuas de números que suman 260, formadas por dos grupos de cuatro números, uno en diagonal ascendente y otro en diagonal descendente.

			Existen cuadrados mágicos mucho más grandes. Hace algunos años, mi amigo Joan Jareño, profesor de matemáticas de secundaria, logró que sus alumnos construyeran un magnífico cuadrado mágico de orden ciento uno, es decir, formado por diez mil doscientos un números.

			Otras figuras mágicas     

			Es posible imaginar otras muchas figuras distintas de los cuadrados que al igual que éstos sean mágicas, en el sentido de que la suma de diversos números se mantenga siempre constante. Aquí tiene algunos ejemplos:

			Problema 10. Un triángulo mágico. Elija los números del 1 al 9 y coloque cada uno de ellos en una de las casillas de la figura, de manera que la suma de los cuatro números de cada lado del triángulo sea siempre la misma. Trate de lograr que la suma sea el número mayor posible y también el menor posible.
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			Problema 11. Una estrella mágica. La estrella de cinco puntas, o pentágono regular estrellado, es una figura mágica en muchos sentidos; tanto que la escuela pitagórica la consideró como símbolo de identificación. Coloque en ella diez números distintos de manera que todos los grupos de cuatro números situados sobre una recta sumen 28.
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			Problema 12. Un hexágono mágico. Elija los números del 1 al 19 y coloque cada uno de ellos en una de las diecinueve casillas de la figura, de manera que se cumplan las siguientes condiciones:

			a)	Los tres números que forman cada uno de los lados del hexágo­no deben sumar siempre 22.

			b)	Los tres números que forman cada uno de los «radios», es decir, desde el centro hasta cada uno de los vértices del hexágono, también deben sumar 22.

			Así, en total, la suma 22 se repetirá exactamente doce veces, en otras tantas ternas.

			[image: 25.tif]

			Cuando haya resuelto este rompecabezas trate de reorganizar los números para que todas las sumas que antes daban 22, ahora den como resultado 23.

			Numeración decimal y valor de las cifras según su posición

			La característica principal de nuestro sistema de numeración, es decir, de la manera como escribimos los números, es que el valor de las distintas cifras que forman el número depende de la posición que éstas ocupan. Este hecho hace que con pocos símbolos distintos (en nuestro sistema diez: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) podamos representar cualquier cantidad por grande que sea.

			Para ver la diferencia entre un sistema posicional como el nuestro y otro no posicional (por ejemplo el sistema romano) observemos un ejemplo: el número 123, se escribe 123 en el primer caso y CXXIII en el segundo; en ambos casos se ha agrupado la cantidad que queremos representar en grupos de cien y posteriormente de diez, además de las unidades sobrantes. La diferencia radica en que, una vez realizada esta operación, en el caso de los números romanos se escribe un símbolo para cada uno de los grupos (una C para cada cien unidades, una X para cada diez y una I para cada unidad), mientras que en nuestro sistema lo que hacemos es contar cuántos grupos de cien hay (1), cuántos de diez (2) y cuántas unidades (3), por lo que hemos escrito el número 123.

			Un sistema no posicional como el romano necesita, por un lado, crear nuevos símbolos para poder representar las agrupaciones mayores (para los grupos de mil, de diez mil, de cien mil, etc.) y, por otro, precisa la repetición de los distintos símbolos para representar ciertas cantidades; así, por ejemplo, 3.333 se escribe, en romanos, MMMCCCXXXIII, y para evitar que 888 necesite veinticuatro símbolos, se crearon otros nuevos (V para cinco, L para cincuenta, D para quinientos), con lo que se rompe la estructura decimal y, a pesar de ello, todavía se precisan nueve símbolos: DLXXXVIII. Esta forma de escribir los números hace imposible operar con facilidad con ellos y obliga a la utilización de un instrumento, el ábaco, que podemos considerar como la primera máquina de calcular de la historia.

			Por otra parte, nuestro sistema de numeración, llamado decimal porque cada diez unidades, o cada diez grupos de un determinado orden (decenas, centenas, etc.), forman un grupo de orden superior, y posicional porque una misma cifra tiene un valor distinto según el lugar que ocupa en el número, precisa la existencia del 0 para indicar que no hay grupos de un cierto orden (y poder distinguir 1.002 de 102 o de 12), a diferencia de los sistemas no posicionales como el romano (los números anteriores se escriben, en este caso, MII, CII, XII).

			La historia de los sistemas de numeración utilizados por las distintas culturas es un aspecto muy interesante de las matemáticas. Según parece, el sistema posicional más antiguo fue el desarrollado por la cultura babilónica (un sistema mixto de base diez y sesenta), pero el origen de nuestro sistema se encuentra en la India, hacia el siglo VI de nuestra era, desde donde pasó a la cultura árabe y a través de la cual se introdujo en Occidente. Uno de los primeros libros aparecidos en nuestra civilización en el que se introduce el nuevo sistema (que permitirá librarse del ábaco y realizar las operaciones elementales con lápiz y papel de manera muy parecida a como las aprendimos en la escuela) es el Liber abaci (1202), cuyo autor, Leonardo Pisano, conocido con el sobrenombre de Fibonacci, fue uno de los más importantes matemáticos de la Edad Media.

			La invención del sistema decimal posicional debe considerarse como uno de los grandes descubrimientos de la historia de las matemáticas, y probablemente formaría parte de los grandes descubrimientos de la humanidad. Aunque visto desde la actualidad nos parezca algo elemental, seguramente porque lo aprendemos de muy pequeños y lo utilizamos muchas veces cada día, se trata de una idea compleja y muy sofisticada, y una prueba de ello es que los griegos, cuya aportación a las matemáticas fue inmensa, nunca llegaron a desarrollar un sistema para escribir los números tan eficiente como el nuestro, a pesar de los intentos realizados, el más conocido de los cuales corresponde al gran Arquímedes, en cuyo libro El arenario desarrolla un complicado sistema para escribir los números grandes.

			Para ilustrar algunas de las ideas que hemos expuesto, y en particular el valor de posición de las cifras en nuestro sistema de numeración, vamos a proponer algunos problemas y acertijos relacionados con la forma de escribir los números.

			Problema 13. Azulejos para las puertas. Mi amigo Roger tiene un taller donde fabrica pequeños azulejos de cerámica para poner en las puertas de las casas y que sirven para indicar con ellos el número de la calle que corresponde a cada casa. En cada azulejo sólo figura una cifra; así, para formar el número 89 debe juntar un azulejo con un 8 y otro con un 9. El ayuntamiento de su ciudad le ha encargado la confección de azulejos para numerar las cien casas de la calle principal. ¿Cuántos azulejos con la cifra 9 necesitará? ¿Necesitará el mismo número de azulejos de cada cifra? ¿Cuántos azulejos necesitará en total?

			Cuando tienen todos los azulejos preparados para formar los números del 1 al 100, Roger piensa que con ellos podría formar números muy grandes, y además haciéndolo de distintas maneras: a) sumando todos los números del 1 al 100; b) sumando todas las cifras que forman los números del 1 al 100; c) multiplicando todos los números del 1 al 100; d) multiplicando todas las cifras que forman los números del 1 al 100; e) colocando todas las cifras seguidas, siguiendo el orden de los números, para formar con ellas un solo número.

			Sin necesidad de calcular el valor de cada número, ¿sabría ordenar de mayor a menor los cinco resultados anteriores ideados por Roger?

			Problema 14. Un número muy grande. Si escribimos los números naturales del 1 al 100, uno a continuación de otro, obtendremos un número muy grande (acabamos de ver, en el problema anterior, que tendrá ciento noventa y dos cifras). Queremos eliminar cien cifras, de manera que el resultado sea el mayor posible. ¿Cómo deberemos hacerlo? ¿Y si queremos que el resultado sea el menor número posible?

			Problema 15. Indicadores kilométricos. Un coche que circula a velocidad constante por una carretera se encuentra en un momento determinado junto a un poste que indica, con un número de dos cifras, el kilómetro en el cual se halla. Al cabo de una hora pasa junto a otro poste cuyo número está formado por las mismas cifras que el anterior pero escritas en orden inverso, y después de otra hora se topa con un tercer poste con las mismas cifras que el primero pero con un cero intercalado entre las dos. ¿Cuál es la velocidad del coche?

			PISTA: Aunque es posible resolver el problema utilizando el álgebra, no es necesario si piensa que la distancia entre el primer poste y el segundo es la misma que entre el segundo y el tercero, y que los dos primeros números son de dos cifras y el tercero de tres.

			Problema 16. El curioso 1.089 y sus parientes. Elija un número de tres cifras, la primera mayor que la última, por ejemplo, 723; invierta las cifras de los extremos y reste los dos números: 723 – 327 = 396. Elija este resultado, inviértalo de nuevo y sume los dos números obtenidos: 396 + 693 = 1.089. Pruebe con otro número de tres cifras distinto. ¿Qué sucederá? ¿Sabría razonar si este resultado aparecerá siempre?

			El juego anterior puede hacerse igualmente con números de cuatro cifras, es decir, elegimos un número, como antes, con la primera cifra mayor que la última, por ejemplo, 7.231; invertimos solamente las cifras de los extremos y restamos: 7.231 – 1.237 = 5.994. Repetimos la misma acción con el número obtenido, pero ahora sumamos: 5.994 + 4.995 = 10.989.

			¿Será este resultado también válido para cualquier número de cuatro cifras? ¿Sabría razonar por qué? ¿Se atrevería a generalizar el resultado para un número de cifras cualquiera?

			Si es usted aficionado a plantear problemas tanto o más que a resolverlos, seguro que la generalización que acabo de proponerle le parecerá insuficiente. En efecto, se trata únicamente de intercambiar la primera y la última cifra, y esto es intercambiar muy poca cosa. ¿Qué sucederá si en lugar de cambiar sólo las cifras extremas las intercambiamos todas, es decir, invertimos completamente el número? Recuérdese que, como antes, la primera cifra debe ser mayor que la última (cifra de las unidades). Para los números de tres cifras da lo mismo, pero para números de cuatro cifras la cosa se complica un poco, e incluso puede suceder que no siempre dé el mismo resultado. Le proponemos que amplíe el estudio de este curioso algoritmo aumentando el número de cifras y observe los diversos resultados que van apareciendo para cada caso.

			Problema 17 (*). Números y cifras. Este rompecabezas consiste en llenar cada casilla de la figura adjunta con un dígito, formando así un número de cuatro cifras, de manera que el dígito colocado en una casilla determinada debe indicar cuántas veces aparece en el número formado la cifra situada encima de la casilla correspondiente. Por ejemplo, si empezamos poniendo un 2 en la casilla que tiene un 0 encima significa que el número que vamos a formar deberá tener exactamente dos ceros. Realizando algunas pruebas y observando cuál debe ser la suma de los dígitos (4 si el número es de cuatro cifras), puede que no tarde demasiado en hallar el resultado. Cuando tenga la solución para este caso, puede «ampliar» el número añadiendo una nueva casilla (encima de la cual pondrá un 4). Si ya encontró el resultado para un número de cinco cifras pruebe con otros números. ¿Qué sucede cuando trata de formar un número que sólo tenga tres cifras? ¿Y seis cifras? ¿Cuál es la solución para siete u ocho cifras?
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			Problema 18 (*). La última será la primera. Elijamos un número cualquiera, por ejemplo, el 1.052; a partir de él formemos un nuevo número quitando la cifra de las unidades y colocándola en primera posición (a la izquierda), obteniendo el 2.105; el número hallado es muy próximo al doble del inicial, que es 2.104. ¿Sabría encontrar un número de forma que al realizar la operación inicial (quitar la última cifra y ponerla en primer lugar) dé exactamente el doble? Si al principio le cuesta hallarlo no se rinda fácilmente; le diré que este número existe (en realidad hay bastantes con esta propiedad), aunque puede que sea un número un poco grande. Cuando haya encontrado uno no le va a resultar difícil hallar otros con la misma propiedad.

			Siguiendo con el mismo problema podríamos tratar de hallar un nú­mero que después de colocar la última cifra en primer lugar, tal como hacíamos antes, el número obtenido, en lugar del doble fuera la mitad, el triple o incluso cuatro veces el inicial. Si ha resuelto el problema anterior no le va a resultar muy difícil hallar la solución para estos nuevos casos; si no fuese así, le sugiero que empiece por el último (que el número obtenido sea el cuádruple del inicial) y a ver si ahora tiene un poco más de fortuna. Si quiere una pequeña ayuda, le diré que una posible solución es un número de seis cifras que empieza por 1 y termina con 6.

			Números y operaciones

			Operar con los números naturales forma parte de los contenidos de la enseñanza primaria y a menudo se asocia con una actividad aburrida y reiterativa. La importancia del cálculo mental, generalmente aproximado, mucho más necesario en nuestra vida diaria que el cálculo escrito (¿recuerda cuándo realizó la última división por un número de tres o más cifras por última vez fuera de una clase de matemáticas?), y la existencia de calculadoras para efectuar las operaciones largas ponen en cuestión el peso de los algoritmos de las operaciones dentro de la enseñanza. No obstante, existen interesantes recreaciones relacionadas con el cálculo cuya resolución es mucho más creativa que la simple práctica de rutinas y que nos llevan a pensar en el significado de las operaciones y de las técnicas para su realización. Veamos algunos casos interesantes.

			Problema 19. Los cuatro cuatros eran cuatro. Posiblemente conoce la recreación llamada «los cuatro cuatros». Se trata de utilizar cuatro veces el número 4 y todas las operaciones que se desee para llegar a un resultado determinado. Por ejemplo, 4 x 4 + 4/4 = 17, o bien (44 + 4) x 4 = 192.

			Para que sea posible llegar a expresar una gran cantidad de números se aceptan, además de las operaciones elementales, otras como las potencias, las raíces o el factorial (con el símbolo «!» y cuyo resultado es el producto de un número por todos los anteriores). Con estas consideraciones, trate de expresar el número 100. Si en lugar del 4 elige otro número del 1 al 9, también llegaremos a 100, aunque no siempre será posible utilizando este dígito sólo cuatro veces. Trate de hacerlo usando el mínimo número de veces un dígito determinado; por ejemplo, 88 + 88/8 + 8/8 = 100 utiliza siete 8, aunque como ya debe suponer existen mejores soluciones. En concreto hay una solución que utiliza seis veces un mismo dígito y, curiosamente, funciona con todos los dígitos. ¿Sabría encontrarla? ¿Para qué números puede hallar una solución todavía mejor? No existe una solución usando sólo cuatro veces un mismo dígito para todos los casos, a menos que se acepte también la expresión n/10 (donde n es un dígito cualquiera) cuya forma decimal puede «escribirse» con la calculadora pulsando el punto decimal y el dígito correspondiente. En este caso hay también una solución válida para todos los dígitos.

			En lugar de un solo dígito vamos ahora a usarlos todos una sola vez. Escriba los números del 1 al 9 y trate de conseguir que el resultado sea 100 intercalando el signo de una operación elemental entre cada uno de los dígitos (no se permite, en este caso, juntar dos dígitos para formar un número de dos cifras ni alterar su orden). Haga lo mismo con los números del 1 al 8 y del 2 al 9. Si se acepta juntar dos o más números eliminando alguna operación, entonces existen diversas soluciones para cada caso.

			Sustituir cada signo * por una operación elemental para que se cum­plan las tres igualdades siguientes:

			1 * 2 * 3 * 4 * 5 * 6 * 7 * 8 * 9 = 100

			1 * 2 * 3 * 4 * 5 * 6 * 7 * 8 = 100 

			2 * 3 * 4 * 5 * 6 * 7 * 8 = 100 

			Problema 20. Llegar a 10, llegar a 100 y llegar a 1.000. Elija un número de una sola cifra; considerando este número tantas veces como indica su valor y todas las operaciones que quiera trate de lograr que el resultado sea 10. Por ejemplo, si elige el 9 deberá utilizar exactamente nueve nueves. ¿Qué sucede si queremos que, con las mismas condiciones, el resultado sea 100? ¿Existen soluciones para llegar a 1.000?

			Problema 21. El valor máximo. Nos dan seis cifras distintas, por ejemplo, 1, 3, 4, 5, 7, 9, y con ellas queremos formar dos números de tres cifras cada uno, sin repetir ninguna de las cifras dadas. ¿Cómo deberemos formar estos dos números si queremos que tanto la suma como el producto de ambos sean los mayores posibles? ¿Y si queremos que la diferencia sea la menor posible? Cuando haya encontrado la solución trate de generalizar el problema a seis cifras cualesquiera y posteriormente a un número distinto de cifras hasta diez.

			Criptogramas

			Los criptogramas son operaciones en las que cada una de las cifras que forman los distintos números han sido sustituidas por letras. Resolver un criptograma consiste en cambiar las letras o símbolos por cifras, de manera que la operación planteada resulte correcta. Generalmente se impone la regla de que a cada letra le corresponde una cifra determinada, de forma que a letras distintas corresponden cifras distintas. En el mundo de las recreaciones matemáticas, los criptogramas constituyen un interesante apartado cuya resolución nos lleva a reflexionar sobre la estructura y el significado de los tradicionales algoritmos para la realización de operaciones con lápiz y papel. Veamos algunos ejemplos:

			Problema 22. Sumas de letras. Empezaremos con un par de cripto­gramas que corresponden a sumas.

			En el primero de ellos se trata de sustituir las letras A, B, C por tres ci­fras distintas, mientras que en el segundo, algo más laborioso, debe sustituir las diez letras distintas que aparecen por las diez cifras para dar va­lidez a la suma. Ambos criptogramas tienen una única solución.
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			Problema 23. Multiplicaciones y divisiones. Los dos criptogramas siguientes están formados por símbolos en lugar de letras. El primero, ideado por el conocido autor británico H. E. Dudeney, consiste en una multiplicación y una suma y tiene la particularidad de que cada uno de los símbolos corresponde a una cifra distinta del 1 al 9. El segundo consiste en una división de la que conocemos la cifra central del cociente. Ambos tienen una única solución.
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			Problema 24. Criptogramas dobles. Una de las variantes es la correspondiente a los llamados criptogramas dobles; en este caso deben cumplirse a la vez las dos operaciones planteadas. Como siempre, se trata de sustituir cada letra por una cifra, de manera que letras distintas corres­pondan a cifras distintas:
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			Intente resolver este otro criptograma en el que los dos mismos nú­meros primero se suman y luego se restan, apareciendo en conjunto to­das las cifras posibles:
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			Problema 25. Feliz 2018. Acabaremos esta sección con un bonito criptograma que conocí poco después de entrar en el año 2000 y que conmemoraba la llegada de dicho año. Cada año nuevo es posible plantearlo, aunque unas veces funciona y otras no. Está en catalán y significa «Muy Feliz Año Nuevo»:

			MOLT + BON + ANY + NOU = 2018

			Las nueve letras distintas deben sustituirse por nueve cifras distintas de las diez posibles (del 0 al 9).

			Grandes sumas con pocos cálculos

			Una de las características del progreso de las matemáticas consiste en la elaboración de técnicas y métodos para resolver problemas sucesivamente más complejos. En el caso que nos ocupa, el de los números naturales, encontramos diversos ejemplos que muestran este progreso. Una vez conocidos los números podemos utilizarlos para contar; posteriormente, todavía a un nivel muy elemental, introducimos las operaciones, empezando por la suma. Observe que la multiplicación es ya una operación construida sobre la anterior: en efecto, una multiplicación es una operación que nos permite calcular con rapidez una suma de sumandos repetidos. Pero éste no es el único caso, aunque seguramente el primero, que nos permite determinar el resultado de una suma de muchos términos sin necesidad de sumar.

			Cuenta la leyenda que a Gauss (1777-1855), uno de los más grandes matemáticos de la historia, siendo todavía un niño, su maestro le propuso que sumara todos los números del 1 al 100, pensando seguramente que de esta forma estaría entretenido un buen rato. Al poco rato se acercó a su maestro y le dijo que la suma de los cien primeros números era 5.050. El resultado era efectivamente correcto, pero el joven Gauss no había realizado más que un par de operaciones elementales para encontrarlo.

			La anécdota anterior, sea cierta o no, nos sirve para mostrar la potencia de las matemáticas. Frente a una actividad rutinaria, larga y aburrida como la propuesta por el maestro de Gauss, éste reacciona como un matemático, dedicándose a pensar de qué manera es posible hallar el resultado pedido, analizando las características del ejercicio propuesto y convirtiéndolo en un auténtico problema de matemáticas, de forma que, una vez ideado un plan para su resolución, la ejecución del mismo reduce la parte mecánica y acelera enormemente su resolución. Si, además, la idea desarrollada sirve no sólo para sumar estos números sino otros muchos con características similares, estamos frente a un descubrimiento matemático importante.

			En este apartado vamos a proponer diversos problemas del mismo tipo que el que acabamos de comentar. Antes, sin embargo, plantearemos algunas sucesiones de números con la finalidad de descubrir su ley de formación y con ello poder hallar los términos siguientes.

			Problema 26. ¿Cuál es el número siguiente?

			a) 1, 4, 9, 16, ...                  b) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...

			c) 3, 6, 12, 24, ...                d) 2, 9, 28, 65, 126, ...

			e) 36, 18, 12, 9, ...               f) (*) 1, 11, 21, 1.112, 3.112, 211.213,...

			Problema 27. Sumando los impares. En lugar de sumar los cien pri­meros números, empezaremos sumando los números impares, 1, 3, 5, 7, ... hasta 1001. ¿Cuál es el resultado de esta suma? Si trata de hallarlo sin aplicar el método utilizado por Gauss, descubrirá una interesante propiedad que relaciona los números impares con los cuadrados.

			Habrá observado que si tenemos un número cuadrado (por ejemplo, 16), para hallar el siguiente cuadrado hay que sumar un número impar (9), que es el quinto número impar. Es posible visualizar esta relación entre los números cuadrados y los impares de la siguiente manera:

			

			

			[image: 35.tif]

			De forma general, si tenemos un cuadrado cualquiera, n2, y le suma­mos el número impar que ocupa el lugar siguiente a n, es decir, el lugar n + 1, dado que este número impar puede representarse como 2n + 1, re­sultará: n2 + 2n + 1 = (n + 1)2.
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