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Introdução


			O caráter abstrato dos estudos matemáticos surpreende o principiante nos primeiros contatos com o mundo das ideias e representações desprovidas das particularidades das coisas materiais. Apesar de a matemática ser utilizada e estar presente na vida diária, exceto para quem já compartilha deste saber, as ideias e os procedimentos matemáticos parecem muito diferentes dos utilizados na experiência prática ou na vida diária.


			(Maria Aparecida Viggiani Bicudo).


			Este livro decorre de inúmeras inquietações sobre o ensino e a aprendizagem da Matemática. Em especial, preocupa-nos a dificuldade que os estudantes demonstram possuir para se apropriarem dos objetos ou conceitos matemáticos, mesmo após terem sido expostos à extensa explicação e à consideração de exemplos e problemas.


			Quando trabalhamos um conteúdo novo, é de se esperar que os estudantes compreendam e relacionem-no com conteúdos prévios que deveriam constituir seu ambiente cognitivo. Todavia são recorrentes nessas situações depoimentos como “Dá para falar a nossa língua” ou “Não compreendi nada”. Para além da frustração inicial, vale refletir o que faltou para os estudantes compreenderem e integrarem esses conhecimentos com aqueles supostamente já internalizados.


			As dificuldades no ensino e na aprendizagem da Matemática vêm sendo amplamente estudadas. Obviamente, trata-se de um tema complexo que pode ser abordado de múltiplas formas e a partir de diversas correntes teóricas. Neste livro, propomos uma abordagem interdisciplinar para essas questões, estabelecendo um diálogo com as ciências da linguagem. Elegendo uma interface entre a teoria de registros de representação semiótica de Duval (2009, 2011) e duas teorias de escopo pragmático-cognitivo – a da relevância, de Sperber e Wilson ([1986] 1995), e a de conciliação de metas, de Rauen (2014) –, queremos delimitar o olhar para um fato aparentemente banal: o principal instrumento de ensino dos objetos matemáticos e de seus registros de representação semiótica é a língua natural.


			Entre outras questões problemáticas que decorrem desse fato, destacamos que a lógica constitutiva das línguas naturais diverge, muitas vezes, das linguagens que dão sustentação à Matemática. Enquanto a Matemática sustenta-se em sistemas lógicos formais, demonstrativos, monossêmicos e, por vezes, contraditórios com o senso comum, a língua natural sustenta-se em sistemas lógicos não necessariamente demonstrativos que lhe fornecem seu aspecto polissêmico característico.


			Contudo, antes de ensinar a lógica demonstrativa que dá sustentação à Matemática, é preciso garantir que os estudantes assimilem registros próprios de representação de seus objetos de conhecimento, visto que estes são formais1 e somente podem ser parcialmente acessados por sistemas semióticos que os representam. Em função disso, Duval (2009; 2011) alerta-nos para a necessidade de diferenciar os múltiplos registros de representação semiótica dos objetos matemáticos – a semiósis – dos objetos matemáticos representados por esses diferentes registros de representação semiótica – a noésis.


			Parafraseando Duval (2009, 2011), cada registro de representação semiótica caracteriza-se por eleger unidades significativas próprias – as representações identificáveis –, com as quais é possível proceder a formação, os tratamentos e as conversões características do ensino da Matemática. O registro de representação algébrico, por exemplo, caracteriza-se por um conjunto sintática e semanticamente estruturado de letras, símbolos e números que representam ou estão no lugar de objetos matemáticos. Tomemos o caso da equação matemática [image: ]. Nesta equação, podemos observar que cinco representações identificáveis ou unidades significantes próprias de uma representação algébrica – ‘[image: ]’, ‘[image: ]’, ‘[image: ]’, ‘[image: ]‘ e ‘[image: ]’ –, de forma sintática e semanticamente estruturada, estão representando ou estão no lugar de cinco unidades significantes do objeto matemático ‘equação’ – incógnita, operação de adição, duas unidades, igualdade e cinco unidades – respectivamente.


			É justamente em função do arranjo sintático-semântico das representações algébricas que é possível tratá-las logicamente e, quando necessário, convertê-las em outras representações semióticas.


			Conforme Duval (2009, p. 39), um tratamento “consiste num conjunto de transformações efetuadas no interior de um determinado registro de representação semiótica” graças às características algorítmicas permitidas por sua estrutura. É em função destas que se pode inferir que o valor da incógnita deve equivaler a três unidades para que a equação matemática [image: ] preserve sua propriedade de igualdade e seja considerada lógica e demonstrativamente verdadeira. Um dos tratamentos possíveis para essa inferência é apresentado a seguir:


			[image: ]


			[image: ]


			[image: ]


			Identificar e tratar unidades significativas do registro algébrico que constitui a equação [image: ] em questão é necessário, mas não é suficiente quando levamos em conta o ensino e a aprendizagem de Matemática. Isso ocorre porque ensinar e aprender Matemática implica mobilizar e coordenar pelo menos dois registros de representação semiótica. De um lado, é necessário mobilizar a língua natural, o registro de representação semiótica, que é o principal meio de se estabelecer comunicação com os estudantes; de outro lado, é necessário mobilizar o registro de representação algébrico, que é o registro de representação semiótica mais eficiente ou relevante para o tratamento de uma equação de primeiro grau, o objeto matemático em pauta.


			Tomemos o caso de um enunciado como “Qual é o número que somado com duas unidades é igual a cinco unidades?”, proferido por um docente no contexto do ensino de equações do primeiro grau. Para tratar a representação dessa equação de modo mais eficiente, é necessário que o estudante converta as unidades significativas do registro de representação semiótica em língua natural nas respectivas unidades significativas do registro de representação algébrico, como podemos ver na Figura 1, a seguir:


			Figura 1 – Conversão de um enunciado no registro de representação em língua natural para o registro de representação algébrico
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			Fonte: elaboração dos autores


			Duval (2009, 2011) argumenta que a conversão de informações em diferentes registros de representação semiótica não é apenas instrumental, mas essencial para a própria compreensão dos objetos matemáticos. Para ele, um estudante que consegue mobilizar e coordenar pelo menos dois registros de representação semiótica de um mesmo objeto matemático procede a um salto qualitativo substantivo na apropriação desse objeto (DUVAL, 2009, 2011), razão pela qual atividades que demandam conversão deveriam ser estimuladas em situações de ensino e de aprendizagem de Matemática.


			Contudo é necessário reconhecer que as unidades significativas de cada registro de representação, por suas características intrínsecas, tornam manifestos semioticamente apenas certos aspectos noéticos do objeto matemático representado, aspectos estes que unidades significativas de outro registro podem não ser capazes de manifestar. Isso implica dizer que nem sempre há congruência entre os registros de representação semiótica mobilizados e coordenados num processo de conversão, o que constitui um claro obstáculo para a própria representação e compreensão dos objetos matemáticos.


			Vejamos um exemplo para ilustrar essa questão. No estudo de funções, a representação tabular é comumente utilizada como registro intermediário entre a representação algébrica e gráfica. Tomemos o caso de um estudante que se propõe a representar, numa tabela, a função [image: ] definida por [image: ].


			Tabela 1 – Representação tabular da função [image: ] definida por [image: ]
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			Fonte: elaboração dos autores


			Como podemos observar, o registro de representação algébrica de partida e o registro de representação tabular de chegada registram discretamente, isto é, ponto a ponto, os números naturais [image: ] da variável [image: ] que correspondem à função [image: ] para ‘[image: ]’, ‘[image: ]’, ‘[image: ]’ e ‘[image: ]’ unidades da variável ‘[image: ]’. Contudo a mesma representação tabular pode representar a função [image: ] definida por[image: ]. Nesse caso, embora haja correspondência entre os dados algébricos de partida e os dados tabulares de chegada, ao representar somente os valores discretos de [image: ] que correspondem à função [image: ] para ‘[image: ]’, ‘[image: ]’, ‘[image: ]’ e ‘[image: ]’ unidades, a tabela deixa escapar valores próprios dos números reais ([image: ]), revelando-se incongruente com a formulação algébrica.


			Por exemplo, se a tabela for tomada como registro de partida para representar a função num plano cartesiano, a representação gráfica captaria somente as coordenadas [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]em ambos os casos. Esse processo, comum em sala de aula e correto no universo dos números naturais ([image: ]), revela-se incompleto ou incorreto no universo dos números reais ([image: ]), visto que a representação cartesiana desses pontos não representaria os valores contínuos pertinentes da curva da função definida em [image: ].


			Figura 2 – Representação gráfica da função [image: ], a partir da Tabela 1, respectivamente nos campos de definição dos números naturais ([image: ]) e reais ([image: ])
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			Fonte: elaboração dos autores


			Considerando a contingência dos fenômenos relacionados à congruência quando os indivíduos mobilizam e coordenam diferentes representações, segue que o custo de processamento de conversões é inversamente proporcional à congruência dos pareamentos das unidades significativas dos registros mobilizados. Em outras palavras, em iguais condições, quanto maior é a congruência entre as unidades significativas pareadas, menor é o custo de processamento cognitivo despendido para a conversão das representações envolvidas; e, coerentemente, quanto menor é a congruência, maior é o custo.


			Uma vez que a eficiência das conversões é afetada pelos custos de processamento, buscamos compreender esses processos a partir da noção teórica de relevância que Sperber e Wilson ([1986] 1995) utilizam para descrever e explicar processamentos de enunciados em língua natural. A teoria da relevância é uma abordagem linguística de escopo pragmático-cognitivo fundamentada justamente numa economia de custos e efeitos cognitivos que nos interessa neste livro.


			Os autores defendem que o processamento de um input linguístico num contexto cognitivo prévio de suposições cognitivas de um indivíduo pode gerar efeitos positivos de fortalecimento de suposições existentes, de contradição e eliminação de suposições existentes e de combinação com suposições existentes para gerar implicações contextuais (SPERBER; WILSON, [1986] 1995). Uma vez que a geração desses efeitos cognitivos positivos implica custos de processamento, Sperber e Wilson ([1986] 1995) asseveram que, em iguais condições, uma informação é mais relevante na medida em que maiores são esses efeitos cognitivos ou menores são os custos demandados para a obtenção desses efeitos cognitivos.


			Com base nessa noção teórica de relevância, os autores definem um princípio cognitivo de relevância, segundo o qual a cognição humana tende a maximizar a relevância dos estímulos que processa e, decorrente desse princípio cognitivo, um princípio comunicativo de relevância, segundo o qual cada enunciado (ou outro estímulo ostensivo) cria a presunção de sua própria relevância ótima (SPERBER; WILSON, [1986] 1995).


			No que diz respeito ao princípio comunicativo de relevância, eles partem da constatação de que o falante manipula a atenção do ouvinte. Assim, ao processar um estímulo comunicativo, o ouvinte presume que ele será relevante de um modo esperado. Trata-se do que Sperber e Wilson ([1986] 1995) definem como presunção de relevância ótima, segundo a qual enunciados ou outros estímulos ostensivos serão ao menos suficientemente relevantes para o ouvinte processá-los, e os mais relevantes, compatíveis com habilidades e preferências do falante.


			Os princípios cognitivo e comunicativo de relevância, por fim, redundam num procedimento de compreensão orientado pela noção de relevância. Segundo esse procedimento, o ouvinte segue um caminho de menor esforço na computação de efeitos cognitivos, considerando interpretações em ordem de acessibilidade e parando quando sua expectativa de relevância é satisfeita.


			Conforme Rauen (2005, p. 37), um ouvinte que se dispõe a compreender um enunciado procura obter uma interpretação que satisfaz sua expectativa de relevância ótima. Para alcançar esse propósito, considerando a codificação linguística e seguindo uma rota de menor esforço, o ouvinte enriquece esses inputs para obter um significado explícito sempre que necessário e infere significados implícitos, sempre que pertinente, até que o resultado da interpretação se conforme com sua expectativa de relevância. O autor complementa:


			Nesse processo, concebe-se a forma linguística, em nível representacional, como uma forma lógica não proposicional (semanticamente incompleta). Pragmaticamente, essa forma lógica é enriquecida por mecanismos inferenciais de modo a se obter a explicatura, entendida como uma forma lógica proposicional, uma proposição semanticamente completa para a qual se pode atribuir valor de verdade. Por vezes, a forma lógica proposicional compõe uma premissa implicada que gera dedutivamente uma conclusão implicada, uma proposição que possivelmente seria a interpretação última pretendida pelo falante – a implicatura. (RAUEN, 2005, p. 37).


			O procedimento de compreensão orientado pela noção de relevância fundamenta-se na concepção de que os endereços conceituais podem ser acessados por três entradas distintas: a lexical, a lógica e a enciclopédica. A entrada lexical corresponde às palavras ou às expressões da linguagem natural. A entrada lógica consiste num conjunto de regras de dedução que se aplicam às formas lógicas das quais esse conceito é um constituinte. A entrada enciclopédica refere-se à extensão e/ou à denotação do conceito.


			Um enunciado linguístico simples como “o quadrado de dois é quatro” exemplifica a complexidade do processamento cognitivo necessário para sua compreensão. Esse enunciado, com as entradas lexicais ‘o’, ‘quadrado’, ‘de’, ‘dois’, ‘é’ e ‘quatro’, encaixa-se numa forma lógica do tipo “ser x, y” ou “algo ser algo”, tal que “x” equivale à sequência lexical ‘o quadrado de dois’, “ser” equivale à entrada lexical ‘é’ e “y” equivale à entrada lexical ‘quatro’. Essas entradas lexicais são convertidas em entradas enciclopédicas equivalentes, grosso modo, aos conceitos de potência de dois, de igualdade e de quatro unidades. Com esses processamentos, a forma linguística do enunciado converte-se numa forma lógica proposicional, uma vez que a ela pode ser atribuído um valor de verdade. Como, de fato, o quadrado de dois é quatro, pode-se dizer que esse enunciado é verdadeiro.


			Figura 3 – Exemplo do processamento cognitivo do enunciado “o quadrado de dois é quatro”
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			Fonte: elaboração dos autores


			A ilustração anterior sugere que o procedimento de compreensão concebido para a língua natural pode ser aplicado aos demais registros de representação. Além disso, argumentamos, o procedimento de compreensão pode ajudar a descrever e a explicar a congruência entre diferentes registros de representação no processo de ensino e aprendizagem de Matemática. Para tanto, assumimos que as entradas lexicais e enciclopédicas propostas por Sperber e Wilson ([1986] 1995) podem ser colocadas em correspondência, respectivamente, com as unidades significativas dos registros de representação e os conceitos matemáticos pertinentes, tal como propostos por Duval (2009, 2011), e as entradas lógicas, por sua vez, podem ser colocadas em correspondência com a estrutura ou a organização sintático-semântica própria de cada representação.


			Embora a consideração do conceito de relevância faça avançar a compreensão dos processos cognitivos envolvidos no processamento de enunciados matemáticos, ainda está aberta a questão dos custos de processamento. O conceito de relevância não explicaria por que os indivíduos se dispõem a incrementar os custos mobilizados e a coordenar diferentes registros de representação na expectativa de ganhos cognitivos futuros incertos derivados da apreensão mais qualificada dos conceitos. Esse investimento cognitivo precisa ser descrito e explicado por algo que excede um conceito meramente reativo de relevância.


			Consideremos como exemplo o caso de um professor que faz a seguinte pergunta em sala de aula: “Qual é o quadrado de dois?”. Esse enunciado, com as entradas lexicais ‘qual’, ‘é’, ‘o’, ‘quadrado’, ‘de’ e ‘dois’, encaixa-se numa forma lógica do tipo “ser x, y” ou “algo ser algo”, tal que “x” equivale à entrada lexical ‘qual’, “ser” equivale à entrada lexical ‘é’ e “y” equivale à sequência lexical ‘o quadrado de dois’. Essas entradas lexicais devem ser, então, convertidas em entradas enciclopédicas equivalentes, grosso modo, aos conceitos de -qu2, de igualdade, e de quadrado de dois, respectivamente, sem os quais a interpretação desse enunciado não está correta.


			Figura 4 – Exemplo do processamento cognitivo de um enunciado interrogativo
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			Fonte: elaboração dos autores


			A figura anterior nos permite observar que a forma lógica desse enunciado está incompleta. Esta não é proposicional, porque ainda não podemos atribuir valor de verdade a ela a não ser que saibamos qual é o valor do “quadrado de dois”. A rigor, esse enunciado é uma demanda pela complementação de uma proposição P do tipo “O quadrado de dois é x” e deve ser encaixado num ato de fala do tipo “O professor solicita saber que P”, tal que P equivale ao enunciado “Qual é o quadrado de dois?”, ou seja: “O professor solicita saber qual é o quadrado de dois”.


			Nosso argumento é o de que, se a noção de relevância permite compreender o que se solicita saber na interação em questão, ela parece não ser capaz de responder o que leva o estudante a atender essa solicitação. Segundo Rauen (2014), isso ocorre porque o procedimento de compreensão orientado pela noção de relevância é acionado pela emergência de um enunciado e, desse modo, trata-se de um procedimento antes reativo que proativo.


			Para responder a essa questão, Rauen (2014) propõe uma abordagem abdutivo/dedutiva, conectando a noção teórica de relevância à noção teórica do que ele denominou de conciliação de metas. A abordagem orientada por esta, em essência, é composta de quatro estágios: formulação de uma meta [image: ];
e formulação, execução e checagem de uma hipótese abdutiva antefactual [image: ]. Resumidamente, o autor argumenta que, em contextos proativos, a cognição do agente é movida abdutivamente por uma conclusão [image: ] antes que pela emergência de premissas [image: ] (RAUEN, 2014). No domínio dessa conclusão [image: ], o agente abduz uma hipótese ou inferência para uma solução ótima [image: ] – princípio de plausibilidade –, que, simultaneamente, é a solução com menor custo diante do efeito fixo de uma meta – princípio da relevância. Segue dessa hipótese [image: ] que o agente tende a executar a ação [image: ] na expectativa de a realidade [image: ] conciliar-se com a meta inicial [image: ]3.


			Segue dessa abordagem a possibilidade de não somente descrever e explicar autoconciliações de metas quando o indivíduo checa ele mesmo a consecução da meta, mas heteroconciliações quando é o caso de se estabelecerem colaborativamente coordenações de metas e submetas entre indivíduos. Segundo o autor, a partir dessa arquitetura abdutivo/dedutiva, é possível operacionalizar mais adequadamente tanto a produção como a percepção de intenções informativas e comunicativas no escopo de uma arquitetura que considera agentes capazes de elaborar ex-ante-facto os planos de ação intencional em direção à consecução de metas (RAUEN, 2014).


			A presunção de uma resposta correta para questões de Matemática em sala de aula é um exemplo trivial de ascendência de metas sobre premissas. Tomemos o caso de um estudante que é demandado a representar a função pertinente para os dados da Tabela 1. Diante dessa questão, a meta [image: ] em questão consiste em determinar a função observando o modelo matemático que comporta os pontos representados. Como ele observa dados discretos na tabela, a hipótese abdutiva antefactual [image: ] simultaneamente mais plausível e relevante é a de que a função está definida no universo dos números naturais ([image: ] Segue disso a sua tentativa de inferir a função no universo dos números naturais [image: ], fase de execução. Obtido o resultado, função [image: ] definida por [image: ], ele provavelmente espera a confirmação do professor ou confere a resposta num gabarito, fase de checagem. Caso o resultado obtido pelo estudante seja conciliado à resposta do professor ou à do gabarito, Rauen (2014) diz ter havido uma heteroconciliação de metas, e a hipótese abdutiva é corroborada e fortalecida.


			Tendo em vista esse contexto teórico de interface entre a teoria dos registros de representação semiótica, de Duval (2009, 2011), a teoria da relevância, de Sperber e Wilson ([1986] 1995), e a teoria de conciliação de metas, de Rauen (2014), estamos propondo, neste livro, três teses.


			Nossa primeira tese é a de que relações cognitivas e comunicativas de relevância orientadas pelo conceito de conciliação de metas subjazem a identificação de unidades significativas, o tratamento e a conversão de representações semióticas no processo de ensino e aprendizagem da Matemática.


			Nossa segunda tese, levando-se em consideração a primeira, é a de que a presunção de relevância ótima e o procedimento de compreensão orientado pela noção de relevância são aplicáveis não somente à apreensão e ao processamento de unidades significativas de todo e qualquer registro de representação semiótica em Matemática, mas também aos seus processos de formação, aos de tratamentos e aos de conversões.


			Nossa terceira tese, levando-se em consideração as duas primeiras, é a de que a expertise na coordenação de diferentes registros de representação semiótica em processos congruentes e não congruentes de conversão é indício de uma apreensão mais qualificada dos objetos matemáticos.


			No contexto dessas teses, nosso objetivo, neste livro, é desenvolver e ilustrar uma arquitetura descritiva e explanatória fundamentada nas noções teóricas de conciliação de metas e de relevância, das operações cognitivas de apreensão de unidades significativas, de formação, de tratamento e de conversão de representações semióticas.


			Para alcançar esse objetivo, o presente livro foi desenvolvido em mais quatro capítulos. No segundo, organizado em três seções, destacamos os registros de representação semiótica em Matemática. Na primeira seção, caracterizamos a Matemática como uma ciência formal e apresentamos a formalização da Matemática, as noções de referência e sentido, o processo de formalização e a importância da dedução, os impactos da formalização no ensino da Matemática e a necessária atividade de representação dos objetos matemáticos. Na segunda seção, expomos a teoria de registros de representação semiótica, aprofundando os conceitos de noésis e semiósis, bem como a diferenciação dos tipos de representações que envolvem os objetos matemáticos, e ilustramos a noção de congruência com um exemplo prático de tratamento e de conversão. Na terceira seção, por fim, destacamos a questão da transposição didática de conceitos matemáticos científicos em conteúdos de ensino, observando como obstáculos epistemológicos convertem-se em obstáculos didáticos.


			No terceiro capítulo, o qual é dividido em três seções, apresentamos a teoria da relevância, de Sperber e Wilson ([1986] 1995), como base teórica para analisar custos e benefícios cognitivos gerados pela utilização de diferentes registros de representação semiótica no processo de transposição didática. Na primeira seção, expomos noções introdutórias, entre as quais as noções de efeito cognitivo e esforço de processamento, e os princípios cognitivo e comunicativo de relevância. Na segunda seção, apresentamos o processamento pragmático de enunciados e destacamos a noção de forma lógica, o funcionamento do mecanismo dedutivo, as regras de eliminação, o processamento de informações e de enunciados propriamente ditos e o procedimento, heurística ou mecanismo de compreensão orientado pela noção teórica de relevância. Na terceira seção, por fim, revisitamos a conversão de representação semiótica, destacando os registros em língua natural, algébrico, tabular e gráfico.


			No quarto capítulo, que foi dividido em duas seções principais, apresentamos a teoria de conciliação de metas, e o modelo desenvolvido neste estudo é aplicado em um exemplo prático de sala de aula. Na primeira seção, exibimos os fundamentos da teoria, a modelação proativa de ações, a avaliação de metas e as noções de auto e de heteroconciliação. Na segunda seção, aplicamos os conceitos desenvolvidos no livro na interpretação de uma função definida no campo dos naturais.


			No quinto capítulo, apresentamos as considerações finais do estudo. Nele, cotejamos os resultados obtidos em nossa ilustração com as teses e os objetivos lançados nesta introdução, destacando suas limitações e suas potencialidades descritivo-explanatórias.


			Apresentada em linhas gerais a proposta deste livro, desejamos a todos votos de uma leitura relevante.
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