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  Parte I


   


  INTRODUCCIÓN, LÓGICA Y CONJUNTOS




  

    INTRODUCCIÓN




    Este texto ha sido concebido como material de soporte del curso de Matemática fundamental que ofrece el Departamento de Matemáticas de la Universidad del Valle a estudiantes de los planes de matemáticas de la facultad de Ciencias Naturales y Exactas y del Instituto de Educación y Pedagogía, aunque también lo matriculan algunos estudiantes de planes de ciencias e ingenierías que desean tomar cursos de matemáticas con cierto grado de profundidad y rigor. El texto, que también puede ser usado como texto guía o de referencia en cursos análogos, es realmente una reestructuración de notas de clase escritas para mis estudiantes de Matemática fundamental entre 2010 y 2012, tiempo durante el cual tuve el honor de dictar este curso. En cuanto a su temática, el texto cubre los tópicos siguientes:




    I   Introducción a la lógica y a la teoría de conjuntos.




    II   El sistema de los números reales, analizado en su estructura de campo ordenado y completo.




    III  El sistema de los números complejos como una estructura que surge “naturalmente” en el contexto del estudio de las ecuaciones polinómicas.




    IV  El concepto de función junto con el estudio de algunas clases especiales de funciones reales de una variable real de uso frecuente en los cursos iniciales de Cálculo (funciones polinómicas, trigonométricas, exponenciales y logarítmicas, entre otras).




    Puesto que el curso de Matemática fundamental se ofrece a matemáticos en formación, este texto ha sido escrito y utilizado con el propósito de potenciar en los estudiantes, a la par con la cobertura de los temas del curso, algunos aspectos característicos de la forma de pensar y hacer matemáticas de nivel superior como son: i) la habilidad para simbolizar, abstraer y generalizar; ii) la habilidad para conjeturar y demostrar o refutar conjeturas; iii) la habilidad para leer y escribir textos matemáticos; iv) la habilidad para plantear y resolver problemas matemáticos.




    No sobra decir que un fortalecimiento satisfactorio de las habilidades mencionadas en el párrafo anterior no puede ser menos que el resultado de un largo proceso de formación de los estudiantes, proceso del cual el curso de Matemática fundamental es tan solo uno de los primeros peldaños.




    En lo que sigue de esta introducción se hará una descripción, posiblemente muy esquemática, de algunas de las mencionadas habilidades que caracterizan la actividad matemática de nivel superior.


  




  

    0.1 GENERALIZACIÓN. CONJETURAS. PRUEBA Y REFUTACIÓN DE CONJETURAS




    Generalización. Tanto en matemáticas como en las diferentes disciplinas científicas hay un propósito manifiesto: el “alcance” de sus resultados debe ser lo más amplio posible. La forma típica (o quizá la ideal) de las proposiciones científicas es la siguiente: “la proposición P (x) es cierta para todos los elementos x de un conjunto o una clase A”, lo cual se puede sintetizar mediante la siguiente fórmula lógica:




    (∀x) ( P (x)) , x ∈ A




    Cuando, en la fórmula anterior, el “ámbito de validez” A se expande, entonces decimos que P (x) se ha generalizado: la generalización de una proposición es un proceso de expansión de su ámbito de validez.




    Ejemplo 1. La observación de casos particulares a veces sugiere la existencia de un posible patrón general. Tal es el caso siguiente: uno puede “ver” que si escoge dos múltiplos de tres, consecutivos — como 3 y 6, 15 y 18, 99 y 102, etc.— entonces la suma de los enteros que están “entre” ellos es también múltiplo de 3 :




    4 + 5 = 9, 16 + 17 = 33, 100 + 101 = 201 = 3 × 67.




    ¿Es esto generalizable? ¿Será cierto que para todo par de múltiplos de 3 consecutivos, la suma de los enteros que están entre ellos es un múltiplo de 3? La respuesta en este caso nos la proporciona el álgebra básica: como dos múltiplos de 3 consecutivos tienen la forma 3n y 3n + 3, entonces los números enteros que están entre ellos son 3n + 1 y 3n + 2, cuya suma es 6n + 3 = 3(2n + 1), que es un múltiplo de 3. De este modo se ha demostrado que la proposición analizada se puede generalizar: de un ámbito de validez finito (unos pocos casos específicos que sugieren un patrón general) a un ámbito de validez (infinito) que contiene todos los múltiplos de 3 consecutivos.




    Ejercicio 1. Se propone al lector analizar situaciones análogas a la anterior para múltiplos de 4, 5, 6, 7, y la posibilidad de generalización del resultado para múltiplos de N , siendo N un número natural mayor que 2.




    Ejemplo 2. Una conocida anécdota acerca del genio de las matemáticas Carl Friedrich Gauss, cuenta que estando en la escuela elemental, su maestro le asignó a toda la clase la tarea de hallar la suma de los cien primeros números naturales (1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100), ante lo cual el niño genio, a diferencia de sus compañeros, enseguida se limitó a escribir la respuesta: 5050.




    Muy posiblemente Gauss observó que la suma del primer sumando, 1, con el último, 100, es igual a la del segundo, 2, con el penúltimo, 99, y así sucesivamente 50 veces, por lo que el resultado debía ser 101 50 = 5050. ¿Es generalizable este procedimiento? ¿A qué es igual 1 + 2 + 3 + ... + n siendo n un número natural cualquiera?




    El procedimiento anterior es generalizable: si n es par, la suma es (n+1)× n/2; cuando n es impar, se suma n con la suma de los primeros n − 1 términos, que es n × (n − 1)/2: el resultado también es (n + 1) × n/2.




    Otro procedimiento, que en el fondo incluye la observación clave hecha al comienzo, es el siguiente: escribamos la suma desde 1 hasta n primero en orden creciente y luego en orden decreciente:




    S = 1 + 2 + 3 + ... + (n − 1) + n S 
= n + (n − 1) + (n − 2) + ... + 2 + 1




    Al sumar las dos ecuaciones anteriores se obtiene
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    Y por lo tanto,




    [image: formula2pag22]




    Nótese que la potencia de la generalización radica en que ella proporciona métodos aplicables en clases generalmente infinitas de situaciones semejantes.




    Conjeturas. Las búsquedas de resultados generales que hacen los matemáticos suelen estar soportadas en la identificación de ciertas regularidades de sus objetos de estudio y/o en su “intuición”. Ahora bien, cualquiera que haya sido el caso, hay momentos en los que un matemático obtiene una proposición posiblemente generalizable, pero no su demostración. En tal caso, generalmente después de múltiples intentos infructuosos de lograr la demostración, el matemático decide publicar su “hallazgo” bajo la forma de una conjetura cuyo sentido es: creo que tal proposición es verdadera, pero no he logrado demostrarlo. Una conjetura se convierte, desde luego, en un tema de investigación para otros matemáticos. Veamos enseguida algunas conjeturas famosas.




    Ejemplo 3. El célebre matemático francés Pierre de Fermat conjeturó que los números de la forma 22n + 1 son primos, para cualquier número natural n que se tome. Uno puede verificar que reemplazando n por 1, 2, 3, se obtienen los primos 5, 17 y 257. También se observa que a medida que n crece, los números que se obtienen son cada vez más grandes e “inmanejables”. Fermat sospechó que los números de esta forma son primos pero, al no disponer de una prueba de ello, lo propuso como conjetura. No obstante, un siglo después el matemático suizo Leonhard Euler mostró que 225 + 1 no es primo:




    225 + 1 = 4294j967297 = (641)(6j700417),




    de modo que la conjetura de Fermat resultó ser una proposición falsa.




    Ejemplo 4. El mismo Fermat (1601-1665) también conjeturó que la ecuación xn + yn = zn , con exponentes naturales, tiene soluciones naturales x , y , z solamente si n es 1 o 2. Note que si n = 2, son soluciones las ternas pitagóricas: 3, 4 y 5; 7, 24 y 25; etc. Tal conjetura resultó cierta, aunque su veracidad solamente fue demostrada tres siglos después, en 1994, por el matemático inglés Andrew Wiles. Con su demostración Wiles se hizo merecedor del premio Gotinga, creado en 1908 por esa universidad alemana para recompensar con 100.000 marcos a quien demostrara antes de un siglo (2008), si era cierta o falsa esta conjetura de Fermat.




    Ejemplo 5. Una de las conjeturas matemáticas más célebres es la de Goldbach, formulada por Christian Goldbach en una carta dirigida a Leonhard Euler en 1742. Una reformulación equivalente al problema original postula que “todo número par mayor que 2 puede escribirse como una suma de dos primos”. En la actualidad, 2013, más de 250 años después de haber sido formulada inicialmente, la conjetura sigue sin ser demostrada ni refutada.




    Como se dijo antes, las conjeturas suelen convertirse en problemas de investigación en matemáticas. Igual sucede con listados de problemas que matemáticos o entidades prestigiosas proponen cada cierto tiempo, entre los cuales vale la pena mencionar los denominados “problemas del milenio”, una lista de siete problemas matemáticos propuestos en 2000 por el Clay Mathematics Institute con el aliciente de un millón de dólares de premio para cada problema. Este listado de “problemas del milenio” es en cierta forma un reconocimiento a la importancia que tuvo durante el siglo XX la lista de 23 problemas matemáticos (uno de los cuales fue la conjetura de Goldbach) propuesta en 1900 por el matemático alemán David Hilbert.


  




  

    0.2 ABSTRACCIÓN EN MATEMÁTICAS Y ORÍGENES DE LA TEORÍA DE CONJUNTOS




    El concepto de abstracción ha sido objeto de debates filosóficos desde Platón y Aristóteles hasta nuestros días, pasando por Santo Tomas, Locke, Berkeley y Kant, entre otros. En esta introducción, que no tiene ninguna pretensión filosófica, intentaremos acercarnos al concepto de abstracción desde la perspectiva de su uso en matemáticas.




    Abstraer significa literalmente “separar”, “arrancar”, “poner aparte”. Pero la acepción que nos interesa resaltar, es la que se refiere tanto al acto como al resultado de “separar mentalmente algo de algo”. La noción de círculo, por ejemplo, es una abstracción que puede entenderse al menos desde dos puntos de vista: i) en cuanto resultado de la separación mental de características comunes de objetos cuya forma identificamos como “circular”; y ii) como resultado de la separación mental, entre los puntos de un plano, de los puntos que satisfacen una determinada propiedad: la propiedad explicitada en su definición. En este ejemplo, la palabra “círculo” es sólo un medio de representación y comunicación de dicha abstracción; la abstracción, por su parte, está caracterizada por las propiedades que la definen.




    El lenguaje natural como medio de representación de abstracciones puede ser sustituido por otros “sistemas de símbolos”, y de hecho lo es especialmente en matemáticas. Veamos dos ilustraciones de esto.




    En la comunicación ordinaria, una palabra como “perro” puede usarse para representar una entidad abstracta, caracterizada por propiedades atribuidas a ella, lo cual nos permite construir enunciados significativos como “el perro tiene la capacidad de ladrar”. Note que en este enunciado, el predicado (“tiene la capacidad de ladrar”) se deduce “naturalmente” de las propiedades (abstraídas) del sujeto (“el perro”). Ahora, si a la palabra “perro” la sustituimos por el símbolo x , es decir que a dicho símbolo le asignamos el mismo significado de la palabra “perro”, entonces podemos construir enunciados significativos como “x tiene la capacidad de ladrar” o más precisamente “si x es un perro entonces x tiene la capacidad de ladrar”.




    Tomemos ahora el siguiente enunciado del álgebra básica: “si x es un número real entonces x + x = 2x”. En este caso el acto de abstracción que “soporta” todo el razonamiento está expresado en la premisa del mismo: “x es un número real”; es a partir de esta “abstracción fundamental” que “se deduce” todo lo demás: i) al símbolo x le asignamos las propiedades de todos y cada uno de los números reales; ii) en virtud de las propiedades asignadas podemos operar con ese símbolo como si fuera un número real: podemos deducir que la suma de x con él mismo (x + x) es un número real; y a esta suma podemos aplicarle las propiedades de los números reales que necesitemos (como la del neutro del producto y la distributividad) para deducir que x + x = 1x + 1x = (1 + 1)x = 2x; iii) puesto que las operaciones que hicimos con el símbolo x podemos hacerlas con cualquiera de los (infinitos) números reales, podemos entonces concluir que el resultado obtenido vale para todos ellos y por lo tanto podemos reemplazar a x por cualquiera de ellos para obtener un enunciado “particular” verdadero; por ejemplo: 5 + 5 = 2 × 5 = 10.




    El ejemplo anterior muestra la potencia, la importancia y la necesidad de la abstracción en la construcción de discursos sobre clases con infinitos elementos, como es generalmente el caso de los discursos matemáticos y científicos. Además, el recurso de la abstracción nos resuelve un problema: el de la imposibilidad de “tener que vérnosla” con cada uno de los (infinitos) elementos “concretos” de la clase; pero a la vez nos proporciona un inmenso beneficio: los resultados de nuestros razonamientos son válidos para todos los elementos “concretos” de la clase.




    La abstracción y los orígenes de la teoría de conjuntos. El tiempo transcurrido desde el siglo XIX hasta los inicios del siglo XX fue un período durante el cual se llevó a cabo una sistematización de las matemáticas existentes hasta entonces y se sentaron las bases para las matemáticas actuales. Dos de los conceptos afectados por dicha sistematización fueron los de “número” e “infinito”, soportados por la introducción de la noción de “conjunto”.




    Georg Cantor (1845-1918), uno de los creadores de “teoría de conjuntos”1 y de la “matemática moderna” caracterizó la existencia de conjuntos, noción que entendía laxamente como una “agrupación en un todo de objetos bien diferenciados de nuestra intuición o nuestro pensamiento”, a través del siguiente principio que, seguramente como un reconocimiento del carácter fundamental de la abstracción en matemáticas, llamó “axioma de abstracción”:




    Axioma de abstracción. Cualquier propiedad P define un conjunto: el de los “elementos” que satisfacen la propiedad P.




    Los siguientes convenios o notaciones permiten expresar la relación entre propiedades, conjuntos y elementos: i) si un objeto x satisface la propiedad P , se escribe P (x); ii) si A es un conjunto y x es uno de sus elementos, se escribe x A; si P es una propiedad y A es el conjunto definido por ella entonces se escribe A = { x | P (x) } (A es el conjunto cuyos elementos satisfacen la propiedad P ).




    

      

        ∈


      


    




    Por ejemplo, la propiedad de “ser una letra vocal del alfabeto castellano” o simplemente “ser una vocal” la satisfacen cinco letras: a, e, i, o, u; en consecuencia esta propiedad define un conjunto al que podemos darle un nombre, por ejemplo A, y se puede expresar así:




    A = { x | x es una letra vocal }




    Dado que el conjunto anterior tiene “pocos” elementos, podemos “listarlos” de la siguiente manera:




    A = { a, e, i, o, u} .




    Es decir que A = { x | x es una letra vocal } = { a, e, i, o, u}.




    Nota. En este contexto, la igualdad entre dos conjuntos significa que ellos tienen los mismos elementos o, dicho de otra forma, que cada elemento de uno de ellos es un elemento del otro y, recíprocamente, cada elemento del segundo es también un elemento del primero.




    Es claro que el “listado” de los elementos de un conjunto no es posible cuando el conjunto tiene “infinitos elementos” como es el caso del conjunto de los “números de contar”: 1, 2, 3, etc., denominado “conjunto de números naturales”, el cual se denota N.




    En casos como el anterior, en lugar del “listado”, lo más que se puede hacer es “sugerir” una “ley de formación” de sus elementos como por ejemplo:




    N = {1, 2, 3, ...}, aunque en tal caso se corre el riesgo de que la sugerencia no sea clara, como por ejemplo en N = {1, 2, ...} donde valdría también la interpretación de que “el primer” elemento es 1 pero a partir de allí los demás de obtienen por duplicación: 2, 4, 8, etc. En consecuencia la manera más apropiada de definir un conjunto es mediante la abstracción, estableciendo claramente la propiedad que caracteriza a sus elementos.




    Dos conceptos derivados por Cantor de la noción de conjunto. Como dijimos antes, los fundadores de la “matemática moderna” se propusieron sistematizar las matemáticas existentes y en particular las nociones de “número” e “infinito”. En relación con los “números”, se propusieron sistematizar la noción de número que está en la base del proceso de contar, los números “naturales”; la que fundamenta el proceso de medir, los números “reales”, y otras clases de números como los “complejos”, fundamentales en áreas de las matemáticas como el “Cálculo”.




    Obviamente no pretendemos en esta introducción adentrarnos en todos estos procesos de sistematización. únicamente haremos una breve introducción, intuitiva y aún imprecisa si se quiere, a la noción de número en cuanto “cantidad de elementos de un conjunto”.




    La noción de cantidad de elementos de un conjunto. Intuitivamente hablando, la noción de “cantidad” de elementos de un conjunto, base de la noción de “número natural”, surge de la comparación entre conjuntos. Identificamos que los conjuntos formados por dos sillas, dos personas y, en general, dos objetos, satisfacen una propiedad común: tienen dos elementos.




    Esta idea está íntimamente relacionada con la de “apareamiento”: podemos, mentalmente, aparear los elementos de dos conjuntos de manera que cada elemento del “primero” esté relacionado con uno y sólo un elemento del “segundo” y, recíprocamente, cada elemento del “segundo” conjunto esté relacionado con uno y sólo un elemento del “primero”. Cuando se pueda hacer esto se dice que entre los dos conjuntos existe una correspondencia biunívoca. Por ejemplo, dados los conjuntos {a, b} y {1, 2} , entre ellos hay una correspondencia biunívoca definida por el apareamiento entre a y 1 y entre b y 2; otra correspondencia biunívoca es la del apareamiento entre a y 2 y entre b y 1. Las siguientes figuras permiten visualizar estas correspondencias biunívocas.
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    ¿Cuántos elementos tiene entonces el conjunto a, b ? Nuestra respuesta intuitiva, “dos”, podemos ahora verla como el resultado de una abstracción: es la propiedad que tienen en común todos los conjuntos que pueden ponerse en correspondencia biunívoca con nuestro conjunto a, b . Y como dicha propiedad, de acuerdo con el axioma de abstracción, define un conjunto, a este conjunto se le llama “el número cardinal” de a, b . Más generalmente, la “cantidad” de elementos de un conjunto podemos ahora caracterizarla como una abstracción cuyo resultado se denomina “el número cardinal” de dicho conjunto:




    Número cardinal de un conjunto. Dado un conjunto A, el número cardinal de A es el conjunto cuyos elementos son todos los conjuntos que satisfacen la propiedad de estar en correspondencia biunívoca con A.




    




    De este modo, nuestros “números de contar”: 1, 2, 3, etc., quedan abarcados en la definición de número cardinal aplicada a conjuntos “finitos”. Más aún, el número “cero” queda también incluido en cuanto “cardinal del conjunto vacío”, noción caracterizada por lo siguiente: puesto que la propiedad de que algo sea distinto de sí mismo, x = x, no la satisface ningún objeto, debe existir un conjunto que la satisfaga (debido al axioma de abstracción); tal conjunto obviamente carece de elementos, se llama conjunto vacío y se denota .




    El infinito en matemáticas. Una de las ideas más perturbadoras y controvertidas entre filósofos, teólogos y matemáticos, entre otros, ha sido la noción de infinito. Jorge Luis Borges, una de las figuras cimeras de la literatura latinoamericana decía: “Hay un concepto que es el corruptor y el desatinador de los otros. No hablo del Mal cuyo limitado imperio es la ética: hablo del infinito” [5]2




    En el siglo V antes de Cristo, Zenón de Elea puso en jaque las nociones de espacio y tiempo, involucradas en el concepto de movimiento, a través de sus memorables “paradojas” o “aporías”, una de las cuales puede describirse así: para ir en línea recta de un punto P a otro Q, es necesario pasar primero por el punto medio, quedando así un camino por recorrer al cual se aplica el mismo principio: se debe recorrer primero la mitad, quedando así otro espacio por recorrer al que se aplica el mismo principio, y así sucesivamente (al infinito), de modo que “siempre” habrá un espacio por recorrer o, en otros términos, el recorrido completo “es imposible”, lo cual contradice la experiencia sensible. Este ha sido uno de los primeros usos de la forma de argumentar por “reducción al absurdo”: si a partir de un supuesto S se deduce una contradicción, el supuesto S queda refutado o cuestionado.




    Las paradojas de Zenón tuvieron un efecto profundo en el pensamiento occidental, especialmente en cuanto a la desconfianza que suscitó siempre la noción de infinito.




    Aristóteles rechazó el uso del infinito como “totalidad completa”, aunque lo aceptó como “proceso”: en el tercer libro de su obra “Física”, propone diferenciar estos dos tipos de infinito: i) el infinito “potencial”: el infinito como un proceso de crecimiento sin final o de subdivisión sin final; y ii) el infinito como una “totalidad completa” (o “infinito actual” según traducción al castellano que algunos hacen de la expresión en inglés “actual infinity”).




    Prácticamente la totalidad del pensamiento occidental se alineó con Aristóteles en este aspecto, con contadas excepciones como Giordano Bruno quien pagó su osadía con la hoguera de la inquisición entre otras cosas por haber defendido, con base en las teorías de Copérnico, la existencia de múltiples sistemas solares y la infinitud del universo. Del lado teológico, San Agustín creía que sólo Dios y su pensamiento eran infinitos; también santo Tomás de Aquino se oponía a la idea de “infinidad completa” por considerar que tal noción comportaba un desafío directo a la naturaleza única, infinita y absoluta de Dios.




    Galileo Galilei rechazó la idea de infinito como paradójica ya que atentaba contra la razón. Llegó a esta conclusión después de observar que la idea de infinito contradecía el precepto clásico de que “el todo es mayor que cada una de sus partes”. La famosa “paradoja de Galileo” muestra la existencia de una “correspondencia biunívoca” entre los números naturales y sus “cuadrados perfectos”, siendo estos “una parte” de los primeros (figura 2.1). También mostró que se puede establecer una correspondencia biunívoca entre un segmento y otro tomado como una parte del primero (figura 2.2):




    [image: Imagen155188588]




    La figura 2.2. muestra que los puntos del segmento CD se pueden “aparear” con los de EF , y los de este con los de AB. Por lo tanto la “cantidad” de puntos de “la parte” CD es la misma que la del “todo” AB.




    Mientras Galileo vio lo anterior como una contradicción, Cantor lo usó para definir el infinito:




    Definición. Un conjunto es infinito si se puede poner en correspondencia biunívoca con alguna de sus partes o “subconjuntos propios”.




    La expresión “subconjuntos propios” de la definición anterior tiene el siguiente significado: un conjunto A es subconjunto propio de un conjunto B, y se escribe A ⊂ B, si: i) todo elemento de A es también un elemento de B; y ii) al menos un elemento de B no es elemento de A. Así, por ejemplo, A = {a, b} es subconjunto propio de B = {a, b, c, d}.




    El “tamaño” del infinito. Introducir la anterior definición de conjunto infinito implica ahora hablar del concepto de infinito como relativo a una totalidad completa, implica hablar del “infinito actual” como un concepto legítimo. Pero este cambio de perspectiva se convirtió en algo más que una simple contravención a la tradición. En efecto, Cantor probó que no es posible establecer una correspondencia biunívoca entre los conjuntos de números naturales (N) y reales (R), y por lo tanto #(N) = #(R). Para comparar los “tamaños” de los conjuntos definió la relación “<” entre cardinales: si A y B son conjuntos, #(A) < #(B) significa que existe al menos una función inyectiva de A en B, pero no hay ninguna función inyectiva de B en A.
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