

  

    [image: >Economia matemática: aplicações e história]

  




  

    [image: >Economia matemática: aplicações e história]

  




  

    [image: >Economia matemática: aplicações e história]

  




  

    ECONOMIA MATEMÁTICA 




    APLICAÇÕES E HISTÓRIA




    © Almedina, 2022




    AUTOR: Jorge Paulo de Araújo




    DIRETOR DA ALMEDINA BRASIL: Rodrigo Mentz




    EDITOR DE CIÊNCIAS SOCIAIS E HUMANAS: Marco Pace




    ASSISTENTES EDITORIAIS: Isabela Leite e Larissa Nogueira




    ESTAGIÁRIA DE PRODUÇÃO: Laura Roberti




    REVISÃO: Gabriela Leite




    DIAGRAMAÇÃO: Almedina




    DESIGN DE CAPA: Roberta Bassanetto




    CONVERSÃO PARA EBOOK: Cumbuca Studio




    ISBN: 9786587019352




    Abril, 2022




    Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP)




    (Câmara Brasileira do Livro, SP, Brasil)




    Araújo, Jorge Paulo de




    Economia matemática : aplicações e história /




    Jorge Paulo de Araújo. -- 1. ed. -- São Paulo :




    Almedina, 2022.




    Bibliografia.




    ISBN 978-65-87019-34-5




    1. Matemática - Estudo e ensino I. Título.




    22-98308 - CDD-510.7




    Índices para catálogo sistemático:




    1. Matemática : Estudo e ensino 510.7




    Aline Graziele Benitez - Bibliotecária - CRB-1/3129




    Este livro segue as regras do novo Acordo Ortográfico da Língua Portuguesa (1990).




    Todos os direitos reservados. Nenhuma parte deste livro, protegido por copyright, pode ser reproduzida, armazenada ou transmitida de alguma forma ou por algum meio, seja eletrônico ou mecânico, inclusive fotocópia, gravação ou qualquer sistema de armazenagem de informações, sem a permissão expressa e por escrito da editora.




    EDITORA: Almedina Brasil




    Rua José Maria Lisboa, 860, Conj.131 e 132, Jardim Paulista | 01423-001 São Paulo | Brasil




    www.almedina.com.br


  




  

    In memorian dedico este livro ao Hugo e à Elfrides.


  




  

    AGRADECIMENTOS




    Nestes dois anos de pandemia, nos quais este livro foi finalizado, sou grato aos que conheço e aos que não conheço e que providenciaram os meios necessários para a sobrevivência neste trecho das nossas vidas. Entretanto, esta é a ocasião de agradecer àqueles que estiveram mais próximos nestes anos sombrios.




    No círculo familiar agradeço aos muitos amados Bruno, Paula, Rosa e Sandra. Um agradecimento especial à Rosa, sem ela não haveria livro. No círculo dos amigos, agradeço ao Atilano, à Denise à Lidiane e à Luíza. Ao Rafa, por me ensinar uma maneira de viabilizar os gráficos.




    Cada um ao seu modo, concorreu para humanizar o hábitat no qual vivi enquanto se estendeu este monólogo interior. Sem estas pessoas, nada seria possível. No entanto, tenho certeza de que agradecimentos não compensam uma ínfima parte do apoio e do imprescindível afeto que recebi.




    Agradeço aos meus alunos que ao longo de muitos semestres testemunharam a elaboração deste livro. A maneira exata e feliz de expressar a dívida dos professores para com seus estudantes é do Thomas Kuhn no Prefácio do “Estrutura das Revoluções Científicas”: “[...] devo agradecer aos meus alunos pelas lições inestimáveis, tanto acerca da viabilidade de minhas concepções, como a respeito das técnicas apropriadas a sua comunicação eficaz.” Faço minha esta frase iluminada e sobretudo verdadeira.




    Por fim agradeço a toda a equipe da Editora Almedina por acreditarem e viabilizarem este projeto, especialmente ao Sr. Marco Pace, pelo entusiasmo com que recebeu a proposta e pela paciência com a qual aguardou sua concretização e a Srta. Gabriela Leite pela meticulosa e exaustiva revisão.




    Jorge Araújo


  




  

    Introdução




    Cientistas e filósofos com inclinações científicas impressionaram-se muito com a precisão dessas disciplinas [matemática e física]. Sentiram-se obrigados a acompanhar ou a estimular essa “exatidão”, esperando provavelmente que a fertilidade surgisse como uma espécie de subproduto da precisão. Todavia, a fertilidade não é decorrência da exatidão, mas da percepção de novos problemas onde ninguém os havia visto antes e da invenção de novas maneiras de resolvê-los.1




    O objetivo deste livro é apresentar os conteúdos básicos que um economista deve saber sobre otimização estática, destacando, através da utilização das fontes primárias nesse assunto, a influência entre as duas disciplinas: Economia e Matemática.




    Da primeira até a última lição, o tema central compreende um período de tempo extremamente curto: um ano apenas! Do final de junho de 1949 até o começo de agosto de 1950. Sem dúvida, esse ano excepcional dependeu de progressos anteriores e teve avanços posteriores. Suas consequências prolongam-se até os dias atuais. Esse é o tema do livro.




    Este curso se resume à análise de um único resultado, o Teorema de Kuhn-Tucker. Ainda que o Teorema de Kuhn-Tucker não seja a realização histórica de certas ideias, ele nos permite uma visão unificada dos resultados do livro: é como se os progressos particulares conspirassem para se reunirem em um resultado apenas: o Teorema de Kuhn-Tucker.




    O livro foi escrito com o objetivo de destacar a cooperação entre duas ciências e a criatividade em ambas. Espero que os leitores descubram a “enorme flexibilidade na formação de conceitos”2 (von Neumann) do modo matemático de pensar, e que isso facilite o acesso para algumas das grandes contribuições científicas do século 20 ao pensamento econômico.




    Para muitos, a Economia Matemática não é propriamente uma disciplina científica, mas um conjunto de resultados em teoria econômica transcritos para a linguagem matemática, quando isso é factível. Outros concedem um papel mais ativo para a Matemática, na medida em que os resultados disponíveis necessitam de adaptação para o uso adequado na Economia.




    Sem dúvida, às vezes, a Matemática é uma expressão conveniente e inúmeras vezes os resultados precisam ser ajustados para tratar problemas específicos. Portanto, coerentemente, cursos designados por “Economia Matemática” são concebidos como o suporte matemático para a teoria econômica.




    Entretanto, economistas e matemáticos desenvolveram matemática original com a finalidade de resolver problemas oriundos da economia, mas esse fato não é tão manifesto nem tão enfatizado quanto os anteriores, principalmente em relação às contribuições de economistas para a matemática.




    Em 1932, von Neumann apresentou seu modelo de crescimento3 numa palestra em Princeton. Nessa publicação, ele ofereceu uma versão do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, conhecida como “Teorema da Interseção”, desenvolvida especialmente para aplicação em seu modelo econômico. Esse artigo é, na opinião de muitos, o mais importante da Economia Matemática do século 20:




    O período contemporâneo de desenvolvimento da economia matemática está profundamente influenciado por John von Neumann através do seu artigo de 1928 sobre jogos e do seu artigo de 1937 sobre crescimento econômico, que também se destacam como grandes acidentes numa carreira com muitas facetas.4




    Em 1928, para muitos o ano zero da Economia Matemática, von Neumann publicou o artigo “Zur Theorie der Gesellschaftsspiele”5. A matemática empregada nas demonstrações não tem nada de original. Os argumentos são aqueles pertencentes ao que chamamos, atualmente, de “Análise na Reta”. De fato, original é a maneira difícil e criativa através da qual von Neumann demonstra a existência de selas para os payoffs esperados dos jogadores. Todavia, desse artigo emergiu uma maneira original de pensar a interação dos agentes econômicos e novos conceitos econômicos e matemáticos, tais como equilíbrios em selas, coalisões e quase-convexidade, quase-concavidade.




    No começo do século 20, o melhor resultado sobre a definição de formas quadráticas em subespaços estava no livro “Theory of Maxima and Minima”,6 de 1917, que é a referência de autores como Hotelling. Os resultados como conhecemos atualmente, como no artigo de Gerard Debreu7, desenvolveram-se ao longo de duas décadas, motivados principalmente pelo esforço de Hotelling em explorar as condições de 2ª ordem com o objetivo de aprimorar o conhecimento sobre as curvas de demanda e oferta. Nesse caso, o interesse de Hotelling em teoria econômica, conduziu-o a novos resultados em matemática.




    O interesse que o Teorema de Kuhn-Tucker despertou entre os economistas motivou muitos aperfeiçoamentos da técnica empregada pelos autores. Destacamos Arrow e seus colaboradores, que analisaram as chamadas condições de qualificação8 e generalizaram o resultado de Kuhn e Tucker para funções quase-côncavas e quase-convexas9 – outro episódio de contribuição da Economia para a Matemática.




    Muito mais conhecida é a Programação Linear, uma disciplina matemática criada para tratar questões originadas de problemas econômicos. Em 1949, economistas, matemáticos e físicos como Oskar Morgenstern, Paul Samuelson, Robert Dorfman, George Dantzig, Harold Kuhn, Albert Tucker, David Gale e Tjallling Koopmans, reunidos no primeiro congresso de Programação Linear, deram início a uma colaboração em que os conhecimentos especializados não disputaram a superioridade dos métodos, mas se associaram numa construção multidisciplinar para a ciência econômica. Os esforços de von Neumann, Dantzig, Kuhn, Tucker e Gale, tendo em vista os problemas propostos, conduziram a novos resultados em Álgebra das Matrizes e na Teoria de Máximos e Mínimos – que até então não estava muito além do ponto em que Lagrange havia deixado –, como o famoso Teorema de Kuhn-Tucker e sua posterior extensão por Arrow e Enthoven. São resultados matemáticos novos suscitados pela Economia.




    Na Teoria Econômica e na Matemática, como nas demais ciências, a pluralidade de métodos e as influências externas sempre foram a causa de inumeráveis avanços, ainda que acompanhados de debates acirrados e posições obstinadas.




    Mais recentemente, existe uma noção mais ou menos difundida de que o mérito das formulações matemáticas está na generalidade, na precisão e no rigor lógico, como em Gerard Debreu10. Essa perspectiva “colonizadora” não faz justiça para ambas as ciências. Como escreveu Leontief, a preocupação como os aspectos formais na Economia “nos leva a acreditar que a prevalência do pensamento ilógico ou pelo menos descuidado constitui o aspecto mais vulnerável de nossa disciplina em seu estado atual”11. Para a Matemática, é uma perspectiva pior que para a Economia, pois reduz a Matemática ao papel secundário de abonadora do rigor e da precisão, espalmando as contribuições efetivas dessa ciência para a Economia e vice-versa. Nem mesmo as contribuições do próprio Debreu se reduzem a apenas esse aspecto.




    Por exemplo, embora Von Neumann destaque a clareza e a precisão, essas não são para ele as características mais importantes da Matemática:




    [...] é perfeitamente claro que a matemática fornece algo que é bastante importante, a saber, estabelece certos padrões de objetividade, certos padrões de verdade; é muito importante que pareça fornecer um meio para estabelecer esses padrões independentemente de tudo o mais, independentemente de questões emocionais e morais. É muito importante alcançar essa percepção: critérios objetivos da verdade são possíveis, que tal objetivo não é autocontraditório, não é, em certo sentido, não humano. [...] Houve flutuações muito sérias na opinião dos matemáticos sobre o que é rigor matemático. Para mencionar uma coisa menor: na minha própria experiência, que se estende por apenas trinta anos, flutuou tão consideravelmente que minha convicção pessoal e sincera quanto ao rigor matemático mudou pelo menos duas vezes. [...] uma das contribuições mais importantes da matemática para o nosso pensamento é que ela tem demonstrado uma enorme flexibilidade na formação de conceitos, um grau de flexibilidade muito difícil chegar através de um modo não matemático.12




    Tanto para von Neumann quanto para Morgenstern, a mera matematização de uma teoria econômica prévia pode não ter nenhum valor: “Frequentemente, é mais fácil matematizar uma teoria falsa que enfrentar a realidade.”13 A matematização é simultânea ao processo de elaboração da teoria. No “Game Theory”, von Neumann observa: “achamos que seja necessário recorrer a técnicas de matemática que não tenham sido utilizadas até agora em economia matemática, e é bem possível que um estudo mais aprofundado possa resultar, no futuro, na criação de novas disciplinas matemáticas.”14




    Ainda devemos destacar que o pensamento matemático como fonte de intuições frutíferas não se relaciona com a dificuldade. O artigo “The Distribution of a Product from Several Sources to Numerous Localities” foi publicado pelo matemático norte-americano Frank Lauren Hitchcock15 (1875-1957) em 1941. O trabalho foi redigido de maneira extremamente clara e não utiliza e nem adianta nenhum resultado matemático esotérico, ao contrário, a matemática empregada não ultrapassa a aritmética elementar. Sem dúvida, não foi o requinte que justificou a reputação do artigo. A fama justifica-se primeiramente por ser o primeiro trabalho a formular matematicamente um problema na área de transportes, tema muito sensível durante períodos de guerra, e em segundo lugar por propor um método de solução simples, viável, extremamente criativo que antecipou o chamado “Método Simplex”. O artigo de Hitchcock é um exemplo perfeito para a afirmação do Karl Popper acima.




    O conteúdo deste livro não cobre toda a Economia Matemática. Os desenvolvimentos relativos à Dinâmica Econômica não estão aqui por exigirem um outro livro para seu tratamento adequado. Não tratamos também da existência do equilíbrio walrasiano por duas razões: por ter que desenvolver um instrumento matemático mais complexo para tratar de pontos fixos e por temor de desfocar a atenção do Teorema de Kuhn-Tucker. Ainda que a Teoria do Equilíbrio Geral seja uma teoria estática e comumente tratada junto com essa, acreditamos que é mais adequado tratá-la na Dinâmica.




    Também não tratamos o importante tema das matrizes não-negativas, do Teorema de Frobenius e do Teorema de Hawkins-Simon, fundamentais para a compreensão adequada de Sraffa e das análises matemáticas do “Capital” de Marx, como proposto por Michio Morishima. Outra vez, esses temas precisam ser tratados num livro à parte, voltado exclusivamente para tais assuntos.




    Schumpeter testemunhou uma metamorfose teórica:




    [...] de uma coisa podemos estar certos. A teoria econômica de nosso tempo, como a das épocas futuras, jamais poderá ser outra vez tão fascinante para o grande público como o foi no tempo em que era compreensível para qualquer pessoa educada e parecia estabelecer diretamente “leis eternas” e regras práticas. Qualquer pessoa pode entender Adam Smith. Apenas especialistas podem entender cálculo matricial e equações funcionais.16




    Se essa tendência se sustentará, apenas o futuro poderá nos informar. O objetivo deste livro é auxiliar o leitor a se integrar no fluxo histórico.




    




    

      

        1 POPPER, Karl. Autobiografia Intelectual. São Paulo: Editora Cultrix, Editora da Universidade de São Paulo, 1977, p. 3.


      




      

        2 VON NEUMANN, J. The Role of Mathematics in the Sciences and in Society. In TAUB, A. H. John von Neumann, Collected Works, v. VI. NY: Pergamon Press, 1963, p. 482


      




      

        3 “Na minha opinião, o artigo de von Neumann [‘A Model of General Economic Equilibrium’. Rev. Econ. Stud., v. 13, nº 33 (1945-1946)] é o mais importante artigo em Economia Matemática.”. (WEINTRAUB, R. “On the Existence of a Competitive Equilibrium: 1930-1954”, Journal of Economic Literature, v. 21, nº 1 (1983), p. 13).


      




      

        4 DEBREU, Gerard. “Theoretic Models: Mathematical Form and Economic Content”. Econometrica, v. 54, nº 6 (nov./1986), p. 1259.


      




      

        5 NEUMANN, J. “Zur Theorie der Gesellschaftsspiele”. Mathematische Annalen, v. 100, nº 1 (1928), pp. 295–320. Esse artigo foi traduzido para o inglês por Sonya Bargmann com o título “On the Theory of Games of Strategy” e abre o volume IV do “Contributions to The Theory of Games”, n° 40 dos “Annals of Mathematic Studies” de 1959.


      




      

        6 HANCOCK, H. Theory of Maxima and Minima. EUA: Ginn Company, 1917, pp. 115-116.


      




      

        7 DEBREU, G. “Definite and Semidefinite Quadratic Forms”. Econometrica, v. 20, nº 2 (1952), pp. 295-300.


      




      

        8 ARROW, K.; HURWICZ, L.; UZAWA, H. “Constraint Qualifications in Maximization Problems”. Naval Research Logistics, v. 8, nº 2 (1961).


      




      

        9 ARROW, K.; ENTHOVEN, A. C. “Quasi-Concave Programming”. Econometrica, v. 29, nº 4 (1961), pp. 779-800.


      




      

        10 DEBREU, G. “Theoretic Models: Mathematical Forms and Economic Content”. Econometrica, v. 54, nº 6 (1986), pp. 1259-1270.


      




      

        11 LEONTIEF, W. “The State of Economic Science”. The Review of Economics and Statistics, v. 40, nº 2 (1958), p. 104.


      




      

        12 NEUMANN, J. “The Role of Mathematics in the Sciences and in Society”. In: NEUMANN, J. Collected Works, v. VI. New York: The Macmillan Company, 1963.


      




      

        13 MORGENSTERN, Oskar. “Thirteen Critical Points in Contemporary Economic Theory: An Interpretation”. Journal of Economic Literature, v. 10, nº 4 (dez./1972), pp. 1163-1189.


      




      

        14 NEUMANN, J.; MORGENSTERN, O. Theory of games and Economic Behavior. 7ª ed. Princeton: Princeton University Press, 1953.


      




      

        15 HITCHCOCK, F. L. “The Distribution of a Product from Several Sources to Numerous Localities”. Journal of Mathematics and Physics, nº 20 (1941), pp. 224-230.


      




      

        16 SCHUMPETER, Joseph. História da Análise Econômica. Rio de Janeiro: Editora Fundo de Cultura, 1964, p. 1110.


      


    


  




  

    Lição UM 




    A Programação Linear




    Sumário




    

      	
Lição 1 - A Programação Linear 



      

        	1. Introdução




        	2. O simpósio número zero da Programação Linear




        	3. O teorema fundamental




        	
4. Problema 1: Análise de Atividade 



        

          	4.1 O problema dual (definição de “preços”)




          	4.2 O problema primal (a Análise de Atividade)




          	4.3 Tjalling Charles Koopmans


        






        	5. Problema 2: o Problema da Dieta




        	
6. Problema 3: o Problema de Transporte 



        

          	6.1 A solução de Hitchcock


        






        	
7. O problema C1 de Leonid Kantorovich 



        

          	7.1 Leonid Vitalevich Kantorovich


        






        	
8. A programação vetorial: caso linear 



        

          	8.1 Definição de mínimos e máximos vetoriais


        






        	10. Comentários históricos sobre otimização vetorial


      




    


  




  

    Lição 1 




    A Programação Linear




    1. Introdução




    O objetivo desta lição é apresentar a Programação Linear. O resultado básico é intuitivamente óbvio: se existem pontos de mínimo ou máximo para funções lineares definidas em polígonos ou poliedros, então existem pontos de mínimo ou máximo nos vértices dos polígonos ou poliedros.




    As restrições que definem o problema são determinadas por semiespaços definidos por hiperplanos. Todo hiperplano fraciona o espaço em dois semiespaços: [image: ] e [image: ]. A restrição [image: ] é determinada pela interseção de semiespaços. Caso existam mínimos ou máximos da função objetivo [image: ]quando restrita ao [image: ], tanto os mínimos quanto os máximos estão sobre isoquantas [image: ] que dividem o espaço de maneira que a restrição [image: ] está inteiramente num dos semiespaços definido pelas isoquanta que contém esses mínimos ou máximos. Essa isoquanta contém uma aresta ou pelo menos um vértice do poliedro. Se o poliedro for limitado, então sempre existem mínimos e máximos nos vértices.




    Elucidamos o resultado acima através de quatro exemplos fundamentais da Programação Linear: o problema de Análise de Atividades, o Problema da Dieta, o problema dos transportes e o problema de encontrar as estratégias ótimas em jogos de soma-zero. Além desses problemas, apresentamos resumidamente o chamado Problema C1, do matemático russo Leonid Kantorovich (1912-1986).




    2. O simpósio número zero da Programação Linear




    O primeiro congresso dedicado exclusivamente à Programação Linear aconteceu em 1949, em Chicago. Foi chamado de “Simpósio Número Zero”. O décimo nono, por exemplo, ocorreu no Rio de Janeiro, na Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), em 20061.




    O “Simpósio Número Zero” resultou de uma reunião, em 1948, entre Tjalling Koopmans (1910-1985), George Dantzig (1914-2005), Harold Kuhn (1925-2014), Albert Tucker (1905-1995), Oskar Morgenstern (1902-1977) e Wassily Leontief (1906-1999). Na época, Koopmans era o diretor de pesquisa da Comissão Cowles para Pesquisa em Economia e ficou encarregado de organizar o encontro, ou seja, obter o dinheiro necessário que veio da RAND Corporation2.




    A introdução aos “Proceedings” do simpósio, que foi escrita pelo Koopmans, esclarece:




    As contribuições para este livro estão voltadas, direta ou indiretamente, a vários aspectos do problema fundamental da economia normativa: a melhor alocação de meios limitados em relação a finalidades desejadas. O lugar central deste problema no pensamento econômico esclarece o que de outra maneira pode parecer um fato surpreendente: que os estudos aqui reunidos exibem afinidades e conexões entre linhas de pensamento e reservas de experiência desenvolvidas aparentemente de maneira independente por vários grupos de economistas, matemáticos e administradores.3




    O Simpósio Zero foi revolucionário pela abordagem multidisciplinar e pelas consequências para a Teoria Econômica, ainda que eventualmente esse não fosse o objetivo dos participantes4. Pela primeira vez, profissionais de áreas diferentes se reuniam e combinavam suas especialidades na solução de problemas econômicos.




    Os trabalhos pioneiros em Programação Linear são os artigos “Mathematical Methods of Production Planning and Organization”5 (1939), de Leonid Kantorovich (1912-1986), e “The Distribution of a Product from Several Sources to Numerous Localities”6, publicado em 1941 por Frank Lauren Hitchcock (1875-1957). Tjalling C. Koopmans7 (1910-1985) formulou o mesmo problema que Hitchcock em 1947. Tjalling Koopmans8 e Robert Dorfmann9 fazem referência à primazia de Hitchcock. Ainda, segundo Koopmans, Maurice Allais (1911-2010) também formulou o mesmo problema.




    O Problema da Dieta foi formulado por George Stigler10 (1911-1991) em 1945, que não o solucionou utilizando os métodos da Programação Linear.




    A Análise de Atividades resultou das investigações de George Dantzig11 (1914-2005) para a Força Aérea Norte-Americana na década de 1940. Inicialmente, a Análise de Atividades se relacionava com questões de abastecimento, transporte e coordenação de operações em planejamento militar e depois da 2ª Guerra Mundial teve aplicações nas atividades civis. George Dantzig reconheceu o padrão comum em vários desses problemas, criando a disciplina que chamamos Programação Linear. A expressão “Programação Linear” deve-se a Tjalling Koopmans e se origina do jargão militar.




    Em 1947, Dantzig desenvolveu o Método Simplex para resolução dos problemas de Programação Linear.




    Von Neumann foi o primeiro a perceber a relação entre a Programação Linear e a Teorias dos Jogos12 e expressou suas ideias para Dantzig no primeiro encontro dos dois, em Princeton, no ano de 1947. A relação entre jogos de soma-zero e a Programação Linear é explorada na Parte Três dos “Proceedings” do “Simpósio Zero”. No artigo “A Proof of the Equivalence of the Programming Problem and the Game Theory”, capítulo XX dos “Proceedings”, Dantzig enfatiza que a intuição original foi de von Neumann13.




    Em 1951, foi publicado o livro “Activity Analysis of Production and Allocation”, editado por Tjalling Koopmans, que contém parte das conferências do congresso número zero.




    Na introdução do livro, Koopmans atribui as origens da Programação Linear primeiramente às contribuições feitas à teoria do equilíbrio por alguns frequentadores, principalmente Abraham Wald (1902-1950) e von Neumann (1903-1957), nos famosos seminários organizados por Karl Menger (1902-1985) em Viena, na década de 1930. Em segundo lugar, ainda nos seminários, Koopmans lembra as discussões sobre a Economia do bem-estar conduzidas por Ludwig von Mises (1881-1973) e Oscar Lange (1904-1965). Em terceiro lugar, temos a análise de insumo-produto feita por Wassily Leontief (1906-1999) na década de 1930. Finalmente, em quarto lugar, Koopmans coloca os problemas logísticos originados nas atividades bélicas. No entanto, Koopmans sublinha que a Programação Linear se insere dentro do contexto maior da teoria econômica, pois trata “da melhor alocação de recursos limitados em relação a fins desejados”.




    Os matemáticos americanos desconheciam desenvolvimentos similares na União Soviética por parte da equipe de Leonid Kantorovich.




    Em 1975, Koopmans dividiu com Leonid Kantorovich o prêmio Nobel pelas contribuições dadas pelos dois à Economia através da Programação Linear. Segundo se diz, houve certa surpresa e indignação nos meios acadêmicos norte-americanos por não ter sido Dantzig premiado conjuntamente. No mesmo ano, Dantzig recebeu a “National Medal of Science” e o “John von Neumann Theory Prize” como demonstração de desagravo pela decisão dos suecos14: “Infelizmente, para seus admiradores na comunidade da Programação Linear, o prêmio Nobel de 1975 foi para L. V. Kantorovich e T. C. Koopmans. Alguns viram motivação geopolítica nesta seleção.”15




    3. O teorema fundamental




    Exemplo 1: Consideremos o polígono [image: ] definido pelas inequações abaixo:




    

      [image: ]

    




    O polígono e seus vértices estão ilustrados abaixo:




    

      [image: ]

    




    Digamos que a função objetivo seja [image: ], então a região [image: ] está à esquerda da isoquanta [image: ], que é a isoquanta de maior nível que intercepta a região [image: ] no vértice [image: ]; a isoquanta de nível menor é [image: ] que intercepta a região [image: ] no ponto [image: ]; a região está à direita da isoquanta. Veja abaixo:




    

      [image: ]

    




    Caso a função objetivo seja [image: ], a região [image: ] está entre as isoquantas [image: ] e [image: ]. O ponto de mínimo está no vértice [image: ] e a aresta entre os vértices [image: ] e [image: ] é constituída de máximos. Veja o desenho abaixo:




    

      [image: ]

    




    Pode ocorrer também que mínimos ou máximos não existam. Por exemplo, a região [image: ] determinada por




    

      [image: ]

    




    tem apenas dois vértices: [image: ] e [image: ]. Se a função objetivo é [image: ], então o máximo está no vértice [image: ] e a região está à esquerda da isoquanta [image: ], como vimos acima. Mas, observe que não existem mínimos para essa função. Não existe nenhuma isoquanta [image: ] tal que a região fique totalmente à direita da isoquanta. Todas cortam a região.




    

      [image: ]

    




    Desses exemplos, devemos concluir que, caso existam mínimos ou máximos para a função objetivo, existe pelo menos um ponto de mínimo ou de máximo num vértice do poliedro. Esse é o resultado que empregamos nos exemplos a seguir.




    Exemplo 2: Não é verdade que sempre existem pontos de mínimo ou de máximo nos vértices dos polígonos. Se o problema é maximizar a função [image: ], quando restrita ao triângulo [image: ], então o ponto de máximo está em [image: ] e não nos vértices [image: ], [image: ] ou [image: ]. Veja a figura:




    

      [image: ]

    




    4. Problema 1: Análise de Atividade




    Exemplo 3: Suponhamos que temos dois produtos produzidos através de dois processos e pela utilização de três insumos. O primeiro processo emprega 1 unidade do insumo 1, 1 unidade do insumo 2 e 2 unidades do insumo 3 para produzir uma unidade do produto 1. Portanto, para produzir [image: ] unidades do produto 1, necessitamos [image: ] unidades do insumo 1, [image: ] unidades do insumo 2 e [image: ] unidades do insumo 3. O segundo processo emprega 3 unidades do insumo 1, 1 unidade do insumo 2 e 1 unidade do insumo 3 para produzir 1 unidade do segundo produto. Portanto, para produzir [image: ] unidades desse segundo produto, necessitamos [image: ], [image: ] e [image: ] unidades dos insumos 1, 2 e 3, respectivamente. As quantidades disponíveis destes insumos são, 27, 10 e 16 unidades, respectivamente. Observe a tabela abaixo:




    

      

        



        



        



        

      



      

        

          	



          	

            Produto 1


          



          	

            Produto 2


          



          	

            disponibilidade


          

        




        

          	

            Unidades de Insumo




            1/unidade de produto


          



          	

            1


          



          	

            3


          



          	

            27


          

        




        

          	

            Unidades de Insumo




            2/unidade de produto


          



          	

            1


          



          	

            1


          



          	

            10


          

        




        

          	

            Unidades de Insumo




            3/unidade de produto


          



          	

            2


          



          	

            1


          



          	

            16


          

        


      

    




    Portanto, a estrutura produtiva e as restrições de insumos são expressas pelas inequações:




    

      [image: ]

    




    Essas inequações determinam a região do plano [image: ] [image: ] que está em cinza no gráfico abaixo. Essa região [image: ] é chamada região viável, pois contém as combinações possíveis de insumos para essa estrutura tecnológica. Os vértices do polígono [image: ] são [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ].




    

      [image: ]

    




    Suponhamos que cada unidade do produto 1 é vendida por R$ 3,00 e cada unidade do produto 2, por R$ 4,00. Então, a receita advinda da venda de [image: ] e [image: ] unidades desses produtos é [image: ]. Nosso objetivo é descobrir no polígono [image: ] acima qual a combinação de produtos [image: ] que maximiza a receita [image: ]. Em outras palavras, resolver o problema:




    

      [image: ]

    




    em que [image: ] significa “sujeito às restrições” que estão à direita. Consideremos as isoquantas da função objetivo que são as retas [image: ]. Nosso objetivo é obter a isoquanta com o [image: ] maior possível que intercepta o polígono [image: ]. Essa reta está desenhada abaixo, [image: ], e intercepta a região [image: ] no vértice [image: ]. Isso ilustra nossa observação anterior: sempre temos pelo menos uma solução num vértice.




    

      [image: ]

    




    Portanto, se queremos obter uma solução, basta que calculemos a função objetivo em cada um dos vértices e selecionemos o maior valor. Observe que o insumo 3 não é integralmente utilizado. A solução ótima [image: ] é tal que [image: ].




    Por exemplo, se [image: ], então [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]; disso concluímos que o máximo está em [image: ].




    

      [image: ]

    




    Chamamos esse problema que estamos tratando de problema primal. 




    Exemplo 4: Vejamos outro problema, o chamado problema dual. Suponhamos que queremos atribuir preços aos insumos empregados no problema anterior. Digamos que para cada unidade dos insumos 1, 2 e 3, atribuímos os preços [image: ], [image: ] e [image: ], respectivamente. Observemos que, com esses preços, o custo para produzir uma unidade do produto 1 é [image: ], pois necessitamos 1 unidade do insumo, 1 unidade do insumo 2 e 2 unidades do insumo 3. Da mesma maneira, o custo para produzir 1 unidade do produto 2 é [image: ]. Como as unidades desses produtos são vendidas, por exemplo, por R$ 3,00 e por R$ 4,00, respectivamente, e as receitas devem cobrir os custos, então [image: ] e [image: ], no mínimo. Como o total de insumos disponíveis são 27 unidades, 10 unidades e 16 unidades, então o custo total é [image: ]. Obviamente, queremos minimizar [image: ]. Portanto, temos um novo problema:




    

      [image: ]

    




    O chamado problema dual. Esse problema é levemente mais complicado, porque as restrições determinam uma região que é exterior – a região viável – ao poliedro desenhado abaixo, e cujos vértices estão indicados:




    

      [image: ]

    




    Novamente percebemos que deve existir uma solução num vértice, ou seja, a isoquanta de nível mais baixo da função objetivo [image: ] intercepta a região viável num dos vértices. Como, [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ], constatamos que a solução está no vértice [image: ].




    Dois fatos que não nos surpreendem: primeiramente, que o valor ótimo no problema primal e no problema dual é o mesmo, [image: ], ou seja, que a receita máxima é igual ao custo mínimo; em segundo lugar, observe que o preço do insumo 3 é zero. Isso ocorre porque esse insumo está disponível em maior quantidade do que aquela que foi utilizada.




    Os dois problemas acima, do ponto de vista formal, se expressam como:




    4.1 O problema dual (definição de “preços”)




    Associado ao problema acima é:




    

      [image: ]

    




    Observe que em termos matriciais:




    

      [image: ]

    




    em que [image: ] é matriz transposta da matriz [image: ]. Do ponto de vista matemático, esses dois problemas foram estudados detalhadamente na década de 1950 pelo grupo de matemáticos ligados a von Neumann (1903-1957): Harold Kuhn (1925-2014), David Gale (1921-2008), George Dantzig (1914-2005) e Albert Tucker (1905-1995).




    Num dos mais longos artigos do “Activity Analysis”16, Koopmans expressa o que entende por “Análise de Atividade”. Para Koopmans, o conceito de função de produção é limitado, pois a técnica usada na produção também envolve decisões gerenciais com o objetivo de maximizar o produto, que implicam escolhas de acordo com as diferentes disponibilidades de insumos. Além disso, na formulação das “atividades” existe a possibilidade da produção conjunta. Por isso, Koopmans prefere falar de “funções de transformações” no lugar de “função de produção”. Ademais, afirma que o modelo pode ser formulado de uma maneira dinâmica, e dirige o leitor para um artigo de Dantzig no capítulo II do livro.17




    De fato, Koopmans tem em mente a possibilidade de expressar toda a Economia através de formidáveis problemas primais e duais, não exatamente como no nosso exemplo, mas de uma maneira um pouco mais complexa envolvendo programação vetorial, como veremos mais adiante. Koopmans deixa isso claro no prefácio do livro:




    As contribuições para este livro estão voltadas, direta ou indiretamente, aos vários aspectos de um problema fundamental da economia normativa: a melhor alocação de meios limitados para finalidades desejadas. O lugar central deste problema central no pensamento econômico expõe o que, caso contrário, pode parecer surpreendente: que os estudos aqui reunidos exibem conexões e afinidades entre linhas de pensamento e experiências desenvolvidas em aparente independência por diversos grupos de economistas, matemáticos e administradores.18




    Como precursores dessa série de trabalhos, Koopmans enumera primeiramente os esforços feitos na década de 1930, em Viena, para formular de maneira coerente o sistema de Equilíbrio Geral Walrasiano, que culminaram com uma prova matemática da existência de equilíbrio feita pelo matemático Abraham Wald19 (1902-1950). Koopmans destaca que nessa etapa surge o conceito de bens escassos e de bens livres que aparecem no exemplo acima. Esses conceitos são necessários para não obter preços negativos como soluções do sistema. Depois, Koopmans destaca o artigo de von Neumann20, de 1937, que incorporou num modelo dinâmico único as atividades que permanecem e aquelas que são interrompidas. Nesse ponto, Koopmans lembra que, tanto nas formulações de Wald quanto nas de von Neumann, em mercados competitivos, os lucros se anulam. Um resultado que obtemos no nosso exemplo. Novamente, essa formulação se vincula à necessidade de obter preços maiores ou iguais a zero como soluções.




    Como segunda fonte dos trabalhos expostos no livro, Koopmans destaca a função objetivo, introduzida por Dantzig, e os conceitos de ótimo, introduzidos por Pareto, que vinculam a Teoria do Bem-Estar. Nesse momento, Koopmans lembra as discussões sobre o “Cálculo Socialista”, ou seja, sobre as possibilidades de os preços-sombra servirem como índices de informação, alocação e distribuição de bens e de como os preços são usados numa economia capitalista.




    A terceira fonte citada por Koopmans é Leontief, com a formulação das equações que expressam as atividades interindustriais. Koopmans está se referindo à possibilidade de obter empiricamente os dados dessas relações, como Leontief havia feito para economia americana21. Essa possibilidade é essencial para que os modelos reunidos no livro tenham emprego efetivo.




    Finalmente, Koopmans faz referência aos trabalhos conduzidos pelo grupo – que incluía George Dantzig – sob a direção de um militar, Marshall Wood, em relação ao planejamento das atividades militares:




    O trabalho mais abragente desta categoria foram o desenvolvimento de modelos de programação por George Dantzig [...] vários modelos deste grupo estão neste livro. [..,] Os modelos deste grupo foram desenvolvidos para tratar como os aspectos dinâmicos do planejamento das atividades interdependentes de grandes organizações e com a melhor combinação de atividades com a finalidade de obter um objetivo estabelecido. 22




    4.2 O problema primal (a Análise de Atividade)




    

      [image: ]

    




    na forma matricial representaremos o problema acima como:




    

      [image: ]

    




    em que [image: ],[image: ] e [image: ];




    4.3 Tjalling Charles Koopmans




    Tjalling Charles Koopmans (1910-1985) terminou seu Ph.D. em Leiden (Holanda), em 1935, sob a supervisão de Hans Kramers (físico teórico) e Jan Tinbergen (1903-1994) (estatístico). A tese de Koopmans, intitulada “Linear Regression Analysis of Economic Time Series”, foi publicada em 1936 e foi parcialmente concluída em Oslo, enquanto estudava com o econometrista Ragnar Anton Kittil Frisch23 (1895-1973). Ainda na Holanda, Koopmans foi atraído pelo marxismo, o que o aproximou de Tinbergen.




    Tinbergen e Frisch dividiram o primeiro Prêmio Nobel de Economia, em 1969. Tinbergen era físico de formação, mas destacou-se igualmente como econometrista. Frisch foi o criador da expressão “Econometria” num artigo publicado em 1926.




    De 1938 a 1940, Koopmans substituiu Tinbergen, em Genebra, no projeto de pesquisa em ciclos econômicos para a Liga das Nações. Em 1939, Koopmans publicou o livro “Tanker Freight Rates and Tankship Building: An Analysis of Cyclical Fluctuations”, onde analisa a demanda mundial por fretamento de navios petroleiros. Esse trabalho motivou outro, feito para os Aliados em 1942, intitulado: “Exchange Ratios between Cargoes on Various Routes (Non-Refrigerated Dry Cargoes)”, sobre navegação mercante durante a 2ª Guerra e contribuiu para a sua premiação com o Nobel24:




    O melhor exemplo do uso da otimização em operações navais durante a Segunda Guerra Mundial foi o trabalho de Tjalling J. Koopmans, vencedor do Prêmio Nobel de Ciências Econômicas de 1975. Enquanto servia como estatístico no Combined Shipping Adjustment Board em Washington, ele foi convidado a estudar a rota ideal de navios aliados vazios. Para resolver esse problema, ele aplicou uma forma inicial de programação linear. Sua solução enfatizou a importância dos preços sombra e propôs uma recomendação numérica sobre o que transportar e para onde.25




    Na monografia n. 13 da Fundação Cowles, que constitui os Proceedings da Conferência Número Zero, um dos trabalhos apresentados por Koopmans é o artigo “A Model de Transportation”.




    Em 1944, Koopmans foi para os EUA fugindo – como tantos – do nazismo e ingressou na Comissão Cowles a convite de Jacob Marschak (1898-1977). Em 1948, foi nomeado diretor de pesquisa da Fundação Cowles; vice-presidente da Econometric Society, em 1949, e presidente em 1950. Enquanto a Fundação Cowles esteve alocada na Universidade de Chicago, Koopmans também estava, mas, em 1955, mudou-se para a Universidade de Yale acompanhando a Comissão Cowles.




    Em 1947, Koopmans publicou o artigo “Measurement Without Theory”, que é uma crítica à metodologia adotada pelos institucionalistas Wesley C. Mitchell (1875-1948) e Arthur F. Burns (1904-1987) na análise de ciclos econômicos. O artigo causou uma acirrada polêmica entre institucionalistas e neoclássicos. Em 1957, Koopmans publicou o livro “Three Essays on State of Economic Science”, que novamente causou reações.




    Quatro trabalhos de Koopmans são considerados contribuições importantes para a Econometria: o artigo “Identification Problems in Economic Model Construction”, publicado na Econometrica em 1949 e que também aparece na monografia n. 14 de 1953 da Fundação Cowles; “When is an Equation System Complete for Statistical Purposes?” e “Measuring the Equation System of Dynamic Economics”, que se encontram na monografia n. 10 (1950) da Fundação Cowles; e “The Estimation of Simultaneous Linear Economc Relatioships”, que se destaca na monografia n. 14 (1953)26. Carl Christ considera Koopmans um dos responsáveis pela chamada “Revolução Econométrica” ocorrida no seio da Fundação Cowles27.




    Koopmans compartilhou o Prêmio Nobel com Kantorovich por sua pesquisa sobre a alocação ótima de recursos em 1975.




    Uma informação que não é usual que os economistas saibam: a carreira de Koopmans começou, em 1934, com um resultado célebre em Química Quântica conhecido como “Teorema de Koopmans”28.




    5. Problema 2: o Problema da Dieta




    O Problema da Dieta foi formulado por George Stigler (1911-1991) no artigo “The Cost of Subsistence”29 de 1945. Stigler recebeu o Nobel em 1982. Conforme nota da página 9 do livro “Linear Programming and Economic Analysis” (1958), de Robert Dorfman, Paul Samuelson e Robert Solow, o Problema da Dieta já havia sido tratado, em 1941, por um eminente bioestatístico chamado Jerome Cornfield (1912-1979) num trabalho não publicado30. A solução, via Programação Linear, foi obtida por George Dantzig e um colaborador em 1947, mas também não foi publicada:




    A primeira aplicação em grande escala do método simplex foi a determinação de uma dieta adequada pelo menor custo. No outono de 1947, J. Laderman do Projeto de Tabelas Matemáticas da Agência Nacional de Padrões (National Bureau of Standarts) supervisionou a solução de nove equações em setenta e sete variáveis não-negativas. Utilizando calculadoras de mesa, seriam necessários 120 homens por dia. [...] O problema resolvido foi aquele estudado anteriormente por G. Stigler que conjeturou uma solução apenas 24 centavos maior que o custo mínimo verdadeiro de $39,69 para um ano.31




    Exemplo 5: Digamos que um jardineiro tem à disposição duas marcas de adubo, digamos A e B. Ambas as marcas possuem os nutrientes I, II e III necessários para a conservação da fertilidade do solo. As informações sobre A e B estão na tabela abaixo:




    

      

        



        



        



        

      



      

        

          	

            Nutrientes


          



          	

            Adubo A


          



          	

            Adubo B


          



          	

            Quantidades necessárias mínimas de nutrientes para cada 1 m2 de superfície de solo


          

        




        

          	

            I


          



          	

            2 g/kg


          



          	

            1 g/kg


          



          	

            3 g/m2


          

        




        

          	

            II


          



          	

            1 g/kg


          



          	

            3 g/kg


          



          	

            2 g/m2


          

        




        

          	

            III


          



          	

            5 g/kg


          



          	

            1 g/kg


          



          	

            5 g/m2


          

        




        

          	

            Custo/kg


          



          	

            R$ 6,00


          



          	

            R$ 4,00


          



          	

        


      

    




    Cada 1 metro quadrado de solo necessita de quantidades mínimas de nutrientes que estão na quarta coluna da tabela acima; o custo por quilo de cada marca de adubo está na última linha. O problema do agricultor é combinar os dois adubos de maneira a satisfazer as necessidades do solo ao menor custo possível. Se [image: ] e [image: ] representam os números de quilos dos adubos A e B, respectivamente, então, matematicamente, o problema pode ser formulado como:




    

      [image: ]

    




    Abaixo em cinza está a região das combinações viáveis e os respectivos vértices.




    

      [image: ]

    




    Como existe pelo menos uma solução em algum vértice, comutando o valor do custo, [image: ], nesses vértices encontramos uma solução. No caso, a solução está em [image: ], em que o custo é o menor possível [image: ]. Observe o gráfico abaixo, em que a isoquanta [image: ] está desenhada:




    

      [image: ]

    




    Observe que se a função custo é [image: ], o menor custo está ao longo do segmento de reta que une os vértices [image: ] e [image: ], em que o custo mínimo é [image: ]. Observe o desenho abaixo:




    

      [image: ]

    




    Podemos descobrir em quais vértices estão as soluções analisando as declividades dos segmentos de reta que delimitam a região viável e a declividade da função-objetivo que estamos minimizando (ou maximizando). As declividades das retas [image: ], [image: ] e [image: ] são [image: ], [image: ] e [image: ], respectivamente. A reta de custo [image: ] tem declividade igual a [image: ], portanto, não é difícil ver que a solução estará entre a reta [image: ] e [image: ] já que [image: ], ou seja, no vértice [image: ]. No caso em que o custo é [image: ], a declividade das retas de custo é [image: ] e, portanto, a reta de custo mínimo é a reta [image: ].




    A formulação geral do Problema da Dieta é:




    

      [image: ]

    




    em que [image: ] são os preços de cada unidade das rações [image: ], respectivamente; [image: ] são os números de unidades mínimas dos nutrientes[image: ]; [image: ] é o número de unidades do nutriente [image: ] presente em uma unidade da ração [image: ]; [image: ] são as unidades das rações [image: ] a serem determinadas.




    Observe que o Problema da Dieta é da forma




    

      [image: ]

    




    ou seja, de um problema dual.




    Exercício 1 




    I. Determine os vértices do polígono




    

      [image: ]

    




    Resposta: [image: ], [image: ], [image: ]e [image: ].




    II. Resolva graficamente o problema:




    

      [image: ]

    




    Observando que as declividades das retas que delimitam a região viável são [image: ], conclua que a solução ótima está no vértice [image: ].




    Resposta: [image: ].




    III. Escreva o problema primal associado ao problema acima. Encontre os vértices do poliedro que determinam a região viável.




    

      [image: ]

    




    Resposta:




    

      [image: ]

    




    Observe que o valor máximo no problema primal é igual ao valor mínimo no problema dual.




    Exercício 2




    Como sabemos, as soluções dos problemas de maximização da utilidade, quando os bens são substitutos perfeitos, é uma “solução de canto”, ou seja, encontra-se num dos vértices do triângulo determinado pela restrição orçamentária. Na verdade, este é o problema mais simples entre os que estamos tratando. Resolva graficamente o problema:




    

      [image: ]

    




    Resposta:




    

      [image: ]

    




    Exercício 3




    Considere o problema:




    

      [image: ]

    




    sujeito à restrição




    

      [image: ],

    




    

      [image: ]

    




    

      [image: ], [image: ].

    




    [image: ]. Sabendo que existe uma solução desse problema no ponto [image: ], determine se i) [image: ]; ii) [image: ]; iii) [image: ]. Justifique sua resposta.




    Exercício 4




    Considerando graficamente o problema:




    

      [image: ]

    




    sabendo que [image: ], em qual vértice está a solução? Justifique a resposta através de um gráfico.




    É óbvio que teremos de obter um processo mais eficaz para resolver esses problemas. Este método chama-se Método Simplex e foi uma criação do matemático George Dantzig.




    Exercício 5




    Três tipos de ração para cães, A, B e C, disponíveis no mercado, possuem os nutrientes I e II. As informações sobre A, B e C estão na tabela abaixo. Em relação à ração A, o gasto mensal de uma unidade de ração é R$ 35,00; em relação à ração B, o gasto mensal de uma unidade é R$ 24,00; e em relação à ração C, o gasto mensal de uma unidade é R$ 28,00. Formule o Problema da Dieta e determine o problema dual. Não é preciso resolver o problema.




    

      

        



        



        



        



        

      



      

        

          	

            Nutrientes


          



          	

            Alimento A


          



          	

            Alimento B


          



          	

            Alimento C


          



          	

            Quantidades mensais


          

        




        

          	

            I


          



          	

            25


          



          	

            20


          



          	

            32


          



          	

            20 unidades


          

        




        

          	

            II


          



          	

            20


          



          	

            30


          



          	

            18


          



          	

            24 unidades


          

        




        

          	

            Custo


          



          	

            R$ 35,00


          



          	

            R$ 24,00


          



          	

            R$ 28,00


          



          	

        


      

    




    Exercício 6




    Uma empresa química dispõe de 30 ton de nitrato e 80 ton de fosfato para produzir três tipos diferentes de fertilizantes. Na tabela abaixo estão os dados de uso e receita para cada um dos fertilizantes:




    

      

        



        



        



        

      



      

        

          	

            tipo de fertilizante


          



          	

            nitrato


          



          	

            fosfato


          



          	

            Receita


          

        




        

          	

            I


          



          	

            2 ton/1000 sacos


          



          	

            4 ton/1000 sacos


          



          	

            R$ 30 /1000 sacos


          

        




        

          	

            II


          



          	

            3 ton/1000 sacos


          



          	

            4 ton/1000 sacos


          



          	

            R$ 60 /1000 sacos


          

        




        

          	

            III


          



          	

            2 ton/1000 sacos


          



          	

            2 ton/1000 sacos


          



          	

            R$ 50 /1000 sacos


          

        


      

    




    Formule o problema de maximização da receita. Não é preciso resolver o problema.




    Exercício 7




    Uma firma produz dois bens nas quantidades [image: ] ton e [image: ] ton que são vendidos por R$ 4,00 e R$ 3,00 por tonelada, respectivamente. Na produção, são empregados três equipamentos diferentes. Para produzir 1 ton do bem 1 são necessárias 3 horas de uso do equipamento 1, 3 horas de uso do equipamento 2 e 4 horas de uso do equipamento 3. Para produzir 1 ton do bem 2 são necessárias 4 horas de uso do equipamento 1, 3 horas de uso do equipamento 2 e 2 horas de uso do equipamento 3. As disponibilidades diárias desses equipamentos são de 12 horas do equipamento 1, 10 horas do equipamento 2 e 8 horas do equipamento 3. 




    Formule o problema da maximização da receita da firma acima. Não é preciso resolver o problema.




    Uma segunda firma quer alugar os equipamentos da primeira firma. Os aluguéis por hora dos respectivos equipamentos serão [image: ], [image: ] e [image: ]. Formule o problema de minimização de custos da segunda firma. Não é preciso resolver o problema.




    6. Problema 3: o Problema de Transporte




    Este problema foi, pela primeira vez, formulado pelo matemático Frank Lauren Hitchcock (1895-1957) no artigo “The Distribution of a Product from Several Sources to Numerous Localities”32, publicado em 1941.




    O artigo de Hitchcock não utiliza nenhum resultado esotérico, ao contrário, a matemática empregada não ultrapassa a aritmética elementar. Sem dúvida, não foi o requinte que justificou a reputação do artigo. A fama justifica-se por ter sido o primeiro trabalho a formular matematicamente um problema na área de transportes, tema muito sensível durante períodos de guerra, e por propor um dispositivo simples, viável e criativo para achar uma solução que antecipa o chamado “Método Simplex”.




    Exemplo 6: Digamos que uma firma tem dois depósitos a partir dos quais faz entregas para três lojas. Os gastos de transporte por unidade transportada de cada ponto de entrega para cada uma das lojas estão na tabela abaixo: [image: ] é o custo de transportar uma unidade do depósito [image: ] para a loja [image: ]; a última coluna indica quantas unidades estão disponíveis: no depósito um estão disponíveis 70 unidades e no depósito dois, 120 unidades; a última linha indica as solicitações: a loja 1 solicita 50 unidades, a loja dois, 60 unidades e a loja três, 80 unidades:
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    Se [image: ] é o número de unidades transportadas do depósito [image: ] para a loja [image: ], então o problema de minimização do custo de transporte é:




    

      [image: ]

    




    Observe que, em relação às restrições, temos cinco equações. Uma das equações pode ser eliminada. Se somamos as três primeiras equações, temos o total de unidades demandadas. Se somamos as duas últimas equações, temos o total de unidades disponíveis, então




    

      [image: ]

    




    Portanto, uma das linhas pode ser eliminada, pois é uma combinação linear das demais. Se escrevemos o sistema na forma matricial, temos:




    

      [image: ]

    




    Por linha-redução obtemos:




    

      [image: ]

    




    

      [image: ]

    




    Facilmente verificamos que as linhas que restam são linearmente independentes. O posto da matriz é 4. Logo, temos quatro variáveis dependentes, no caso [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e duas independentes [image: ] e [image: ]. O conjunto de soluções do sistema acima é um espaço afim de dimensão dois do [image: ] :




    

      [image: ]

    




    Obviamente,




    

      [image: ]

    




    O que implica que




    

      [image: ]

    




    Se expressamos a função custo através das variáveis [image: ] e [image: ], obtemos [image: ] pois




    [image: ].




    Se aumentamos [image: ] e [image: ] diminuímos o custo, então, o problema se reduz a




    

      [image: ]

    




    Veja o gráfico abaixo. Em cinza está a região determinada pelas restrições; a isoquanta mais alta de [image: ] é quando [image: ] e passa pelo ponto [image: ]




    

      [image: ]

    




    Como [image: ] e [image: ], resulta em [image: ], [image: ], [image: ] [image: ] e custo mínimo de [image: ]. Portanto, 50 unidades são levadas do depósito um para a loja um e a demanda da loja um está satisfeita; na loja dois são entregues 60 unidades a partir do depósito dois, as 20 unidades restantes no depósito um e as 60 unidades restantes no depósito dois são entregues na loja três.




    Exercício 8




    Suponhamos que temos dois depósitos e duas lojas. No primeiro depósito temos [image: ]; no segundo depósito temos [image: ]. Em relação às demandas: a primeira loja solicita [image: ] e a segunda loja solicita [image: ]. Verifique a matriz desse problema e a correspondente linha-redução abaixo:




    

      [image: ].

    




    O posto da matriz é 3, que resultam em três variáveis dependentes e uma independente. A solução desse problema é uma reta no [image: ] que passa pelo ponto [image: ] na direção do vetor [image: ]:




    

      [image: ]

    




    Se [image: ] e [image: ] então [image: ], qual é o menor valor possível para [image: ]? Qual é o custo mínimo? Determine os valores [image: ], [image: ] e [image: ].




    Exercício 9




    Verifique por linha-redução




    

      [image: ]

    




    A estrutura acima é fixa para todos os problemas desse tipo. Digamos que temos [image: ] depósitos e [image: ] lojas, então as restrições são:




    

      [image: ]

    




    a matriz do problema é




    

      .[image: ]

    




    A condição de compatibilidade é [image: ], obviamente. Observe que são [image: ] equações com [image: ] variáveis, que o posto da matriz é [image: ], portanto, são [image: ] variáveis dependentes e [image: ] variáveis independentes.




    6.1 A solução de Hitchcock 




    Vejamos como Hitchcock resolveu os problemas de transporte em seu artigo. Usando a notação do Hitchcock, retornamos ao primeiro exemplo acima, dispondo as equações da maneira abaixo:




    

      [image: ]

    




    Se escolhermos [image: ] e [image: ], observando a tabela acima, resulta [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]:




    

      [image: ]

    




    Encontramos a solução [image: ], [image: ], [image: ],[image: ], [image: ]e [image: ]. São quatro equações independentes e seis variáveis, portanto, o sistema sempre resulta em duas variáveis independentes e quatro dependentes. Elegemos [image: ] e [image: ] como variáveis independentes. Se expressarmos as restrições através das variáveis independentes escolhidas resulta:




    

      [image: ]

    




    A função de custo resulta em




    

      [image: ]

    




    O custo está expresso em termos das variáveis independentes [image: ] e [image: ]. Observe que podemos diminuir o custo aumentando [image: ]. Então, usando a equação [image: ], fazemos [image: ], ou seja, [image: ] passa a ser variável dependente e [image: ] variável dependente. As equações acima se expressam como:




    

      [image: ]

    




    A função de custo torna-se [image: ]. O valor mínimo para o custo é 420, quando [image: ]. Os valores das outras variáveis resultam [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ].




    Exemplo 7: Estudemos o exemplo com o qual Hitchcock33 ilustra o dispositivo que criou para a resolução dos problemas de transporte. Suponhamos que temos três pontos de distribuição e quatro pontos de recebimento, conforme a tabela abaixo:
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    Digamos que os custos sejam




    

      [image: ]

    




    As restrições são dadas por sete equações além das restrições [image: ], já que todas as variáveis são não negativas.




    Qualquer uma das equações é combinação linear das demais, pois a soma das equações [image: ], [image: ] e [image: ] que representa o total disponível é igual a soma das equações [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ] que é o total demandado. Portanto, das sete equações, seis são linearmente independentes; como são 12 incógnitas, temos 6 variáveis dependentes e 6 variáveis independentes.




    Se elegermos [image: ], [image: ] e [image: ], então [image: ]. Se fizermos [image: ], [image: ] e [image: ], então [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ].




    

      [image: ]

    




    As variáveis independentes escolhidas são [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]. Se fizermos as variáveis independentes iguais a zero, o último quadro acima determina o valor das variáveis dependentes. Em termos das variáveis independentes, as demais variáveis se expressam como:
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    Para obter as equações acima utilizamos o primeiro quadro acima. O custo expresso nas variáveis independentes é:




    

      [image: ]

    




    ou, ainda




    

      [image: ].

    




    Se aumentarmos o valor de [image: ], o valor de [image: ] diminui, então, na próxima etapa, vamos substituir [image: ] por outras variáveis, ou seja, passando de independente para dependente. No caso, vamos substituir a variável [image: ] por [image: ] usando a equação [image: ], ou seja, [image: ] passa a ser uma variável dependente e [image: ] uma variável independente. O novo sistema é:




    

      [image: ]

    




    As variáveis independentes são [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], e [image: ]. A função de custo nestas variáveis resulta:




    

      [image: ].

    




    Então, um resultado possível é [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], e [image: ]. Nesse caso, o custo é [image: ].




    Podemos aumentar [image: ]. Troquemos a variável independente [image: ] pela variável dependente [image: ] usando a equação [image: ]. A nova variável independente é [image: ], e [image: ] torna-se dependente. O sistema que resulta é:




    

      [image: ]

    




    As variáveis independentes são [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]. A função de custo nessas variáveis resulta:




    

      [image: ].

    




    Então, um resultado possível é [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]. Nesse caso, o custo é [image: ].




    Finalmente, vamos trocar a variável [image: ] pela variável [image: ]:




    

      [image: ]

    




    As variáveis independentes são [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]. A função de custo nessas variáveis se expressa como:




    

      [image: ].

    




    Claramente, resulta que o menor valor para o custo é [image: ], obtido quando [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]. Portanto, obtivemos uma solução: os valores das variáveis dependentes são [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ].




    Duas ideias fundamentam o método de Hitchcock. A primeira é que em cada etapa, entre as 12 variáveis, são escolhidas 6 variáveis para serem variáveis independentes e as restantes são dependentes das 6 escolhidas. A seguir, as variáveis dependentes e a função objetivo são expressas através das variáveis independentes. No caso, a função objetivo é a função custo.




    A segunda ideia é que as alterações dos conjuntos das variáveis independentes em cada etapa têm por objetivo reduzir o número de variáveis com coeficientes negativos na expressão da função objetivo.




    Se através dos dois procedimentos acima obtemos uma expressão da função de custo através de variáveis independentes apenas com coeficientes não negativos, então estamos num ponto de mínimo da função de custo, pois se aumentarmos o valor de alguma das variáveis, obviamente o custo aumenta.




    Os três parágrafos anteriores resumem o que é o método simplex e, por essa razão, muito justamente, George Dantzig34, considerado o pai do método simplex, e Tjalling Koopmans35 fazem referências ao artigo de Hitchcock.




    A ausência da variável independente [image: ] na expressão final da função de custo sugere que a solução obtida acima não é única. Se examinamos as soluções:




    

      [image: ]

    




    Observamos que [image: ] pode variar de maneira que [image: ]. Se [image: ] varia, as variáveis [image: ], [image: ] e [image: ] também variam:




    

      [image: ]

    




    Entretanto, o custo não se altera e permanece [image: ], pois as variáveis [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ] não estão na expressão [image: ] do custo! Portanto, acabamos de descobrir uma aresta do poliedro determinado pelas restrições do problema que satisfaz o problema da minimização do custo! Observe que esse poliedro está no [image: ]! Pode parecer um pouco exagerado, mas por uma única vez, vale a pena expressar essa aresta:




    

      [image: ]

    




    Exercício 10




    A aresta acima está sobre uma reta do [image: ]. Indique um vetor que esteja na direção dessa reta. Determine um hiperplano paralelo ao hiperplano [image: ]




    tal que o poliedro determinado pelas restrições esteja inteiramente num dos lados do plano.




    O processo elaborado por Hitchcock implica que, no sistema de [image: ] equações linearmente independentes, que expressa a restrição (existem ainda as inequações [image: ]), realizemos certo número de linhas-reduções nas quais expressamos [image: ]variáveis dependentes através de [image: ] variáveis independentes. No método simplex também temos que empregar esse procedimento. Então, vejamos primeiramente como podemos alterar o conjunto de variáveis dependentes e independentes.




    Observe que o custo está expresso em termos das variáveis independentes[image: ], [image: ].




    Exercício 11




    Suponhamos que temos três pontos de distribuição e três pontos de recebimento conforme a tabela abaixo:




    

      [image: ]

    




    Vamos determinar duas variáveis independentes: na terceira linha, escolhemos as variáveis [image: ] e [image: ] como independentes e [image: ]como dependente:




    

      [image: ]

    




    Na segunda linha, escolhemos [image: ] e [image: ] como independentes e [image: ]como dependente:




    

      [image: ][image: ][image: ]

    




    As variáveis independentes são [image: ],[image: ], [image: ] e [image: ], e as demais [image: ],[image: ], [image: ], [image: ] e [image: ]. São seis equações e nove variáveis, qualquer uma das equações é soma das demais e quaisquer cinco equações são linearmente independentes. O sistema que expressa as restrições de igualdades do problema:
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    É fácil perceber que




    

      [image: ],

    




    o total distribuído é igual ao total recebido. Se retirarmos uma das equações, as demais são linearmente independentes. Logo, o posto da matriz é 5, então podemos expressar cinco das variáveis em função das quatro restantes. Por exemplo, acima escolhemos expressar [image: ],[image: ], [image: ], [image: ] e [image: ] através de [image: ],[image: ], [image: ] e [image: ] o que resulta em:
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    Se os custos de transporte são




    

      [image: ]

    




    determine a distribuição que implica o menor custo. Observe que o depósito dois só pode fazer entregas para loja dois, e que para o depósito três é inviável fazer entregas na loja um.




    Exercício 12




    A planta 1 produz 15 toneladas e a planta 2, 8 toneladas por semana. O ponto 1 recebe 5 toneladas e o ponto 2 recebe 18 toneladas. Os custos de transporte em reais por toneladas estão na tabela abaixo:
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    Se supomos que [image: ], determine como deve ser a distribuição de maneira a minimizar o custo de transporte. Vamos notar o produzido na firma i e transportado para o ponto j por [image: ].




    7. O problema C1 de Leonid Kantorovich




    Exemplo 8: Digamos que temos três maneiras de programar uma máquina. Em cada uma das maneiras podemos fabricar certo número de peças do tipo A e do tipo B. No programa 1, podemos fabricar 10 peças do tipo A e 4 peças do tipo B; no programa 2, fabricamos 4 peças do tipo A e 6 peças do tipo B; no programa 3, fabricamos 5 peças do tipo A e 3 peças do tipo B. Isso durante o período unitário de trabalho H=1 (hora, dias, mês, etc.). Veja a matriz abaixo:
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    Seja [image: ], [image: ], [image: ] a representação da fração do tempo [image: ] reservada a cada uma das técnicas, respectivamente. Consideremos a matriz:




    

      [image: ],

    




    Então




    

      [image: ]

    




    em que [image: ] é o número de peças fabricadas do tipo A, e [image: ]de peças fabricadas do tipo B, respectivamente.




    Essas peças são articuladas num conjunto maior, por exemplo, numa máquina que necessita de uma peça de cada tipo. Portanto, o problema é encerrar o período de trabalho com o número máximo de conjuntos [image: ] e com um mínimo de peças do tipo A ou B em excesso. Os objetivos são dois:




    i. igualar [image: ] e




    ii. maximizar [image: ]




    Para satisfazer o primeiro objetivo, observemos que:




    

      [image: ]

    




    Portanto, estamos buscando a reta que está na intersecção destes planos, resultando:




    

      [image: ]

    




    Como [image: ], então [image: ]. Variando o parâmetro [image: ], obtemos as distribuições de tempo entre os processos que geram o mesmo número [image: ] de peças do tipo A e do tipo B.




    Para satisfazer o segundo objetivo, observamos que




    

      [image: ]

    




    Como queremos maximizar [image: ], então [image: ], resultando em [image: ] conjuntos. Fabricaremos ao longo do período [image: ] tanto de peças do tipo A quanto do tipo B. Obviamente, essa solução não sendo um valor inteiro é aceitável em algumas situações e em outras não. Para corrigir esse defeito, temos que melhorar nosso método, mas, por enquanto, deixemos assim. Em relação às frações de tempo dedicadas a cada um dos processos, temos [image: ], [image: ] e [image: ].




    Vamos ver outra solução para o mesmo problema. Se empregarmos apenas o processo 1, ao longo da jornada de trabalho fabricamos 10 peças do tipo A e 4 peças do tipo B, da mesma maneira, em relação aos outros processos conforme a tabela acima. O gráfico abaixo representa o triângulo que contêm todas as possibilidades de fabricação de peças do tipo A e do tipo B através das combinações dos processos:




    

      [image: ]

    




    Mais à frente, caracterizaremos esse triângulo como o conjunto das combinações convexas dos vértices [image: ], [image: ] e[image: ]. Observando no gráfico, facilmente notamos que os conjuntos possíveis com igual número de peças do tipo A e do tipo B se situam no segmento de reta entre os pontos [image: ] e [image: ], ou seja, na intersecção da reta [image: ] com o triângulo. Claramente, a solução está em [image: ] na intersecção das retas [image: ] e [image: ] que unem os pontos [image: ] e [image: ]. Portanto, estamos utilizando os processos 1 e 2, cujos extremos são [image: ] e [image: ]; o processo 3 não é utilizado, então [image: ]. A solução [image: ] e [image: ]está entre [image: ] e [image: ], ou seja, [image: ], que resulta [image: ] e [image: ].




    Mais uma observação importante: a solução está na intersecção das retas [image: ] e [image: ]. Na reta [image: ] se deixamos de fabricar três peças do tipo A, em compensação, fabricamos apenas uma peça do tipo B num mesmo período de tempo, digamos [image: ]. Para igualar os números de peças dos dois tipos, devemos dedicar [image: ] e [image: ].




    A declividade da reta [image: ] é [image: ], nós tomamos a fração [image: ] como a razão entre as frações de tempo [image: ]. Kantorovich chamou estes números [image: ] e [image: ] de multiplicadores e sua versão da Programação Linear de “Método dos Multiplicadores”.




    Exercício 13




    Digamos que os conjuntos devam ser formados por duas peças do tipo A e uma peça do tipo B: [image: ]. Descubra o número máximo de conjuntos produzidos no período de trabalho e como o tempo é distribuído entre os processos. Resposta: são produzidos [image: ] conjuntos, [image: ] e [image: ].




    Vamos apresentar ainda outra solução para o mesmo problema. Já que [image: ] é o número de peças do tipo A fabricadas e, da mesma forma, [image: ] é o número de peças do tipo B, observe que [image: ] é o número de conjuntos [image: ] fabricados. O nosso problema é escolher [image: ] de maneira a maximizar o número de conjuntos [image: ].




    Observe que [image: ] e [image: ], portanto, [image: ] e [image: ]. Substituindo [image: ] obtemos [image: ] e [image: ]. Por outro lado, [image: ]. Queremos maximizar [image: ], que é o mesmo que minimizar [image: ]. Portanto, nosso problema é:




    

      [image: ]

    




    Abaixo, a região viável está destacada junto com os correspondentes vértices: [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ].




    

      [image: ]

    




    O mínimo de [image: ] está no vértice [image: ], em que [image: ], [image: ] e [image: ] e, portanto, [image: ], ou seja, o número máximo possível de conjuntos produzidos num período de trabalho é [image: ]. Para isso, devemos empregar [image: ], [image: ] e [image: ], ou seja, 25% do período de tempo a máquina utiliza o programa 1 e 75% do período, o programa 2. Ao longo do período de trabalho, fabricaremos [image: ] tanto de peças do tipo A quanto do tipo B.




    Essa última solução do problema C1 é importante para as soluções dos problemas que veremos a seguir.




    Vejamos como o Kantorovich se refere aos problemas dos quais C1 é um exemplo:




    quando a produção visa certo número de conjuntos que não estejam necessariamente completos, os componentes que faltam talvez tenham que serem comprados a um preço mais alto ou, se alternativamente, certos componentes sejam produzidos em excesso talvez tenham que ser vendidos a um preço mais baixo. Em tais casos a quantidade real de conjuntos completos é muito importante para a determinação dos custos de produção. (“Mathematical Methods of Production, Planning and Organization”, 1939, p. 230)36




    No ensaio, Kantorovich diz que o problema que o motivou foi apresentado ao Instituto de Matemática e Mecânica da Universidade de Leningrado (S. Petersburgo) pelo Laboratório de Madeira Compensada. Segundo Roy Gardner, no artigo “L. V. Kantorovich: The Price Implications of Optimal Planning”37, o problema se relacionava ao uso de tornos para retirar as cascas de troncos de diferentes tipos de árvores. Pois bem, a análise da questão revelou um conjunto de problemas referentes à organização produtiva que conduzem ao mesmo problema matemático:




    estas questões se relacionam à distribuição ótima do emprego de máquinas-ferramentas e dispositivos, redução máxima do desperdício, melhor utilização do material bruto e dos materiais disponíveis no local, combustível, transporte, etc. Estes problemas não são adequados de maneira imediata para a análise matemática; ou melhor, parecem superficialmente apropriados e mesmo revelam-se simples, mas o método de solução é absolutamente impraticável dado que envolvem a solução de dezenas de milhares de equações ou mesmo milhões de sistemas de equações. Nós tivemos sucesso em encontrar um método relativamente simples para resolver este grupo de problemas que é aplicável a todos os problemas mencionados acima e que é suficientemente direto e efetivo para a sua aplicação às condições práticas.” (“Mathematical Methods of Production, Planning and Organization”, 1939, p. 226)38




    O método ao qual Kantorovich se refere é chamado “método dos multiplicadores” e é essencialmente a descoberta da “Programação Linear”.




    O chamado problema A de Kantorovich é o seguinte: suponhamos que temos [image: ] máquinas que podem produzir [image: ] componentes diferentes. Uma máquina do tipo [image: ] pode produzir [image: ] componentes do tipo [image: ] por período de funcionamento [image: ]. O problema é determinar o número de peças de cada tipo a ser produzida por máquina, de forma a maximizar o número de produtos acabados. Digamos que [image: ] é fração do tempo de funcionamento [image: ] reservado pela máquina [image: ] para produzir componentes do tipo [image: ], então [image: ], portanto, o número de componentes do tipo [image: ] é [image: ]no período [image: ]. Assim sendo, se necessitamos em cada conjunto de componentes um componente de cada tipo, então o problema é:




    

      [image: ]

    




    O problema C que Kantorovich apresentou é o seguinte: suponhamos que temos [image: ] máquinas que produzem [image: ] componentes diferentes. Digamos que temos [image: ] programações diferentes para cada máquina. Uma máquina do tipo [image: ] pode produzir [image: ] componentes do tipo [image: ] se utilizar a programação, ou técnica, [image: ] por período de funcionamento [image: ]. Se [image: ] é fração do tempo de funcionamento [image: ] reservado pela máquina [image: ] através da técnica [image: ], então [image: ]. Desse modo, o número de componentes do tipo [image: ] é [image: ]no período [image: ]. Portanto, se necessitamos em cada conjunto de componentes de um componente de cada tipo, então o problema é:
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    O problema que tratamos acima é o chamado problema C1, quando temos uma máquina e podemos fracionar o período de trabalho [image: ] entre as diferentes técnicas [image: ]. Nesse caso, [image: ] o número de componentes do tipo [image: ], em que [image: ] é o número de componentes [image: ] que a máquina pode produzir usando a técnica [image: ] no período [image: ]. Novamente, o problema é:
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    Exercício 14




    Digamos que temos três maneiras de programar uma máquina. Em cada uma das maneiras, podemos fabricar certo número de peças do tipo A e do tipo B. No programa 1, podemos fabricar 3 peças do tipo A e 1 peça do tipo B; no programa 2, fabricamos 1 peça do tipo A e 2 peças do tipo B; no programa 3, fabricamos 1 peça do tipo A e 3 peças do tipo B. Isso durante o período unitário de trabalho H=1:




    

      [image: ]

    




    Formule o problema para a maximização dos conjuntos [image: ] e determine o número de conjuntos produzidos:




    

      [image: ]

    




    Use o gráfico abaixo:




    

      [image: ]

    




    Exemplo 9: No artigo “L. V. Kantorovich: The Price Implications of Optimal Planning” (1990), Roy Gardner fornece um exemplo muito esclarecedor sobre o método empregado por Kantorovich. Na verdade, já usamos este procedimento para resolver nosso primeiro exemplo do problema C1. Suponhamos que temos dois tornos para descascar troncos de madeira e dois tipos de madeiras: o primeiro torno no período de tempo H=1 pode descascar 10 troncos do tipo 1 de madeira ou 10 troncos do tipo 2; o segundo torno pode descascar 20 troncos do primeiro tipo de madeira ou 40 troncos do tipo 2.
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    No desenho acima, o quadrilátero com os vértices [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ] delimita a região com as combinações convexas desses quatro vértices que definem as possibilidades de produção, por exemplo, se um período de tempo H for utilizado inteiramente para descascar madeiras do tipo 1, no fim do período teremos 30 troncos descascados do tipo 1 e nenhum do tipo 2; se empregarmos a máquina 1 durante todo o período para descascar madeira do tipo 2 e a máquina 2 para descascar madeiras do tipo 1, obtemos o vértice [image: ]
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