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      Capítulo 1


      Introdução à integral: indefinida

    


    Neste capítulo, apresentaremos a definição e os significados de uma integral e as funções primitivas apresentando os processos de integração como um processo inverso ao das derivadas.


    Abordaremos o conceito de integral indefinida e toda simbologia usada nas integrais dando ênfase às integrais de potências de x e suas propriedades operatórias. As primitivas são um início para os estudos mais aprofundados do cálculo integral.


    1 Integral indefinida e propriedades


    A integral indefinida tem como objetivo obter uma função a partir de sua derivada. Por exemplo, se soubermos a velocidade de um corpo em movimento, poderemos calcular sua posição em um instante qualquer.


    1.1 Definição e significado de integral


    Quando estudamos o conceito de derivada, queremos saber as inclinações de retas tangentes ao ponto dado à curva de um gráfico e, assim, conhecer sua taxa de variação instantânea. Em associação aos resultados dessas operações, podemos chegar, por exemplo, em valores de velocidades de um móvel. Podemos ter a função f(x) = x² como uma função que modela o fenômeno estudado e a inclinação da reta tangente a essa curva no ponto (1, 1) conforme o gráfico da figura 1.


    
      Figura 1 – Gráfico da função


      [image: ]

      Fonte: adaptado de Larson (2016, p. 109).

    


    Essa inclinação é calculada pela razão entre a variação em y e a variação em x. Em nosso exemplo:


    
      [image: ]
    


    O que motivou o desenvolvimento da integral foi a necessidade de se calcularem áreas de figuras geométricas irregulares, podendo-se até associar sua forma a uma função. O cálculo do valor dessas áreas começou inicialmente sendo feito por aproximações de figuras geométricas conhecidas, como os retângulos. E a área total se dá pela soma dessas áreas conhecidas dos retângulos. O gráfico da figura 2 ilustra essa situação. Temos uma função f(x) e sua área sob a curva sendo calculada por aproximação num intervalo [a, b].


    
      Figura 2 – Gráfico da aproximação da área da curva por retângulos


      [image: ]

      Fonte: adaptado de Larson (2016, p. 376).

    


    1.2 Funções primitivas


    Uma função primitiva nos permite encontrar a função original a partir de sua derivada, caracterizando uma operação inversa da derivação.


    Em um gráfico envolvendo a distância e o tempo, a derivada num determinado ponto nos indica a velocidade instantânea naquele momento, mas e a função distância? Como encontrá-la?


    Com algumas aplicações do cálculo, sabemos a derivada de uma função e seu significado quanto ao fenômeno estudado, mas em determinados casos é necessário sabermos essa função. Por exemplo:


    f’(x) = 3, porque f(x) = 3x


    f’(x) = 3x², porque f(x) = x³


    Esse tipo de operação que determina a função original por meio de sua derivada é uma operação inversa da derivação, que denominamos primitivação. Ao final do capítulo 8 verifique o anexo da tabela de derivadas, integrais e identidades trigonométricas para lembrar as derivadas e suas propriedades.


    
      [image: Ícone] IMPORTANTE


      Segundo Larson (2016, p. 330), a definição de primitiva é:


      
        
          
        

        
          
            	
              Uma função F é uma primitiva de uma função f se, para cada x no domínio de f, acontecer F’(x) = f(x)

            
          

        
      


      
        


        

      

    


    Veja, se F(x) é uma primitiva de f(x), então F(x) + C, em que C é uma constante qualquer, também será uma primitiva de f(x). Por exemplo:


    F(x) = x², F(x) = x² – 5 e F(x) = x² + 7, porque a derivada de todas elas resulta em 2x. Podemos dizer que todas as primitivas de 2x tem o formato F(x) = x² + C. E esse processo de primitivação nos fornece não apenas uma função primitiva, mas sim uma família de funções que se diferem entre si por uma constante.


    De acordo com Larson (2016) , esse processo de primitivação também é chamado de integração e seu símbolo é representado por:


    [image: ]


    E o símbolo [image: ] é o da integral indefinida de f(x) e representa a família de primitivas de f(x).


    1.3 Definição de integral indefinida


    Com uma notação mais simples para trabalhar o processo de primitivação, que a partir de agora vamos chamar de integração apenas, vamos usar a simbologia a seguir para tal:


    [image: ]


    Em que C é uma constante arbitrária que pode ser chamada de constante de integração. Por exemplo:


    [image: ]


    E o adjetivo “indefinida” mostra que as primitivas são mesmo uma família de funções.


    Então já sabemos que a expressão [image: ] é chamada de integral indefinida. Dando mais detalhes dela, podemos dizer que o símbolo [image: ], que mais parece um S alongado, é o sinal da integral; já a função representada por f(x) chamamos de integrando; o símbolo dx se refere à derivação com que estamos trabalhando; por fim, a constante de integração, C.


    1.3.1 Integração de potências de x


    Agora vamos considerar as funções com formato f(x) = a · xn com a [image: ].


    A regra geral para a integração desse tipo de função será dada por:
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