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Capítulo 1

Conceitos probabilísticos




    Não é raro que nos deparemos com probabilidades no cotidiano e, até mesmo, que as utilizemos para tomar decisões. Por exemplo, se a previsão do tempo indica para hoje uma chance de chuva de 80%, é uma boa ideia sair com uma sombrinha. Mas, o que exatamente significa esse número?


    Numa primeira abordagem, são comuns analogias do seguinte tipo: uma probabilidade de 80% corresponde à chance de sortearmos, ao acaso, uma bola vermelha de uma urna contendo 10 bolas, das quais oito são vermelhas e duas azuis. Ou seja, associamos probabilidades à proporção de resultados favoráveis dentro de um universo de possíveis resultados, como representado na figura 1. Entretanto, o dia de hoje ocorrerá uma única vez: não faz o menor sentido dizer que, a cada dez dias de hoje, em oito deles chove!


    

    
Figura 1 – Intuitivamente, uma probabilidade de 80% representa a proporção de bolas vermelhas nesta urna

[image: A figura mostra uma caixa contendo dez bolas, idênticas em formato, mas diferentes na aparência. Destas dez, oito têm uma certa aparência – são da cor vermelha – e apenas duas tem a outra aparência – são da cor azul.]



    Na realidade, a situação da urna é apenas um tipo – entre muitos – de modelo probabilístico. Esses modelos associam a eventos de interesse um número que indica nossa confiança em sua ocorrência. Ou seja, dão uma medida de sua verossimilhança. Assim, para desenvolver a teoria das probabilidades, precisamos antes conceituar seus ingredientes principais, bem como as terminologias pertinentes para, a partir daí, oferecer uma definição precisa de probabilidade.


    1 Experimentos de probabilidade


    É comum nos depararmos com fenômenos ou processos cujos resultados trazem um grau inerente de variabilidade. Às vezes, essa variabilidade pode ser pequena, como é o caso de medições laboratoriais extremamente precisas. Mas, às vezes, pode ser grande, como é o caso do lançamento de uma moeda ou da ocorrência de chuva em determinado dia. A idealização matemática de tais fenômenos é o que chamamos de experimento de probabilidade.


    Todos os possíveis resultados de um experimento de probabilidade constituem um conjunto, chamado espaço amostral, que representaremos pela letra Ω. Cada subconjunto do espaço amostral é, por sua vez, chamado de evento. Assim, o primeiro passo para a elaboração de um modelo probabilístico é o estabelecimento de um “dicionário” entre o processo que se deseja descrever e um espaço amostral adequado.


    Por exemplo, um dos experimentos de probabilidade mais simples em que se pode pensar é o lançamento de uma moeda uma única vez. Os possíveis resultados desse experimento são a ocorrência de cara ou de coroa. Nesse caso, se representamos a ocorrência de cara pela letra H (do inglês head), e a de coroa pela letra T (do inglês tail), um possível espaço amostral é o conjunto [image: ]. Alternativamente, poderíamos simbolizar a ocorrência de cara pelo número 1 e a ocorrência de coroa pelo número 0, obtendo o espaço amostral [image: ], que, para todos os efeitos práticos, é idêntico ao anterior.


    Um exemplo mais elaborado é o lançamento de um dado de seis faces uma única vez. A figura 2 mostra os possíveis resultados desse experimento. A partir dela, vemos que uma escolha natural é representar cada resultado pelo número de bolinhas impresso na face correspondente do dado. Assim, [image: ]. Com esse exemplo em mente, o resultado “obter-se um número ímpar” se traduz como o evento [image: ]. Já o resultado “obter-se um múltiplo de três” se traduz como o evento [image: ], e assim por diante.


    
Figura 2 – Possíveis resultados do lançamento de um dado

[image: A figura mostra as seis faces de um dado cúbico: em cada face está impresso um certo número de bolinhas variando de um até seis. ]



    Há algumas terminologias associadas aos experimentos de probabilidade: um evento [image: ] é dito simples se consiste em exatamente um resultado, e composto caso contenha mais de um resultado. Um evento impossível não contém nenhum resultado, correspondendo ao conjunto vazio [image: ]. Assim, no caso do lançamento de um dado:


    
      	o evento “obter-se o número quatro” é simples, pois consiste simplesmente no resultado 4. Matematicamente, [image: ];


      	já o evento “obter-se um número ímpar” é composto, pois [image: ] possui mais de um elemento;


      	por fim, o evento “obter-se o número 7” é impossível, já que nenhum resultado corresponde a ele.

    


    Um recurso útil para ilustrar espaços amostrais e seus eventos são os chamados diagramas de Venn: neles, o espaço amostral Ω desempenha o papel de conjunto universo, enquanto cada possível resultado é representado por um ponto desse universo – chamado de ponto amostral. Os eventos, por sua vez, são representados por regiões do universo delimitadas por formas geométricas. Na figura 3 representamos, em um diagrama de Venn, o espaço amostral do lançamento de um dado e o evento correspondente às faces ímpares.


    
Figura 3 – Representações pictóricas do espaço amostral correspondente ao lançamento de um dado e do evento formado pela ocorrência de faces ímpares

[image: A figura mostra um retângulo, que representa o espaço amostral ômega do lançamento de um dado. Dentro desse retângulo, cada possível resultado está demarcado por um ponto e identificado por um número correspondente: há seis pontos, numerados de um até seis. Entre esses pontos, aqueles correspondentes aos números ímpares – ou seja, um, cinco e três – estão englobados dentro de um mesmo contorno que delimita o evento E.]



    Vale observar que, embora até agora só tenhamos nos deparado com casos nos quais o espaço amostral é finito, ele pode também ser infinito. De fato, no experimento de probabilidade que consiste em acompanhar a vida útil – em horas – de uma lâmpada mantida acesa ininterruptamente, uma escolha razoável de espaço amostral é o intervalo ilimitado


    [image: ômega é igual ao intervalo semifechado infinito, com extremidade esquerda zero, que consiste nos números reais t tais que t é não negativo.]


    

    Ou seja, estamos admitindo como possíveis resultados desse experimento todas as medições não negativas de horas transcorridas desde o momento em que a lâmpada é acesa. Nesse caso:


    
      	o evento [image: ] corresponde à lâmpada durar entre três horas e meia e 12 horas;


      	enquanto o evento [image: ] corresponde à lâmpada durar até 36 horas.

    


    Antes de prosseguir, recordamos que a intersecção [image: ] de dois conjuntos E e F é formada pelos elementos pertencentes, simultaneamente, tanto a E quanto a F. Isto é,


    [image: E intersecção F é igual ao conjunto dos elementos w tais que w pertence a E e w pertence a F.]


    Já a união de E e F é formada pelos elementos pertencentes a pelo menos um entre E e F. Ou seja,


    [image: E união F é igual ao conjunto dos elementos ômega tais que ômega pertence a E ou ômega pertence a F.]


    A figura 4 ilustra, em um diagrama de Venn, a união e a intersecção de dois subconjuntos E e F de um mesmo universo Ω.


    
Figura 4 – As operações de união e intersecção

[image: A figura mostra três cópias da mesma configuração: um retângulo delimitando o espaço amostral ômega e, dentro desse retângulo, duas elipses delimitando os eventos E e F. Essas elipses têm uma sobreposição que delimita uma área em formato de cunha. Na segunda cópia dessa configuração, as regiões delimitadas por ambas as elipses estão inteiramente destacadas, correspondendo à região que representa E união F. Na terceira cópia dessa configuração, apenas a região em forma de cunha delimitada por ambas as elipses está destacada, correspondendo à região que representa E intersecção F.]



    

    
[image: Ícone]
IMPORTANTE


    Em matemática, o conectivo lógico “ou” não exclui a possibilidade de que duas condições sejam satisfeitas simultaneamente: basta que pelo menos uma seja verdadeira. Assim, na figura 3, a intersecção [image: ] forma um subconjunto não vazio da união [image: ].


     

        


 

        


      


    


    Dois eventos e são ditos mutuamente exclusivos quando são disjuntos. Ou seja, quando [image: ]. Assim, no caso do lançamento de um dado:


    
      	os eventos “obter-se um número par” e “obter-se um número ímpar” são mutuamente exclusivos, pois não podem ocorrer ao mesmo tempo. Matematicamente, isso se traduz no fato de que os conjuntos que os representam – [image: ] e [image: ], respectivamente – são disjuntos;


      	Já os eventos “obter-se um número par” e “obter-se um múltiplo de três” não são mutuamente exclusivos, pois o resultado 6 pertence a ambos.

    


    2 Medidas de probabilidade


    A última etapa na elaboração de um modelo probabilístico consiste justamente em atribuir probabilidades aos possíveis resultados do experimento sob consideração. Ou seja, estabelecer uma regra que faça corresponder a cada evento admissível um número que representa nossa crença em sua ocorrência.


    A escolha concreta de uma tal regra é feita caso a caso, dependendo da elaboração de um modelo teórico. Porém, essa escolha deve obedecer a um conjunto de axiomas, caracterizando abstratamente as propriedades esperadas para uma medida de probabilidade. A vantagem dessa abordagem axiomática é que quaisquer resultados deduzidos apenas a partir dessas propriedades automaticamente estendem-se a qualquer exemplo particular.


    2.1 Definição axiomática


    Seja Ω um espaço amostral que, por ora, supomos finito para evitar tecnicalidades. Uma probabilidade em Ω é uma função P, definida sobre os eventos de Ω de tal forma que:


    
      	para todo evento E, tem-se [image: ];


      	
[image: ] e


      	se E e F são dois eventos mutuamente exclusivos, então

    [image: a probabilidade de E união F é igual à probabilidade de E mais a probabilidade de F.].



    


    O primeiro item corresponde a uma escolha de normalização: isso significa apenas que convencionamos expressar probabilidades como números entre 0 e 1 – em oposição, por exemplo, ao uso de porcentagens. Já a segunda condição corresponde à exigência de que, a cada tentativa do experimento, pelo menos algum resultado ocorra, já que Ω contém todos os possíveis resultados. Por essa razão, Ω é chamado de evento certo.


    Quanto ao terceiro item, consideremos a interpretação mais primordial da probabilidade de um evento como a proporção do espaço amostral ocupada por ele. Ilustrando essa proporção com áreas, vemos no diagrama da figura 5 que a proporção total do espaço amostral ocupada por duas regiões disjuntas é dada pela soma das proporções ocupadas por cada uma delas individualmente.


    

    
Figura 5 – As proporções do espaço amostral ocupadas por eventos mutuamente exclusivos se somam, já que não há sobreposição entre eles

[image: A figura mostra duas cópias da mesma configuração: um retângulo delimitando o espaço amostral ômega e subdivido em quadradinhos menores. Na primeira cópia, há duas regiões distintas e afastadas do espaço amostral. Uma delas, identificada como o evento E, ocupa seis quadradinhos da subdivisão. A segunda delas, identificada como o evento F, ocupa oito quadradinhos da subdivisão. Na segunda cópia, as duas regiões estão consolidadas como uma só, correspondendo a E união F, ocupando um total de quatorze quadradinhos – seis devidos a E e oito devidos a F.]



    A terceira propriedade tem uma importante consequência prática: quando o espaço amostral Ω é finito, podemos especificar completamente a probabilidade P por seus valores [image: ] em cada evento simples [image: ][1].


    De fato, cada evento composto [image: ] consiste em uma lista de finitos resultados distintos, digamos [image: ], onde n é o número de elementos em E. Assim, podemos decompor E como a seguinte união de conjuntos unitários:


    [image: E é igual à união dos conjuntos unitários de w subíndice um até w subíndice n.]


    Mas, como os resultados [image: ] são todos distintos, os eventos [image: ] correspondentes são todos mutuamente exclusivos. Portanto, podemos aplicar a terceira propriedade sucessivas vezes, obtendo:


    [image: A probabilidade de E é igual à probabilidade da união dos conjuntos unitários de w subíndice um até w subíndice n; que é igual à probabilidade de w subíndice um mais a probabilidade da união dos conjuntos unitários de w subíndice dois até w subíndice n; que é igual à probabilidade de w subíndice um mais a probabilidade de w subíndice dois mais a probabilidade da união dos conjuntos unitários de w subíndice três até w subíndice n; e assim sucessivamente, até que obtemos a soma das probabilidades de w subíndice um até w subíndice n.]


    

    Em resumo:


    [image: Se E é formado pelos elementos de w subíndice um até w subíndice n, então a probabilidade de E é igual à soma das probabilidades individuais de w subíndice um até w subíndice n.]


    Por exemplo, no experimento do lançamento de uma moeda, uma escolha natural é a seguinte:


    [image: Probabilidade de H igual a um meio] e [image: probabilidade de T igual a um meio]


    Nela, atribuímos à obtenção de cara ou de coroa a mesma probabilidade, que dizemos ser igual a [image: ], igual a [image: ] ou, até mesmo, de 50%. Isso corresponde à hipótese de que a moeda é perfeitamente honesta, sem favorecer nenhum resultado.


    Entretanto, [image: ] e [image: ] é outra atribuição perfeitamente válida de probabilidades aos resultados do mesmo experimento. De fato, como o espaço amostral é [image: ], temos:


    [image: Probabilidade de Ômega é igual à probabilidade do conjunto formado pelas letras H e T; que é igual P de H mais P de T; que é igual a oito décimos mais dois décimos; que é igual a um.]


    Porém, essa escolha modela uma moeda desbalanceada, cuja proporção de caras versus coroas é de quatro contra um. Assim, vemos que diferentes atribuições de medidas de probabilidade dão origem a diferentes modelos probabilísticos para descrever um mesmo experimento.


    2.2 Probabilidade clássica


    Dado um espaço amostral finito Ω, a atribuição da probabilidade clássica a seus eventos consiste na hipótese implícita de que o espaço é equiprovável: ou seja, todos os possíveis resultados têm a mesma chance de ocorrência. Assim, se Ω possui N elementos ou, em outras palavras, se há N resultados possíveis, então a probabilidade de cada resultado ω é simplesmente [image: ]. Portanto, a probabilidade de um evento E é dada por:
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