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Capítulo 1


Ecuaciones diferenciales de primer orden


1.1 Conceptos básicos


Una ecuación diferencial es una ecuación en la que intervienen una función desconocida y una o más de sus derivadas. Si la función tiene śolo una variable independiente, las derivadas serán ordinarias y la ecuación se llama ecuación diferencial ordinaria. Por ejemplo,


[image: Illustration]


es una ecuación diferencial ordinaria en la que y = y(x) es una función diferenciable de x. Si la función tiene dos o más variables independientes, las derivadas serán parciales y la ecuación en este caso se llama ecuación en derivadas parciales. Por ejemplo,


[image: Illustration]


es una ecuación en derivadas parciales, donde u = u(x, y, z) es una función derivable en las variables x, y y z. En este libro estudiamos solamente ecuaciones diferenciales ordinarias.


Además del tipo (ordinarias o parciales), las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse por orden y por grado. El orden de la ecuación diferencial es el orden de la más alta derivada que aparece en la ecuación. El grado de una ecuación diferencial es la potencia más alta a la que está elevada la derivada de mayor orden (siempre que la ecuación esté escrita en forma polinómica en cuanto a las derivadas y a la variable dependiente). Por ejemplo, la ecuación 1.1.1 es de orden 2 y grado 1, mientras que la ecuación


y″ − x sen y = 0


es de orden 2, pero no se le asigna grado alguno, ya que el término sen y no se puede escribir en forma polinómica.


Otro concepto importante en el estudio de las ecuaciones diferenciales es el de la linealidad o no linealidad. La ecuación diferencial


F(x, y, y′, . . . , y(n)) = 0


se llama lineal si F es una función lineal de las variables y, y′, . . . , y(n). Así, la forma general de una ecuación lineal de orden n puede escribirse como


[image: Illustration]


Observe que las ecuaciones diferenciales lineales se caracterizan por lo siguiente:


a) La función y y sus derivadas están elevadas a la potencia 1, es decir, son de primer grado.


b) Cada coeficiente depende de la variable independiente.


Si una ecuación diferencial no cumple lo anterior, se dice que la ecuación es no lineal. Si en la ecuación 1.1.3, h(x) = 0, la ecuación diferencial se llama homogénea; en caso contrario, es no homogénea.


Ejemplo 1.1.1. Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales según su tipo, orden, grado (cuando tenga sentido) y linealidad.


1. y′ + 4y = x3 + 5


2. (y′′′)2 − 6y = 3


[image: Illustration]


Solución


1. Ordinaria, orden 1, grado 1, lineal


2. Ordinaria, orden 3, grado 2, no lineal


3. Ordinaria, orden 4, lineal


4. Ordinaria, orden 2, grado 3, no lineal


5. Ordinaria, orden 3, grado 1, lineal


6. Ordinaria, orden 3, no lineal


7. Parcial, orden 1, lineal


8. Parcial, orden 2, lineal


Note que en algunos casos el grado no tiene sentido.


En general, una ecuación diferencial de orden n tiene la forma


[image: Illustration]


donde x es la variable independiente, y es la variable dependiente o función desconocida, y y(n) es la derivada n–ésima de y con respecto a x.


Supondremos que siempre es posible despejar la derivada de más alto orden en una ecuación diferencial ordinaria dada, obteniendo


[image: Illustration]


Debido a que una ecuación de la forma 1.1.4 puede representar más de una ecuación de la forma 1.1.5, śolo estudiaremos ecuaciones de esta última forma. Por ejemplo, la ecuación


y(y′)2 − 2xy′ + y = 0


representa dos ecuaciones diferentes


[image: Illustration]


Una función y = u(x), definida en un intervalo I, es una solución de la ecuación diferencial 1.1.5, si existen las n derivadas u′, u″, . . . , u(n) en el intervalo I, y satisface


u(n)(x) = G (x, u(x), u′(x), . . . , u(n−1)(x))


para cada x ∈ I.


Ejemplo 1.1.2. La función y = e3x es una solución de la ecuación diferencial


y″ − 5y′ + 6y = 0.


En efecto, y′= 3e3x y y″= 9e3x; luego,


y″ − 5y′+ 6y = 9e3x − 15e3x + 6e3x = 0


para cada x ∈ ℝ. De otro lado, la función


[image: Illustration]


no es solución de la ecuación diferencial para todo x ∈ ℝ, debido a que la función es discontinua en x = 0 y por lo tanto, la derivada en x = 0 no existe (compruébelo). Se puede ver fácilmente que cada tramo de la función por separado sí es solución.


Podemos comprobar asimismo que y = 4e3x y y = 10e3x son también soluciones de la misma ecuación diferencial. Es más, las funciones y = ce3x, donde c es una constante o parámetro, son todas soluciones. Una solución de este tipo, que contiene una o más constantes arbitrarias, se llama solución general de la ecuación diferencial. Si asignamos valores específicos a las constantes, se obtiene una solución particular. Hay algunos casos en los cuales una ecuación diferencial tiene una solución que no puede obtenerse dando valores específicos a las constantes; a este tipo de soluciones se las denomina solución singular.


Observación 1.1.1. Por lo común, una ecuación diferencial de orden n tiene una solución general en la que figuran n constantes arbitrarias.


Ejemplo 1.1.3. Para la ecuación diferencial y′ = 3y2/3, y = (x+c)3 es la solución general, como se puede comprobar por derivación directa. Mientras que y = (x − 2)3 es una solución particular. Existe otra solución, y = 0, que no puede obtenerse de la solución general con ninguna selección de la constante c, de modo que no es una solución particular; en consecuencia, la función y = 0 es una solución singular.


La solución general de una ecuación diferencial de primer orden representa una familia de curvas (curvas solución o curvas integrales), una por cada valor asignado a la constante arbitraria. Por ejemplo, la ecuación diferencial


xy′+ y = 0


tiene por solución general la familia de curvas xy = c.


La Figura 1.1 muestra algunas de las curvas integrales correspondientes a distintos valores de c.


[image: Illustration]


Figura 1.1. Familia de curvas de xy = c


Especificar una solución particular es equivalente a mostrar una curva integral particular de la familia obtenida. En la práctica esto se logra prescribiendo un punto (x0, y0) a través del cual debe pasar la curva integral, es decir, buscar una solución y = u(x) tal que y0 = u(x0). Tal condición se llama condición inicial. También podemos escribir y = y0 cuando x = x0. Pero en la práctica es común expresar la condición inicial en la forma y(x0) = y0. Una ecuación diferencial de primer orden junto con una condición inicial se llama problema de valor inicial.


Por ejemplo, la ecuación diferencial


xy′+ y = 0


con la condición inicial y(2) = 2 forma un problema de valor inicial. Si queremos obtener la solución particular que satisface la condición inicial dada, sustituimos esta condición en la solución general xy = c y obtenemos c = 4; en consecuencia, la solución particular es y = 4/x.


El resto del capítulo lo dedicaremos al estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden


[image: Illustration]


donde f es una función definida sobre alguna región Ω del plano xy.


Antes de discutir algunas técnicas analíticas para resolver ciertas ecuaciones diferenciales, es a menudo deseable saber si un problema de valor inicial tiene solución, y, si la tiene, determinar si es única. Enunciaremos a continuación un importante teorema que da condiciones suficientes para la existencia de soluciones únicas.


Teorema 1.1.1 (Existencia y unicidad). Dado el problema de valor inicial


[image: Illustration]


si f y [image: Illustration] son funciones continuas en un rectángulo Ω = {(x, y) : a < x < b, c < y < d} que contiene al punto (x0, y0). Entonces, existe una única solución u del problema de valor inicial en algún intervalo x0 − δ < x < x0 + δ, donde δ es un número positivo.


En otras palabras, el teorema anterior afirma que si f(x, y) se comporta suficientemente bien cerca del punto (x0, y0) (continuidad y diferenciabilidad), la ecuación diferencial


[image: Illustration]


tiene una solución que pasa por el punto (x0, y0), y además dicha solución es única.


Gráficamente, el problema dice que hay śolo una curva solución que pasa por el punto (x0, y0). Desafortunadamente, el teorema no proporciona información respecto a ćomo encontrar la solución, o ćomo determinar el intervalo abierto en el cual existe.


[image: Illustration]


Figura 1.2. Teorema de existencia y unicidad


Las condiciones enunciadas en el Teorema 1.1.1 son suficientes pero no necesarias. Esto es, si f y [image: Illustration] son continuas en un rectángulo Ω, siempre existe una solución única al problema de valor inicial


[image: Illustration]


Pero si las condiciones dadas en el Teorema 1.1.1 no se cumplen, el problema de valor inicial puede tener solución única, infinitas soluciones o no tener solución. Los siguientes ejemplos ayudan a esclarecer este comentario.


Ejemplo 1.1.4. Considere el problema de valor inicial


y′= y, y(x0) = y0.


Como f(x, y) = y y su derivada parcial fy(x, y) = 1 son funciones continuas para todo (x, y), el Teorema 1.1.1 implica que si (x0, y0) es arbitrario, entonces el problema de valor inicial dado tiene solución única en algún intervalo abierto que contenga a x0.


Ejemplo 1.1.5. Considere el problema de valor inicial


[image: Illustration]


En este caso, f(x, y) = y/[image: Illustration] y su derivada parcial fy(x, y) = 1/[image: Illustration] son ambas funciones continuas, excepto para x = 0 (el eje y). Como x0 = 2 y y0 = 3, podemos tomar como rectángulo Ω el cuadrado de lado 1 con centro el punto (2, 3), el cual no contiene al eje y. En consecuencia, el Teorema 1.1.1 garantiza la existencia de una solución única definida en un intervalo abierto suficientemente pequeño alrededor de x0 = 2. Si consideramos la misma ecuación diferencial, pero con la condición inicial y(0) = 3, entonces en este caso ni f ni fy son continuas en (0, 3); luego, este punto no puede pertenecer a un rectángulo Ω donde se satisfagan las hipótesis del Teorema 1.1.1. Sin embargo, no podemos afirmar que este último problema de valor inicial no tenga solución; lo que simplemente ocurre es que el Teorema 1.1.1 no da información alguna.


Ejemplo 1.1.6. Considere ahora el problema de valor inicial


[image: Illustration]


La función f(x, y) = 2[image: Illustration] es continua en toda su extensión, pero la derivada parcial


[image: Illustration]


es discontinua para y = 0, y por lo tanto en el punto (0, 0). Se puede comprobar que este problema de valor inicial tiene dos soluciones diferentes: y(x) = 0 y y(x) = x2. Por lo tanto, el hecho de que fy no sea continua en 0 no implica necesariamente la no existencia de una solución. Lo que afirma el Teorema 1.1.1 es que cuando se satisface la prueba de la derivada parcial, existe una única solución que pasa por el punto (x0, y0).


1.1.1 Ejercicios


En cada uno de los siguientes ejercicios, determine si la ecuación diferencial es ordinaria o parcial, lineal o no lineal, e indique su orden y grado (cuando tenga sentido).


1. y′+ 5xy = x


2. y″+ 2y′+ 6y = 1 + ex


3. y″+ 3y′+ 8y2 = 0


4. yy′+ 3x = e2x


5. y″+ 3 sen y = x2


[image: Illustration]


14. y′′′+ x3y′ − (cos2 x)y = x2 + 1


En los siguientes ejercicios, determine si la correspondiente función representa una solución de la ecuación diferencial dada.


[image: Illustration]


Encuentre la solución particular que satisface y(2) = 2


21. xy′ − 3y = 0,     y = cx3


Encuentre la solución particular que cumple y(−3) = 2.


22. xy′+ y = 0,     y = c/x


Encuentre la solución particular que satisface y(1) = 2


23. y″+ 9y = 0,     y = c1sen 3x + c2 cos 3x


Encuentre la solución particular que satisface y(π/6) = 2 y y′(π/6) = 1


24. xy″+ y′= 0,     y = c1 + c2 ln x


Encuentre la solución particular que cumple y(1) = 5 y y′(1) = 1/2


[image: Illustration]


[image: Illustration]


En cada uno de los siguientes ejercicios, determine si el Teorema de existencia y unicidad garantiza o no la existencia y unicidad de una solución para el problema de valor inicial dado.


[image: Illustration]


1.2 Separación de variables


La ecuación diferencial de primer orden


[image: Illustration]


se puede escribir de manera equivalente en la forma diferencial


[image: Illustration]


En el caso particular que M(x, y) = M(x) y N(x, y) = N(y), la ecuación 1.2.1 se reduce a la forma


[image: Illustration]


y decimos que la ecuación es de variables separables. Ésta es la técnica más simple para resolver una ecuación diferencial de primer orden.


La solución general es obtenida por integración directa:


[image: Illustration]


donde c es una constante arbitraria. En efecto, si y = u(x) es una solución de 1.2.2, entonces


[image: Illustration]


Si M y N son funciones continuas, podemos integrar directamente para obtener


[image: Illustration]


escribiendo la segunda integral en términos de y nuevamente, obtenemos la solución deseada.


Ejemplo 1.2.1. Resuelva el problema de valor inicial


[image: Illustration]


Solución


Al separar variables, obtenemos xdx + ydy = 0; integrando obtenemos


[image: Illustration]


o de manera equivalente x2 + y2 = c2, donde c2 = 2c1. La solución está dada en forma implícita en términos de x. Si despejamos y, obtenemos la solución en forma explícita, esto es, y = ±[image: Illustration], si |x| ≤ c. De estas dos soluciones escogemos y = [image: Illustration], la cual satisface la condición inicial y(0) = 1, y en consecuencia, c = 1. Por lo tanto, la solución particular buscada es y = [image: Illustration], con |x| ≤ 1.


Ejemplo 1.2.2. Resuelva el problema de valor inicial


(x2 + 1)y′+ y2 + 1 = 0,   y(0) = [image: Illustration].


Solución


Al separar variables obtenemos


[image: Illustration]


integrando obtenemos


[image: Illustration]


arctan y + arctan x = c.


Tomando la tangente de cada miembro, y teniendo en cuenta que tan(arctan α) = α y usando la identidad


[image: Illustration]


llegamos a la ecuación


[image: Illustration]


ahora, cuando x = 0, y = [image: Illustration], y al sustituir en la última ecuación obtenemos k = [image: Illustration]; en consecuencia, la solución particular es


[image: Illustration]


o en forma equivalente,


[image: Illustration]


la cual corresponde a la solución particular pedida.


Ejemplo 1.2.3. Encuentre la solución general de la ecuación diferencial


(x2 + 9)y′= 2xy,


o en forma equivalente


(x2 + 9)dy = 2xydx.


Solución


Dividimos por (x2 + 9)y a fin de obtener


[image: Illustration]


integrando obtenemos


[image: Illustration]


ln |y| = ln(x2 + 9) + c1.


En este caso resulta más conveniente poner c1 = ln |c| y escribir


ln |y| = ln(x2 + 9) + ln |c| = ln |c(x2 + 9)|,


con lo cual obtenemos la solución y = c(x2 + 9).


Ejemplo 1.2.4. Resuelva la ecuación diferencial


[image: Illustration]


Solución


Al separar variables obtenemos


[image: Illustration]


Integrando obtenemos


[image: Illustration]


Ejemplo 1.2.5. Encuentre la solución general de la ecuación diferencial


2xy(1 + y2)dx − (1 + x2)dy = 0.


Solución


Separamos las variables dividiendo la ecuación por y(1 + y2)(1 + x2) y llegamos a la ecuación


[image: Illustration]


integrando y simplificando obtenemos


[image: Illustration]


[image: Illustration]


La segunda integral se resolvió aplicando fracciones parciales:


[image: Illustration]


o en forma equivalente, A(1 + y2) + (B + Cy)y = 1, de donde A = 1 (término independiente), B = 0 (coeficiente de y) y A + C = 0 (coeficientes de y2). Así, A = 1 y C = −1. En consecuencia,


[image: Illustration]


Si ponemos la constante c1 = ln c, en la ecuación (*), y aplicamos propiedades de los logaritmos, se tiene entonces


[image: Illustration]


Ésta es una solución general implícita de la ecuación diferencial dada.


Nota 1.2.1. La transformación de una ecuación diferencial en otra que tiene las variables separadas puede involucrar divisiones por cero. Como nuestro objetivo es que el estudiante adquiera destreza en las técnicas para obtener soluciones de ecuaciones diferenciales, es aconsejable ignorar un poco este molesto hecho. Sin embargo, en problemas que surgen de situaciones reales, es deseable un análisis completo además de una investigación de las soluciones en esos valores para los cuales una división por cero se pudo haber hecho.


En el siguiente ejemplo hacemos este análisis.


Ejemplo 1.2.6. Resuelva la ecuación diferencial


xdy − (y + 1)dx = 0.



Solución



Al dividir por x(1+y), la ecuación se transforma en una de variables separables


[image: Illustration]


al integrar obtenemos


ln |1 + y| − ln |x| = ln |c|,


o equivalentemente


1 + y = cx.


Ahora bien, x(1 + y) = 0 en x = 0 y y = −1. En x = 0, la solución es 1 + y = 0; y en y = −1, la solución es cx = 0. Si sustituimos cada condición en la ecuación diferencial dada, encontramos que ésta es satisfecha, y la solución es válida en ese punto. Observe que ambas condiciones producen el mismo punto (0, −1).


1.2.1 Ecuaciones que se reducen a separables


No todas las ecuaciones diferenciales de primer orden son de variable separable. Sin embargo, algunas que no lo son pueden hacerse separables mediante un cambio de variable. Esto es válido para ecuaciones diferenciales de la forma
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