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				Prefacio


				¿En qué circunstancias puede la simple creencia en una proposición dar como resultado la convicción de que es cierta? (¿Puede esto tener algo que ver con la religión?). Hay un importante teorema del lógico M. H. Löb que resulta muy importante en este caso. Ese teorema se relaciona estrecha-mente con el teorema de Gödel, y cuando se enuncia al comienzo en térmi-nos de razonadores y de sus creencias, es fácilmente accesible al lector co-mún.


				Aunque en principio pongo el acento en sistemas de creencias, de nin-guna manera me quedo ahí. A medida que el libro avanza, se lleva al lector a una comprensión cada vez más profunda sobre la forma en que esos sis-temas de creencias se relacionan con importantes sistemas matemáticos. Esto a su vez nos lleva al tema filosóficamente fascinante de la semántica del mundo posible: campo concebido por Leibniz y llevado a su perfección en este siglo por el lógico Saul Kripke. Además este tema desempeña un papel importante hoy en día en la ciencia de la computación y en la inteligencia artificial.


				Es notable la forma en que la lógica, la filosofía, la psicología, la inteli-gencia artificial, la ciencia de la informática y la matemática se acercan cada vez más en estos días. ¡Vivimos en una era apasionante!


				RAYMOND SMULLYAN


			


		




		

			

				LOS CONECTORES LÓGICOS


				La lógica proposicional, como el álgebra, tiene su propio simbolismo, que es relativamente fácil de aprender. En álgebra, las letras x, y, z representan números no especificados; en lógica proposicional, usamos las letras p, q, r, s (a veces con subíndices) para representar proposi-ciones no especificadas.


				Las proposiciones pueden combinarse usando los llamados conectores lógicos. Los principales son:


				1) ∼ (no)


				2) & (y)


				3) v (0)


				4) ⊃ (si-entonces)


				5) ≡ (si y sólo si)


			


		




		

			

				LAS CREENCIAS AUTOSUFICIENTES Y EL TEOREMA DE LöB


			


		




		

			

			


		




		

			

				Creencias que se autocumplen


				Todos los problemas de este capítulo se relacionan con el Teorema de Löb, famoso resulta-do que es importante para el avance de este libro.


				Ahora tenemos un cambio de argumento: un razonador de tipo 4 pien-sa visitar la Isla de los Caballeros y los Bribones porque ha oído el rumor de que los baños de azufre y las aguas minerales del lugar pueden curar su reumatismo. Sin embargo, antes de embarcarse, analiza la situación con su médico de cabecera. Le pregunta al médico si la «cura» realmente sirve. El médico responde: «La cura es absolutamente psicológica; la creencia de que sirve es autocumplidora. Si usted cree que la cura servirá, entonces ser-virá».


				El razonador confía implícitamente en su médico y, por lo tanto, va a la isla con la creencia previa de que si cree que la cura servirá, entonces la cura servirá. Se somete a la cura, que dura solamente un día, pero que se supone que no sirve para varias semanas, si es que sirve para algo. Al día siguiente empieza a preocuparse por la situación y piensa: «Si pudiera creer que la cura sirve, entonces servirá». Pero ¿cómo sé si llegaré a creer que sirve? No tengo evidencia racional de que la cura servirá, ni tengo ningu-na evidencia de que llegaré a creer que la cura servirá. Hasta donde yo sé, podría no creer nunca que la cura servirá, y en consecuencia la cura podría no servir.


				Un nativo de la isla pasa a su lado y le pregunta al razonador por qué está tan afligido. El razonador le explica toda la situación, luego la resume diciendo: «Si llego a creer que la cura servirá, entonces así será, pero ¿lle-garé a creer que la cura servirá? El nativo responde: «Si llega a creer que soy un caballero, entonces creerá que la cura servirá».


			


		




		

			

				Al principio, eso no le pareció muy tranquilizador al razonador. Él piensa: «¿De qué me sirve eso? Aun si lo que dice es verdad, eso sólo redu-ciría el problema a determinar si llego a creer que es un caballero. ¿Cómo sé si llegaré a creer que es un caballero? Y aun si lo hago, él puede ser un bribón y su enunciado puede ser falso; en consecuencia aún puedo no creer que la cura servirá». Pero luego el razonador meditó más sobre el proble-ma, y después de un rato suspiró aliviado. ¿Por qué?


				Bueno, como veremos, lo sorprendente es que el razonador creerá que la cura servirá y, suponiendo que el médico tiene razón, ¡la cura servirá! Podríamos notar que las reglas de la isla no tienen que ser realmente vá-lidas para que funcione el argumento; es suficiente que el razonador crea que son válidas.


				Este problema se relaciona estrechamente con el importante teorema de M. H. Löb, que analizaremos más adelante. Pero primero, consideremos un problema un poco más simple, que se acerca aún más al argumento original de Löb. Supongamos que el nativo, en vez de decir lo citado anteriormente, dice: «Si llega a creer que soy un caballero, entonces la cura servirá».


				1 (Según LÖb)


				Demostrar que según las condiciones ya citadas, el razonador creerá que la cura servirá (y, en consecuencia, si el médico tenía razón, entonces la cura servirá). 


				Solución. Resulta más fácil dar la solución en parte con palabras y en parte con símbolos. Supongamos que k es la proposición que el nativo es un caballero, y supongamos que C es la proposición que la cura servirá. Al principio, el razonador cree la proposición BC⊃C.


				El razonador razona: «Supongamos que llego a creer que es un caballe-ro. Entonces creeré lo que dice: creeré que Bk⊃C. Además, si llego a creer que es un caballero, creeré que creo que es un caballero: creeré Bk. Y, por lo tanto, si llego a creer que es un caballero, creeré tanto Bk como Bk⊃C, en consecuencia creeré C. De este modo, si llego a creer que es un caballe-ro, entonces creeré que la cura sirve. Pero si llego a creer que la cura sirve, entonces la cura servirá (como me dijo mi médico). Y, por lo tanto, si llego 


			


		




		

			

				a creer que es un caballero la cura servirá. Bueno, eso es exactamente lo que él dijo: que si llego a creer que es un caballero, entonces la cura servirá, ¡y tenía razón! En consecuencia, es un caballero».


				En este punto el razonador cree que el nativo es un caballero, y dado que el razonador es normal, dice: «Ahora creo que es un caballero. Ya he demostrado que si creo que es un caballero entonces la cura servirá, y dado que creo que es un caballero, la cura servirá».


				En este punto el razonador cree que la cura servirá. Entonces, supo-niendo que el médico tenía razón, la cura servirá.


				La solución del problema 1 podría haberse establecido en forma más rápida de haber demostrado primero el siguiente lema, que también tendrá otras aplicaciones.


				Lema 1. Dada cualquier proposición p, supongamos que un nativo de la isla le dice a un razonador de tipo 4: «Si llega a creer que soy un caba-llero, entonces p es verdadera». Entonces el razonador creerá: «Si llego a creer que es un caballero, entonces creeré p». De modo más general, para dos proposiciones cualesquiera k y p, si un razonador de tipo 4 cree la pro-posición k≡(Bk⊃p), o aunque crea la proposición más débil k⊃(Bk⊃p), entonces creerá Bk⊃Bp.


				Ejercicio 1. ¿Cómo se demuestra el Lema 1? 


				Ejercicio 2. ¿En qué forma facilita el uso del Lema 1 la solución del problema 1?


				Respuesta al ejercicio 1. En primer lugar lo demostramos en la versión de caballeros y bribones. Supongamos que k es la proposición que el nativo es un caballero. El nativo ha afirmado la proposición Bk⊃p. El razonador razona: «Si llego a creer que es un caballero, entonces creeré lo que dice: creeré Bk⊃p. Pero si creo que es un caballero, también creeré Bk (creeré que creo que es un caballero). Una vez que crea Bk⊃p y que crea Bk, enton-ces creeré p. Y, por lo tanto, si llego a creer que es un caballero, entonces creeré p».


			


		




		

			

				Por supuesto la forma más general puede demostrarse esencialmente del mismo modo, o alternativamente así: supongamos que un razonador de tipo 4 cree k⊃(Bk⊃p), lo cual ciertamente creerá, si cree la proposi-ción más fuerte k≡(Bk⊃p). Entonces, creerá Bk⊃(BBk⊃Bp). También cree Bk⊃BBk. Como cree esas dos proposiciones, creerá Bk⊃Bp, que es una consecuencia lógica de las mismas. (Para proposiciones cualesquiera X, Y y Z, la proposición X⊃Z es una consecuencia lógica de X⊃(Y⊃Z) y X⊃Y. En particular, esto es así si X es la proposición Bk, Y es la proposición BBk y Z es la proposición Bp).


				Respuesta al ejercicio 2. El razonador cree k≡(Bk⊃C), porque el nati-vo afirmó Bk⊃C. Entonces, según el Lema 1, el razonador creerá Bk⊃BC. También cree BC⊃C, en consecuencia creerá Bk⊃C. Entonces creerá k (dado que cree tanto Bk⊃C como k≡(B⊃C)), en consecuencia creerá Bk (porque es normal). Ahora que cree Bk y cree Bk⊃C, creerá C.


				El resultado del problema 1 es el siguiente teorema.


				Teorema I (según Löb). Para toda proposición k y C, si un razonador de tipo 4 cree BC⊃C y cree Bk y cree k≡(B⊃C), entonces creerá C.


				El Teorema I da el siguiente resultado curioso.


				Ejercicio 3. Supongamos que un estudiante de teología está preocu-pado por cosas tales como la existencia de Dios y su propia salvación. Le pregunta a su profesor: «¿Existe Dios?» y «¿Seré redimido?». Entonces el profesor formula los siguientes enunciados:


				1) «Si cree que será redimido, entonces será redimido».


				2) «Si Dios existe y cree que Dios existe, entonces será redimido».


				3) «Si Dios no existe, entonces creerá que Dios existe».


				4) «Será redimido sólo si Dios existe».


				Suponiendo que el estudiante es un razonador de tipo 4 y le cree al profesor, demostrar: a) El estudiante creerá que será redimido; b) Si los enunciados del profesor son verda-deros, entonces el estudiante será redimido.


			


		




		

			

				Solución. Supongamos que g es la proposición que Dios existe y supon-gamos que S es la proposición que el estudiante será redimido. Entonces el estudiante cree las siguientes cuatro proposiciones:


				1) BS⊃S


				2) (g&Bg)⊃S


				3) ∼g⊃Bg


				4) S⊃g


				La proposición ∼Bg⊃g es una consecuencia lógica de 3). Esta proposición, junto con 4), tiene como consecuencia lógica la proposición (∼BgvS)⊃g. Además ∼BgvS es lógi-camente equivalente a Bg⊃S, en consecuencia (∼BgvS)⊃g es lógicamente equivalen-te a (Bg⊃S)⊃g. Además g⊃(Bg⊃S) es lógicamente equivalente a 2), y g≡(Bg⊃S) es una consecuencia lógica de (Bg⊃S)⊃g y g⊃(Bg⊃S). Por lo tanto, g≡(Bg⊃S) es una con-secuencia lógica de 1), 2) y 3). Dado que el estudiante cree 1), 2), y 3), también creerá g≡(Bg⊃S). Ya que según 1) también cree BS⊃S, entonces según el Teorema I, creerá S. De este modo BS es verdadera, y si el profesor tenía razón, BS⊃S es verdadera, en consecuencia S es verdadera, lo cual significa que el estudiante será redimido.


				Ahora regresemos al problema 1 y su proposición: «Si llega a creer que soy un caballero, entonces la cura servirá».


				2


				Supongamos que un razonador de tipo 4 nuevamente cree BC⊃C, pero en este caso el nati-vo dice: «Si llega a creer que soy un caballero, entonces creerá que la cura sirve». Demostrar que el razonador creerá nuevamente que la cura servirá.


				Solución. En este caso el nativo afirma Bk⊃BC (en vez de Bk⊃C). En-tonces según el Lema 1, el razonador creerá Bk⊃BBC (en vez de Bk⊃BC). Sin embargo, el razonador cree BC⊃C, y como es de tipo 4 es regular y creerá BBC⊃BC. Al crer esto y Bk⊃BBC, creerá Bk⊃BC. También cree k≡(Bk⊃BC), entonces creerá k. Y así creerá Bk y como creerá Bk⊃BC, creerá BC. Pero también cree BC⊃C, en consecuencia creerá C.


			


		




		

			

				Por supuesto este argumento se generaliza así:


				Teorema II. Dadas proposiciones cualesquiera k y C si un razonador de tipo 4 cree BC⊃C y cree k≡(Bk⊃BC), entonces creerá C.


				3


				Nuevamente un razonador de tipo 4 tiene la creencia previa de que si cree que la cura ser-virá, entonces la cura servirá. En este caso el nativo le dice: «Tarde o temprano creerá que si soy un caballero, entonces la cura servirá». Veremos que otra vez el razonador creerá que la cura servirá.


				De modo más general, vamos a demostrar el siguiente teorema.


				Teorema III. Para proposiciones cualesquiera k y C, si un razonador de tipo 4 cree BC⊃C y cree k≡B(k⊃C), entonces creerá C.


				Los dos lemas siguientes, interesantes en sí mismos, facilitan la demos-tración del Teorema III.


				Lema 2. Supongamos que para cierta proposición q, un nativo le dice a un razonador de tipo 4: «Usted creerá q». Entonces el razonador creerá: «Si él es un caballero, entonces creeré que si es un caballero, creeré que es un caballero». (Dicho en forma más abstracta, para proposiciones k y q, si un razonador de tipo 4 cree k≡Bq, entonces creerá k⊃Bk).


				Lema 3. Dada cualquier proposición p, supongamos que un nativo le dice a un razonador de tipo 4: «Usted creerá que si soy un caballero, enton-ces p es verdadera». Entonces el razonador creerá: «Si él es un caballero, en-tonces creeré p». (Dicho en forma más abstracta, si un razonador de tipo 4 cree k≡B(k⊃p), entonces creerá k⊃Bp).


				¿Cómo se demuestran los Lemas 2 y 3 y el Teorema III?


				Demostración del Lema 2. Quiero presentar una versión de caballeros y bribones de la demostración, que es particularmente intuitiva. El nativo ha dicho: «Usted creerá q». Entonces el razonador razona: «Supongamos 


			


		




		

			

				que es un caballero. Entonces creeré q. Y así creeré que creo q; y creeré lo que dijo, es decir, creeré que es un caballero. Por lo tanto, si es un caballero, creeré que es un caballero».


				Demostración del Lema 3. Vamos a usar el Lema 2 para facilitar esta demostración.


				El nativo ha dicho: «Usted creerá que si soy un caballero, entonces p». Sea q la proposición: «Si soy un caballero, entonces p». El nativo ha dicho al razonador que creerá q, y, según el Lema 2, el razonador creerá que si el nativo es un caballero, entonces él (el razonador) creerá que el nativo es un caballero. Y así el razonador razona: «Supongamos que es un caballero. En-tonces creeré que es un caballero. Entonces creeré lo que dice: creeré Bk⊃p. También creeré Bk (creeré que creo que es un caballero). Por lo tanto, si es un caballero, creeré Bk⊃p y creeré Bk, en consecuencia también creeré p. Y, por lo tanto, si es un caballero creeré p».


				Demostración del Teorema III. Voy a presentar una versión de caba-lleros y bribones de la demostración. El nativo ha dicho: «Usted creerá que si soy un caballero, entonces la cura servirá». Por el Lema 3, el razonador creerá: «Si es un caballero, entonces creeré que la cura servirá». Luego el razonador dice: «Además si creo que la cura servirá entonces la cura servi-rá. Por lo tanto, si es un caballero, la cura servirá. Ahora creo que si es un caballero la cura servirá. Él dijo que creería eso, luego es un caballero. Por lo tanto, es un caballero y además (como he demostrado), si es un caballe-ro, entonces la cura servirá. Por lo tanto, la cura servirá».


				En este punto el razonador creerá que la cura servirá.


				Análisis. También puede obtenerse el Teorema III como fácil corola-rio del Teorema I con el siguiente argumento. Supongamos que se nos dan las proposiciones k y C tal que un razonador de tipo 4 cree k≡B(k⊃C) y cree BC⊃C. Tenemos que demostrar que creerá C. Como cree k≡B(k⊃C), también debe creer (k⊃C)≡(B(k⊃C)⊃C)), que es una consecuencia lógica de k≡B(k⊃C)). Entonces cree la proposición k’≡(Bk’⊃C), donde k’ es la proposición k⊃C. Pero como también cree BC⊃C, entonces creerá según el Teorema l.


			


		




		

			

				El siguiente ejercicio curioso ilustra la autorreferencia llevada hasta el extremo.


				Ejercicio 4. Supongamos que un nativo de la isla le dice a un razona-dor de tipo 4: «Tarde o temprano creerá que si soy un caballero, entonces creerá que lo soy».


				a) Demostrar que el razonador creerá que el nativo es un caballero. 


				b) Demostrar que si las reglas de la isla son válidas, entonces el nativo es un caballero.


				Soluci6n. Ésta es una consecuencia fácil del Lema 2.


				a) El nativo ha afirmado B(k⊃Bk). Por lo tanto, hay una proposición q tal que el nativo ha afirmado que el razonador creerá q. Entonces según el Lema 2, el razonador creerá k⊃Bk. Entonces, como es normal, creerá B(k⊃Bk), o sea, creer lo que dijo el nativo. En consecuencia creerá que el nativo es un caballero.


				b) Dado que el razonador cree Bk, indudablemente cree k⊃Bk; en con-secuencia el enunciado del nativo era verdadero. Y, por lo tanto, el nativo es un caballero (si las reglas de la isla son realmente válidas).


				El contenido matemático esencial del citado ejercicio es que para toda proposición k, si un razonador de tipo 4 cree k≡B(k⊃Bk), entonces tam-bién creerá k. Si también k≡B(k⊃Bk) es verdadera, entonces k lo es.


				FORMAS DUALES


				Los problemas 1, 2 y 3 (de modo más general, los Teoremas I, II y III) tienen sus formas «duales», que son bastante curiosas.


			


		




		

			

				1° (Dual del problema 1)


				Nuevamente, un razonador de tipo 4 llega a la isla creyendo de antemano que si cree que la cura servirá, entonces la cura servirá. Se encuentra con un nativo que le dice: «La cura no servirá y usted creerá que soy un bribón».


				Demostrar que el razonador creerá que la cura servirá.


				2° (Dual del problema 2)


				Igual que el problema 1, excepto que el nativo dice: «Usted creerá que soy un bribón, pero nunca creerá que la cura servirá». Demostrar que se sigue la misma conclusión (el razona-dor creerá que la cura servirá).


				3° (Dual del problema 3)


				En este caso el nativo dice: «Nunca creerá que si soy un bribón, entonces la cura servirá». (Alternativamente, podría decir: «Nunca creerá que o soy un caballero o que la cura servi-rá»). Demostrar que se sigue la misma conclusión.


				Solución del problema 1°. Podríamos demostrarlo directamente, pero resulta más fácil sacar provecho del Teorema I, que ya hemos demostrado.


				El nativo ha afirmado (∼C&B∼k), y, por lo tanto, el razonador cree k≡(∼C&B∼k). Pero sabemos que k≡(∼C&B∼k) es lógicamente equivalen-te a ∼k≡∼(∼C&B∼k), que a su vez es lógicamente equivalente a ∼k≡(-B∼k⊃C). Por lo tanto, el razonador cree ∼k≡(B∼k⊃C), o sea, cree una proposición de la forma p≡(Bp⊃C) —p es la proposición ∼k— y según el Teorema I, si cree BC⊃C, creerá C.


				Las soluciones de los problemas 2° y 3° también pueden obtenerse como corolarios de los Teoremas II y III, respectivamente. Dejamos la ve-rificación en manos del lector.


			


		




		

			

				Ejercicio 5. Supongamos que un nativo le dice a un razonador de tipo 4: «Si llega a creer que soy un caballero, entonces será inconsistente». ¿Le resulta posible al razonador creer en su propia consistencia sin volverse inconsistente? (Pista: usar el Teorema II).


				Ejercicio 6. Supongamos que un razonador de tipo 4 cree que si cree que la cura servirá, entonces servirá. Supongamos que ahora tenemos un nativo que le dice: «Si llega a creer que creerá que soy un caballero, enton-ces la cura servirá».


				¿Creerá necesariamente el razonador que la cura servirá?


				Ejercicio 7. Supongamos que el nativo dice en cambio: «Usted creerá que si llega a creer que soy un caballero, entonces la cura servirá».


				¿Creerá necesariamente el razonador que la cura servirá?


				Ejercicio 8. El siguiente diálogo ocurre entre un alumno y su profesor de teología.


				Alumno: —Si creo que Dios existe, entonces ¿creeré también que seré redimido?


				Profesor: —Si eso es verdad, entonces Dios existe.


				Alumno: —Si creo que Dios existe, entonces ¿seré redimido?


				Profesor: —Si Dios existe, entonces eso es verdad.


				Demostrar que si lo que dice el profesor es correcto y si el alumno cree al profesor, entonces Dios debe existir y el alumno será redimido.


				Ejercicio 9. La siguiente versión más fuerte del Teorema III puede de-mostrarse. Un razonador de tipo 4 llega a la isla para someterse a la cura y tiene la creencia previa de que si llegara a creer que la cura servirá, enton-ces así será. Le pregunta a un nativo: «¿Llegaré a creer que si usted es un caballero, entonces la cura servirá?». El nativo responde: «Si eso no es así, entonces la cura servirá». (Alternativamente, podría haber respondido: «O eso es así, o la cura servirá»). El problema es demostrar que el razonador creerá que la cura servirá. (Dicho en forma más abstracta, si un razona-
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