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			APRESENTAÇÃO
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			Máscara do Batman, asa delta, pavimentações monoedrais, Penrose, figuras impossíveis, casas e vizinhos, números ubíquos, poliamondes. O que isso tem a ver com Matemática? Em Conexões e Educação Matemática – brincadeiras, explorações e ações n. 2, Ruy Madsen Barbosa nos dá uma resposta a essa pergunta. 


			Dando continuidade ao livro anterior desta mesma coleção, o autor propõe um conjunto de atividades para o leitor explorar, problematizar e tirar conclusões sobre diversos assuntos e relacioná-los com a Matemática. Apresenta curiosidades geométricas e algébricas com suas respectivas justificativas matemáticas e contextualização histórica. Como complementação, indica bibliografia que contribui para um aprofundamento das ideias apresentadas. São dez capítulos que compõem esse texto de agradável leitura, com ilustrações e citações que revelam a competência e o senso de humor do professor Ruy Madsen. 


			Atividades como as aqui propostas contribuem para uma abordagem da Matemática que privilegia a construção do conhecimento a partir da resolução de problemas abertos. Certamente, este é um material rico para o professor inserir em sua aula de forma a estimular o aluno a se engajar com a experimentação e a descoberta matemática.


			Trata-se de um livro que está em sintonia com as tendências mais atuais de um currículo centrado no aprendiz e que pode ser utilizado nos mais variados contextos educacionais. Alguns assuntos são mais apropriados para estudantes do ensino fundamental e outros para estudantes do nível médio e superior.


			Independentemente de currículo e de escola, esta é uma obra para ser lida e estudada por pessoas que gostam de resolver problemas e estar próximas da Matemática. É um convite e um excelente apoio para a ação intelectual.


			 


			 


			Miriam Godoy Penteado


			Professora do Departamento de Matemática, IGCE


			Unesp - Rio Claro-SP
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			Não somos responsáveis apenas 
pelo que fazemos, mas também 
pelo que deixamos de fazer.


			MOLIÈRE





		




		

			CAPÍTULO 1


			TRIÂNGULOS COMPANHEIROS
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			A – FORMAS ANGULARES DE TRIÂNGULOS


			São mais conhecidas as formas angulares dos triângulos retângulos empregados nos esquadros:
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			O isósceles de forma angular 90o,45o,45o e o escaleno de forma angular 90o,60o,30o.


			Duas formas merecem especial atenção por constituírem versátil material pedagógico; são as formas 36o,72o,72o e 36o,36o,108o, intimamente relacionadas, conforme mostraremos a seguir.


			Consideremos um ∆ABC qualquer de forma angular 36o,72o,72o.


			Seja P em AC tal que BP= BC. 


			Segue que o ∆BPC é isósceles e de mesma forma angular 36o, 72o, 72o. Sendo o ângulo APB o suplemento do ângulo BPC seu valor em graus é de 108o; portanto sobra 180o – (36o + 108o) = 36o para o ângulo ABP; e, em consequência, o ∆ABP é da forma angular 36o, 36o, 108o. Em resumo, o ∆ABC da forma 36o, 72o, 72o é decomponível em dois triângulos, um da mesma forma e outro de forma 36o, 36o, 108o. 
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			Consideremos agora um ∆ABC de forma 36o,36o,108o.


			Marquemos P em BC de tal maneira que BP = BA. É fácil verificar que o ∆ABC fica decomposto em dois triângulos, o ∆BAP da forma 36o, 72o, 72o e ∆APC da forma 36o, 36o, 108o.
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			Nas duas situações o triângulo de uma das formas angulares se decompõe em dois triângulos, respectivamente um de cada forma, e surge uma justificativa conveniente para denominarmos esses triângulos de triângulos companheiros ou TC.1 São também chamados triângulos áureos; o nome companheiros foi introduzido por M. Tourasse na dissertação de mestrado de S. Viana, em 1988.


			B - CONSTRUINDO UMA SUCESSÃO DE TRIÂNGULOS COMPANHEIROS


			Iniciamos construindo um triângulo MNO grande da forma 36o, 72o, 72o que indicaremos por A. Usando a primeira decomposição obtemos os triângulos MNP que indicamos por B da forma 36o, 36o, 108o e NOP da forma 36o, 72o, 72o que indicamos por C. 
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			Novamente usamos a primeira decomposição no triângulo C, obtendo o ∆NOQ, da forma 36o, 36o, 108o, que chamamos D, e o ∆OPQ da forma 36o, 72o, 72o, que denominamos E.
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			NOTA: Para cada grupo de alunos será conveniente pelo menos 10 conjuntos dessas quatro peças, recortadas em cartolina, papel cartão, madeira fina ou E.V.A., e cada tipo com uma cor. O leitor observará que a sucessão obtida consta de cinco triângulos A, B, C, D e E, caso haja interesse em trabalhar em outras atividades com mais peças. 


			Um detalhe importante: Há necessidade de construção de um triângulo (ABC) inicial com um ângulo de 36o, o que poderá ser feito com recurso de um transferidor, portanto não exato. Outro procedimento alternativo é usar qualquer uma das ternas (8, 13, 13 ou 13, 21, 21) para os lados que fornecem ângulos aproximados de 36o, respectivamente 35o 50’ e 36o 03’. 


			C - INVESTIGANDO AS PEÇAS


			Após distribuir um conjunto de peças a cada grupo de alunos é interessante realizar atividades preliminares de investigação das peças. É preferível utilizar essa prática, e não simplesmente enunciar as características das peças.


			LADOS


			Por justaposição, ao encostar as peças, os educandos descobrirão que:


			a) O lado maior e o menor de A (ou C) são respectivamente iguais ao lado maior e ao menor de B (ou D).
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			b) O lado menor de B é igual ao lado maior de C.
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			ÂNGULOS


			Por superposição descobre-se que:


			a) Ângulos de A são iguais a ângulos de C;


			b) Ângulos de B são iguais a ângulos de D;


			c) Ângulo menor de A é igual aos ângulos menores de B; 


			d) Ângulo menor de C é igual aos ângulos menores de D. 


			 




			Mas quais os seus valores em graus?!





			 


			Basta, no caso de A (ou de C), dispor cinco sucessivamente ao redor de um ponto com o mesmo tipo de vértice e observar que eles completam meia volta (180o); portanto, desde que 180o : 5 = 36o, sobram para os outros 180o – 36o = 144o , então cada um vale 72o. 
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			Em resumo, a forma angular de A (ou de C) é 36o, 72o, 72o.


			Mas tendo já descoberto, por superposição, que o ângulo menor de A é igual aos ângulos menores de B, resulta na forma angular de B (ou de D) de 36o, 36o, 108o.


			D - ATIVIDADES DE CONSTRUÇÃO COM TRIÂNGULOS COMPANHEIROS


			SÉRIE PRINCIPAL


			Atividade 1


			Construir um decágono regular com TC.


			Lembrete: Essa é uma construção bastante fácil porque, para descobrir o menor ângulo de A (ou de C), colocamos cinco deles ao redor de um mesmo ponto, fechando meia volta (180o); logo, no caso do decágono regular basta usarmos dez para darmos uma volta completa.
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			Em geral, as soluções esteticamente agradáveis com seus visuais motivam os alunos, mas essa opção não é necessária. 


			Atividade 2


			Construir um pentágono regular usando TC.


			Algumas soluções:
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			Explorações sobre ângulos podem ser realizadas em qualquer construção; nos  vértices do contorno devemos ter a soma dos ângulos 108o, igual ao valor do ângulo interno do pentágono regular. E em todo vértice interior deve-se encontrar 360o. 
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			Assim, por exemplo, na figura anterior nos dois pontos interiores simétricos temos ao seu redor três ângulos de 72o, um de 108o e um de 36o, que totalizam 360o.


			Atividade 3


			Construir com TC um pentagrama.
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			NOTA: A rigor o pentagrama (símbolo dos pitagóricos) é o pentágono regular estrelado contínuo construído com as diagonais do pentágono regular. Em geral seu lado é indicado L5,2.


			 


			[image: ]


			 


			Atividade 4


			Construir um estrelado de cinco pontas com TC.
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			Atividade 5


			Construir um cata-vento de 10 pontas com TC.
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			Atividade 6


			Construir um cata-vento de cinco pontas.
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			Atividade 7


			Construir usando TC um polígono regular estrelado contínuo de 10 pontas.
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			NOTA: Esse estrelado em geral tem o lado indicado por L10,3.


			Atividade 8


			a) Construir só com peças tipo C (ou A) uma espiral anti-horária de dois ramos.
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			b) Decágonos regulares por anéis.
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			SÉRIE TRIÂNGULOS SEMELHANTES 


			Atividade 1


			Construir com 2A + B um triângulo semelhante ao triângulo A.
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			Atividade 2


			Construir com 2A+ 3B + C um triângulo semelhante ao triângulo B.
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			Atividade 3


			Construir com A + 2B + C um triângulo semelhante ao triângulo A.


			Atividade 4


			Construir com 8 TC um triângulo semelhante ao B.
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			NOTA: Será que nas atividades 2, 3 e 4 existem outras soluções?


			SÉRIE PARALELOGRAMOS E LOSANGOS


			Atividade 1


			Construir com 2 TC paralelogramos que não sejam losangos
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			e mais duas soluções análogas com 2C e 2D. 


			Atividade 2


			Construir losangos (rombos) com duas peças
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			e mais duas soluções análogas com 2A e 2B.


			Atividade 3


			Construir paralelogramos (não losangos) com 3 TC. 


			a) A + B + C 
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			b) B + C + D
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			NOTA: Na primeira solução de a), dispor B e C em posições trocadas; na segunda solução de b), trocar C com D para obter outras soluções.


			Atividade 4


			Construir losangos com três peças.
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			Atividade 5


			Construir paralelogramos (não losangos) usando 2C + 2D.
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			Atividade 6


			Construir losangos com 2C + 2D.
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			SÉRIE TRAPÉZIOS


			Atividade 1


			Construir trapézios isósceles empregando 3 TC.
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			Atividade 2


			Construir trapézios isósceles com 4 TC. 
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			Atividade 3


			Construir trapézios isósceles usando uma peça de cada tipo.
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			Atividade 4


			Construir trapézios não isósceles.
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			ATIVIDADES


			Atividade 1: Construir um triângulo da forma 36o, 36o,108o usando 2A+2B+2C+D.


			Atividade 2: Construir triângulos da forma 36o, 72o,72o utilizando 5 TC.


			Atividade 3: Construir paralelogramos (não losangos) usando A+B+C.


			Atividade 4: Construir paralelogramos com B + 3C + D.


			Atividade 5: Construir trapézios isósceles empregando 2A + 2B + C.


			Atividade 6: Construir trapézios isósceles com 2A + D.


			Atividade 7: Construir trapézio isósceles usando uma peça de cada tipo.




			E - MATEMÁTICA SUBJACENTE


			RELAÇÕES MÉTRICAS ENTRE OS LADOS


			Consideremos a figura da primeira decomposição.


			Temos, pelas formas angulares iguais, que os triângulos ABC e BCP são semelhantes; portanto, existe proporcionalidade entre seus lados:


			BC / CP = AC / BC


			Porém, pela construção temos BC = BP e BP = AP, por ser isósceles o triângulo ABP; portanto substituindo obtemos:


			AP / CP = AC / AP


			Essa proporção nos indica que o ponto P divide o segmento AC em média (AP) e extrema razão (CP), o que pode ser memorizado da seguinte forma:


			 




			A parte maior está para a parte menor
assim como o todo está para a parte maior.





			 


			O segmento maior, a média, é denominado segmento áureo.


			Indicando com τ (letra grega tau) a razão AP/CP (lado maior para lado menor), encontramos, já que AC = AP + CP, a igualdade 


			τ = 1 + 1 / τ


			Dela obtemos τ2 – τ – 1 = 0, equação que resolvida fornece
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			E, usando só o sinal positivo, temos τ ≈ 1.618 (= 1,6180339...). 


			A razão inversa CP/AP (lado menor para lado maior) é fácil descobrir desde que 1/τ = τ – 1 ≈ 0,618.


			Em resumo, sendo a e a’, b e b’, c e c’, d e d’, respectivamente, as medidas do lado maior e do menor dos triângulos companheiros A, B, C e D, teremos a = τ a’, b = τ b’ , c = τ c’ e d = τ d’; mas, desde que a’ = c então a = τ2 c ou a = (1 + τ) c ; e, também 


			a = τ2 d e a = τ3 d’.


			Voltando à relação τ = 1 + 1 / τ, e substituindo τ no segundo membro pelo seu próprio valor, obtemos
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			Sucessivamente, usando o mesmo procedimento, obtemos a fração contínua infinita para tau:
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			Calculando as suas reduzidas teremos:


			τ1 = 1, τ2 = 1 + 1/1 = 2 ou 2/1, 
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			 τ4 = 5/3, τ5 = 8/5, τ6 = 13/8, τ7 = 21/13, τ8 = 34/21, e assim sucessivamente


			55/34, 89/55, 144/89 etc. 


			Desde que a reduzida de ordem k+1 é dada por


			     e 
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			Subtraindo encontramos 
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			Considerando que τ – τk+1 e τk – τ possuem sinais opostos, essa relação nos mostra que as reduzidas são alternadamente menor e maior que τ; porém como τ3 =3/2 = 1,5 < 1,618, segue que as reduzidas de ordem ímpar são menores que τ e as de ordem par são maiores que τ.


			Já que τ . τk > 1, temos  |τ – τk+1|  <  |τ – τk|. Resulta que as reduzidas tendem ao valor de τ ≈ 1,618, como é fácil observar nos primeiros valores:


			 τ4 ≈ 1,6666 > τ  τ5 = 1,6 < τ 


			 τ6 = 1,625 > τ  τ7 ≈ 1,6153 < τ 


			 τ8 ≈ 1,61904 > τ  τ9 ≈ 1,6176 4 < τ


			 τ10 ≈ 1,61818 > τ  τ11≈ 1,61797 < τ


			 τ12≈ 1,61805 > τ  τ13≈ 1,61802 < τ


			que nos fornece, por outro caminho, de novo o valor para τ ≈ 1,6180. 


			Uma relação curiosa e útil nas frações das reduzidas, que facilita os cálculos, é a seguinte:


			 




			Dada uma reduzida: 


			 - o numerador da reduzida seguinte é igual 
à soma do numerador e denominador; 


			 - o denominador da reduzida seguinte 
é igual ao seu numerador.





			 


			O interessado encontrará uma prova dessa propriedade por indução em BARBOSA (1993, p. 77)


			Decorre, então, o aparecimento da sucessão


			1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ..... 


			nos denominadores das reduzidas, e também nos numeradores, porém nesses a partir do segundo termo da sucessão.


			Essa sucessão é famosa na matemática e conhecida sob a denominação sucessão de Fibonacci, dada pelos valores iniciais:


			u1 = 1 e u2 = 1 e pela recorrente ui+2 = ui+1 + ui ., com i ≥1.





			F - CURIOSIDADE


			Relendo nossas antigas anotações encontramos, em algumas folhas datadas de 12/11/94, às18h23, uma sucessão de figuras empregando só triângulos companheiros, que expressa de uma maneira curiosa a sucessão de Fibonacci u1, u2, u3, u4, ... .
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			E assim sucessivamente, compondo os dois triângulos anteriores, obtemos o novo triângulo, que acarreta ser o número de componentes, a partir de i ≥1, dado por ui+2 = ui+1 + ui.(Fibonacci). 


			Curiosamente em cada composição obtém-se alternadamente triângulos das formas 36o, 72o,72o e 36o,36o,108o.


			G - SOBRE A MÉDIA E A EXTREMA RAZÃO


			CONSTRUÇÃO


			A construção dada a seguir é uma das várias que fornecem o segmento áureo de um segmento. Seja AB o segmento:
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			1) M ponto médio de AB; 


			2) BC perpendicular a AB, com BC = BM;


			3) Segmento AC;


			4) D ponto de interseção de AC com a circunferência de centro C e raio CB;


			5) P ponto de interseção de AB com a circunferência de centro A e raio AD.


			O segmento AP é o segmento áureo e PB é a extrema razão do segmento AB.


			Uma variante interessante é dada abaixo. 


			Seja AO um segmento:


			 


			[image: ]


			 


			1) Circunferência de centro O e raio OA obtendo B;


			2) Perpendicular em O obtendo D na circunferência;


			3) C médio de OB;


			4) Centro C e raio CD para obter E.


			Teremos OE segmento áureo de OA; portanto OE é o lado do decágono regular inscrito na circunferência de centro O.


			De fato, OE = CE – CO = CD – CO = √(CO2 + OD2) – CO 


			 = √ ( 5 OA2/4) – OA/2 = [(√5 – 1)/ 2] OA 


			 = (τ – 1) . Raio = L10 


			e DE é o lado L5 do pentágono regular inscrito.


			DADOS HISTÓRICOS


			O estudo da média e da extrema razão remonta à Antiguidade; o próprio Euclides cuidou dessa proporção na sua obra.


			Kepler (1571- 1630) a denominava secção áurea; é célebre o seu dizer:


			 




			“A geometria possui dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitágoras; o outro, a divisão de uma linha em média e extrema razão. O primeiro, podemos comparar a uma medida de ouro; ao segundo, podemos chamar de joia preciosa.”





			 


			Os arquitetos e escultores da Grécia antiga usavam em suas obras essa proporção. 


			Merece especial referência a publicação da obra de Luca Pacioli, chamada La divina proportione,2� de 1509, com as ilustrações realizadas pelo famoso artista Leonardo da Vinci. Pacioli nasceu em Umbria, em 1445, foi aluno de Piero della Francesca e depois dos 20 anos estudou matemática com Leon Alberti em Veneza. Em 1477 foi ordenado frade, ordem de São Francisco. Foi professor de matemática em cidades italianas numa espécie de academia itinerante e autor de obras de matemática. Essa obra, talvez pela presença de Da Vinci, impulsionou o interesse e estudos deste relativos à “divina proporção”.


			A DIVINA PROPORÇÃO NO CORPO HUMANO


			Artistas, pintores ou escultores incorporaram a razão τ como um cânone de beleza para as razões das partes do corpo humano. O escultor grego Phidias usou em suas obras a divina proporção. 


			Fundamentalmente a marca umbilical separava o corpo humano em duas partes: dos pés até a marca e da marca até o alto da cabeça, cuja razão devia ser τ, conforme indicamos na figura seguinte, juntamente com outras razões. 


			Analogamente a figura do rosto devia refletir essa razão várias vezes.
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			Na mão humana também há presença (às vezes só aproximada) da divina proporção nas razões de ossos dos dedos (três falanges em quatro dedos), entre a falange distal e a média, entre a média e a proximal e entre as duas falanges do polegar.


			RETÂNGULO ÁUREO


			É usual denominar de retângulo áureo aquele cuja razão do lado maior para o menor é igual a τ ≈ 1,618, ou que a/b = τ.


			Propriedade 1


			Se um retângulo de lados a e b ( a > b) é áureo, então, retirando o quadrado de lado b, o retângulo restante é áureo.
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			De fato, sendo a = b + c, temos, dividindo por b, que a/b = 1 + c/b; ou, já que o retângulo é áureo, temos a/b = τ, portanto τ = 1 + c/b. Porém τ = 1 + 1/τ, logo, comparando, temos que b/c = τ, de onde se conclui que o retângulo restante também é áureo.


			Propriedade 2


			A razão da área do quadrado retirado para a área do retângulo áureo restante é igual a τ.


			SQuadrado/ SRetângulo restante = b2 / b c = b /c = τ, e também: 


			A razão da área do retângulo áureo inicial para a área do quadrado retirado é igual a τ.


			Segundo M. Gardner (1961), em 1884 foi publicado o livro Der Goldene Schnitt, escrito por Adolf Zeising, que afirmava que a razão áurea é a mais artisticamente agradável de todas as proporções. Em seguida foram publicadas as obras Nature’s Harmonic Unity, em 1913, de Samuel Colman, e The Curves of Life, em 1914, de Theodore Cook. 


			Gardner ainda nos narra que o próprio Salvador Dali em The Sacrament of the Last Super, do acervo da National Gallery of Art / Washington, o teria pintado dentro de um retângulo áureo e usado outros para posicionar as figuras. 


			É bem possível que a presença frequente do retângulo áureo na arte tenha conduzido os psicólogos germânicos Gustav Theodor Fechner (1801-1887) e Wilhelm Max Wundt (1832-1920) a realizarem experimentos sobre o visual estético de retângulos, talvez para dar suporte empírico à perspectiva de Zeising, medindo muitas janelas, livros e outras formas retangulares, bem como entrevistando pessoas sobre visuais retangulares. Consta que a preferência recaiu sobre aqueles retângulos que apresentavam razões próximas de tau. Talvez esses resultados tenham levado as indústrias à construção de cartões postais, espelhos, folhas de papel e outros objetos retangulares sob essa proporção.


			ESPIRAL ÁUREA RETANGULAR


			Inicia-se com um pequeno retângulo áureo. Usamos o procedimento inverso, não retiramos o quadrado de seu lado maior, mas o acrescentamos. Construímos um quadrante de circunferência com centro no vértice comum ao quadrado e ao retângulo áureo anterior. 
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			Repetimos essa construção sucessivamente, obtendo uma espiral equiangular.


			É interessante observar que os arcos de circunferência satisfazem a um dos dois princípios de concordância:3 


			 




			Os centros de dois arcos concordantes e o ponto 
de tangência (de contato) estão na mesma reta.





			 


			Esse princípio é necessário, já que obriga as tangentes (cada arco) a coincidirem quando no ponto de contato, daí a concordância perfeita, suave e esteticamente agradável (na figura temos empregado até o sexto centro).


			Ao lado da espiral mostramos uma figura correspondente com duas retas, cada uma determinada pelos vértices opostos de retângulos áureos sucessivos (diagonais). O fato marcante é que elas são perpendiculares e concorrentes num ponto Ω, polo para o qual tenderia a espiral caso a construíssemos de fora para seu interior. Os leitores interessados nesse tipo de exploração vão se deleitar ao construírem as bissetrizes dos ângulos dessas perpendiculares e observarem pontos importantes. Também será curioso verificar a razão entre os segmentos de diagonais:4


			D2 : d2 = (a2 + b2) : (b2 + c2) = (τ2  + 1) : (1 + 1 / τ2) = τ2 = > D / d = τ 


			TRIÂNGULOS ÁUREOS


			Analogamente a retângulo áureo, conceitua-se triângulo áureo todo triângulo isósceles cuja razão do lado maior para o menor seja igual a τ. Decorre, portanto, a existência de dois tipos de triângulos áureos, respectivamente das formas (36o, 72o, 72o) e 36o, 36o, 108o. Para ambos sabemos que, retirado de um deles o outro, o triângulo restante é áureo da mesma forma do inicial.


			 


			[image: ]


			 


			Verifica-se, da mesma maneira: 


			 




			A razão da área do triângulo áureo retirado para a 
área do triângulo restante é igual a [image: ]; e


			A razão da área do triângulo áureo inicial para 
a área do triângulo retirado é igual a [image: ].





			 


			ESPIRAL ÁUREA TRIANGULAR


			Iniciamos com um triângulo áureo pequeno do primeiro tipo e, de novo, usamos o procedimento inverso. Não retiramos, mas acrescentamos um triângulo áureo do segundo tipo. 


			 


			[image: ]


			 


			Com centro em vértice comum aos dois triângulos construímos o arco de 108o, cuja extremidade deve coincidir com o vértice do segundo triângulo áureo. 


			Repetimos essa construção sucessivamente, obtendo a espiral áurea triangular. 


			Observar que, ao construirmos um triângulo áureo da forma 36o, 36o, 108o, justaposto aos anteriores, obtemos também triângulo áureo da forma 36o, 72o, 72o recompondo o inicial. Cada vez que construímos um áureo da forma 36o, 72o, 72o, superposto aos anteriores, obtemos um áureo da forma 36o, 36o, 108o justaposto. Na figura fizemos a espiral até quatro arcos. 


			Analogamente, à espiral de retângulos áureos, nessa espiral as medianas de dois triângulos áureos sucessivos do tipo 36o, 72o, 72o são concorrentes no polo para o qual tenderia a espiral, e os seus segmentos estão na razão tau.


			


			

				

					1 Utilizaremos a forma TC para denominar triângulos companheiros.


				


				

					2 Consultamos a 2ª edição argentina, de 1959.


				


				

					3 Outro, não usado aqui, diz respeito à concordância de arco e reta: o centro do arco pertence à reta perpendicular no ponto de contato.


				


				

					4 Descoberta por Hough, de Nome/Alaska, conforme carta a Gardner.
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