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::: PRÓLOGO :::

El libro está escrito pensando en las necesidades matemáticas que requieren los Licenciados en Administración y Licenciados en Contaduría, quienes en su mayoría tienen deficiencias en los conocimientos elementales de matemáticas, lo que ocasiona la incomprensión de muchos problemas o fenómenos económicos y sociales, asociados con su formación profesional. Si a esto le agregamos la abstracción matemática, resulta entonces que para los estudiantes esto representa un caos.

Existen muy pocas y mal traducidas publicaciones que contengan aplicaciones relacionadas con la contaduría y administración en español. Sin embargo, los profesores de estas licenciaturas se enfrentan a la problemática del conocer y plantear aplicaciones llevadas a un modelo matemático, donde en cada una de las situaciones, se busca comprender el porqué enseñar o estudiar matemáticas durante su formación como futuros profesionistas. Actualmente, los libros existentes no profundizan o tratan pocos ejemplos relacionados con estas disciplinas, lo que ocasiona poco interés por estudiarlas, ya que la forma de exponer los temas es escasa en estrategias didácticas. Uno de los problemas es dar por hecho que los estudiantes conocen previamente los procedimientos o desarrollos para la solución de los ejercicios tratados.

Ante tal situación, un grupo de profesores que impartimos este tipo de matemáticas elaboramos el libro Fundamentos Matemáticos para Administradores y Contadores, buscando fortalecer el entusiasmo e interés por estudiar la materia, en el ánimo de que su aprendizaje sea significativo.

En el sustento del contenido se contempla la teoría necesaria para resolver los ejercicios como si fuera una clase en el aula, es decir, buscamos explicar ampliamente, ocupando pocos tecnicismos, de tal manera que el alumno comprenda lo que va leyendo sin dejar cabos sueltos en la solución de los mismos, con la finalidad que emplee el razonamiento y la reflexión en la solución de cada ejercicio.

Los capítulos 1 y 2 contienen los temas relacionados a la teoría de conjuntos, operaciones entre conjuntos e intervalos, además del tema de desigualdades lineales y cuadráticas.

En el capítulo 3 se incluye el tema de cardinalidad y su aplicación a la administración.

En el capitulo 4 se incluye el tema funciones y relaciones, desde su concepción conjuntista, y la percepción gráfica de algunas funciones características. Se introduce al estudiante en el tema del cálculo y en la determinación de su dominio y rango.

El capítulo 5 incluye el tema razones y proporciones, con diversos ejemplos de su importancia en las aplicaciones y la facilidad de su cálculo, como una interpretación de la realidad desde el punto de vista lineal.

En el capítulo 6 se presentan situaciones de Oferta, Demanda, abundancia, escasez, pérdidas y utilidad, como aplicaciones administrativas y, a través de la clasificación de gastos para obtener el punto de equilibrio desde el punto de vista del productor y los consumidores. Lo anterior para satisfacer necesidades de ambos, en comportamientos lineales y cuadráticos.

El capítulo 7 contiene las funciones exponenciales y logarítmicas, así como sus ecuaciones exponenciales y logarítmicas, para su aplicación en los cálculos financieros como interés compuesto, anualidades, amortización y depreciación de activos.

En el capítulo 8, llamado funciones polinomiales, se incluye la teoría de las ecuaciones y se explican diferentes métodos para la obtención de las raíces del polinomio.

Los capítulos 9 y 10 abordan los temas de matrices y determinantes, que son el soporte para resolver sistemas de ecuaciones lineales, en los cuales se incluyen diversos problemas aplicados a la administración.

Con el contenido de FUNDAMENTOS MATEMÁTICOS PARA ADMINISTRADORES Y CONTADORES estamos seguros de que cualquier estudiante podrá ser autodidacta en su aprendizaje. Esperamos que éste sea significativo, siempre vinculado a las áreas del conocimiento de su profesión.

Nosotros, como facilitadores del conocimiento, al elaborar este libro buscamos presentarlo lo más didáctico y comprensible. En él plasmamos la experiencia adquirida como docentes de matemáticas durante muchos años. Convencidos de la labor y el compromiso que tenemos, hemos disfrutando cada instante en la elaboración de este material.

Queremos expresar nuestro reconocimiento al M. en C. Jorge Alfredo Cuéllar Ordaz, director de la Facultad de Estudios Superiores Cuautitlán UNAM, por el apoyo brindado para la publicación de este libro. No podemos dejar de agradecer a nuestros compañeros del Departamento de Matemáticas, que coordina el Ing. Jorge de la Cruz Trejo, quienes en todo momento nos alentaron a la realización de esta obra.

Los autores
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::: INTRODUCCIÓN :::

Los números son como las ideas; no puedes tocarlos ni manejarlos. Solamente existen en nuestra mente. Los símbolos que escribimos son numerales, es decir, representantes de la idea de número. No son los números.

El concepto moderno de número es fundamental en la matemática; sin él la matemática no existiría. Durante siglos se ha ido extendiendo el uso de los números y ha sido una parte básica de nuestra cultura. Debido a que la matemática es una herramienta fundamental para la ciencia y la tecnología, es indispensable entender el papel de los números en la civilización moderna.

No siempre se ha entendido con toda claridad el concepto de número. En la antigüedad se creyó que los números tenían una cualidad misteriosa. Escasamente hace 600 años que nuestro sistema actual de numerales indoarábigos se estableció en Europa.

En un principio los números eran nombres tan concretos como padre y madre, tal vez uno de los primeros ejemplos de “uno” y “dos”. No sobrevive ningún indicio del paso real de lo concreto a lo abstracto. Al respecto podemos imaginarnos el desconsuelo de los seres humanos cuando por primera vez se estableció el hecho de que los números naturales no tienen fin. Más tarde, esto dio lugar a la generativa de “n” a “n + 1”, de los números en la sucesión indefinida: 1, 2, 3, ..., n, n + 1, ... Si esta generación interminable de números tuviera alguna restricción finita, serían menos aterradores.

Hasta los últimos años del siglo XIX nadie se preocupó de los números naturales. Todas las matemáticas, desde la Aritmética hasta la Geometría y el análisis, habían aceptado esos números aparentemente sencillos como “dados”. Sin ellos nunca se hubiera podido llegar a producir ninguno de los avances más importantes de la matemática moderna. Y sin embargo, nadie se preguntaba “¿quién nos ha dado esos números naturales?” Kronecker se los atribuía a Dios, pero esto no es una solución matemática. El asunto se resolvió no en aritmética, sino en análisis. La contestación la dio la definición moderna de números naturales, lo cual acabó por unir a la Aritmética y al análisis en cuanto a su origen común, a saber, la definición que hace Peano acerca de los números naturales.

Peano emprendió la tarea de estudiar a la Aritmética mediante un conjunto de postulados. Nace así el método postulación que es el origen del nuevo pensamiento matemático y la tendencia hacia la abstracción. En el aspecto creador, el análisis postulacional de los sistemas matemáticos sugiere innumerables problemas nuevos.

La Teoría de Conjuntos se desarrolló mucho después que la mayoría de las ideas básicas de matemáticas. Sin embargo, es tan valiosa que ha llegado a actuar significativamente en la estructura y el lenguaje de las matemáticas modernas. Los precursores principales sobre la teoría de conjuntos fueron: George Cantor (1845–1918) y George Boole (1815–1864).


::: 1. TEORÍA DE CONJUNTOS :::

El significado de la palabra “conjunto” se intuye a partir de la experiencia que poseemos del mundo real y conceptual. Se acepta como idea intuitiva que un conjunto es una agrupación o colección de objetos, los cuales pueden ser de una misma especie o no. En un conjunto sus elementos deben quedar bien definidos.

Para que exista un conjunto se exigen algunos requisitos. Éstos son:

. La colección de objetos debe de estar bien definida. El conjunto no está bien definido cuando hay cierta ambigüedad en cuanto a los elementos que lo componen, o se hace necesario incorporar criterios adicionales para aclarar cuáles son esos elementos.

. Ningún objeto del conjunto se debe de contar más de una vez. En general, estos elementos deben ser distintos y, si uno de ellos se repite, debe de contarse una vez.

. El orden en que estén los elementos que forman el conjunto carece de importancia, para tratarse como conjuntos.

1.1 Conceptos

Notación

Para simbolizar los conjuntos, empleamos letras mayúsculas de nuestro abecedario (A, B, C, D, E, …, etc.). En cada caso debe de aclararse el significado preciso del símbolo que se esté utilizando.

Un conjunto es una colección bien definida de objetos. Estos objetos individuales que forman el conjunto se denominan “elementos”. Cuando estos elementos son letras se simbolizan con letras minúsculas, separados por comas y encerrados entre llaves. Esto es:

A ={a, b, c, d, e, f, . . .}

Los conjuntos se pueden expresar en forma de extensión o tabular, por elementos que lo forman o bien por la existencia de los mismos, dependiendo de una propiedad o característica. En sí podemos expresar un conjunto en dos formas:

1) Listar todos sus elementos, separándolos con comas y encerrados entre llaves (llamado forma tabular o “extensión”). Esta forma se utiliza cuando se conoce cuántos y cuáles elementos forman el conjunto.

Ejemplo 1:

A = {a, b, c, d, e, f}

B = {2, 4, 6, 8, 10}

C = {a, e, i, o, u}

2) Cuando no se conocen los elementos de tal conjunto, cuya existencia está sujeta a una característica o propiedad que nos permita identificarlos sin que exista la duda de pertenencia, se trata de una forma de expresión llamada “construcción o por comprensión”.

Ejemplo 2:

A = {x/ x sea una letra de la palabra calcular} [image: image] forma por comprensión

A = {c, a, l, u, r} [image: image] forma por extensión

B = {x/ x es una letra de la palabra matemáticas} [image: image] forma por comprensión
B = {m, a, t, e, i, c, s} [image: image] forma por extensión

Conjuntos finitos e infinitos

Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. Un conjunto es finito cuando se pueden contar sus elementos y saber cuántos son, aunque esto sea muy difícil de lograr. Sin embargo, un conjunto es infinito cuando la acción de contar sus elementos nunca termina.

Son ejemplos de conjuntos finitos:

A = {x / x sea una letra de la palabra calcular}

A = {c, a, l, u, r}

B = {1, 2, 3, 4}

C = {1, 3, 5}

D = x / x2 – 1 = 0

E = {x / x es un día de la semana}

Son ejemplos de conjuntos infinitos:

A = {x / x es un número real}

B = {x / x es un punto de una recta}

C = {x / x es una recta que pasa por el origen del plano cartesiano}

D = {1, 2, 3, 4, 5, . . .}

Conjunto universo

En el análisis de una situación particular, hay un conjunto o situación fija de elementos que se denomina Conjunto universo y se denota por la letra griega Ω (omega); también se puede utilizar la letra U. Dicho conjunto Ω consta de todos los elementos que existen en los demás conjuntos a los que se refiere esa situación.

Hay dos circunstancias que se deben tener en cuenta cuando se trata de elegir el Conjunto universo.

1) El Conjunto universo no es único. Depende del problema que se esté considerando y puede cambiar según la situación particular de que se trate. Una vez fijada la situación para el problema o ejercicio, se debe mantener en el desarrollo del problema o ejercicio.

2) Aun para un mismo problema, el Conjunto universo no está definido en forma única. Podemos elegirlo a nuestra conveniencia con relativa libertad, pero en sí el Conjunto universo es aquél que contiene a los elementos de los conjuntos que están relacionados con el mismo problema o ejercicio.

Conjunto vacío

Un conjunto que no posee elementos se denomina conjunto vacío o conjunto nulo, y se designa por el símbolo ∅, o por { }.

Ejemplo 3:

A = {x / x es una persona de más de 200 años}

B = {x / x es un océano de agua dulce}

C = {x / x es el conjunto de los números naturales mayores a 5 y menores a 6}

D = {w / w2 = –1, w es un número entero}

Conjuntos Iguales

Son aquellos conjuntos que contienen los mismos elementos, es decir, que los elementos de A están en B y los elementos de B están en A.

Ejemplo 4:

A = {1, 2, 3, 4, 5}

B = {x / x es un número natural menor o igual a 5}

Conjuntos diferentes

Son aquellos conjuntos que contienen algunos elementos de A y algunos elementos de B; pero no todos, es decir, que poseen elementos en común, por lo que entre ellos existe la intersección.

Ejemplo 5:

A = {0, 4, 6, 8, 10}

B = {1, 4, 5, 8}

Conjuntos comparables

Dos conjuntos A y B son comparables si A ⊂ B o B ⊂ A, esto es, si uno de los conjuntos es subconjunto del otro.

Conjuntos disjuntos

Son aquellos conjuntos en que ningún elemento del conjunto A está en el conjunto B y ningún elemento del conjunto B está en el conjunto A, es decir, que no poseen elementos en común.

Ejemplo 6:

A = {1, 3, 5, 7, 9}

B = {0, 4, 6, 8}

Subconjunto

Se llama así cuando un conjunto está contenido en otro conjunto.

Sean los Conjuntos: A = {a, b, c, d, e, f, g, h}

B = {c, e, g, h}

Como podemos observar, todos los elementos del conjunto B están contenidos en el conjunto A, por lo que se dice que el conjunto B es subconjunto del conjunto A, o bien que B es un subconjunto de A. Simbólicamente se representa como: B ⊂ A

Conjunto potencia

Es el conjunto formado por todos los subconjuntos que se puedan formar con los elementos del conjunto, al cual se le determina el conjunto potencia.

Para saber cuántos subconjuntos se pueden formar con los elementos de un conjunto A, se emplea la relación 2n, donde “n” es el número de elementos que forman al conjunto A (Cardinalidad de un conjunto). Otra notación es: 2 n(A), donde: n(A) es la cardinalidad del conjunto A.

Ejemplo 7:

Sea el conjunto: A = {a, b, c, d}, obtener su conjunto potencia.

Solución:

La cardinalidad de A es: n(A) = 4

2n(A) = 24

2n(A) = 16, número de subconjuntos

Entonces el conjunto potencia se forma con 16 subconjuntos, que resultan de las combinaciones de los elementos del conjunto A, incluyendo el conjunto vacío y el subconjunto propio.

[image: image]

Ejemplo 8 :

B = {1, 2, 3}

n (B) = 3

2n(B) = 23

2n(B) = 8

2B = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}, Ø}

Diagramas de Venn-Euler

Los diagramas de Venn-Euler son llamados así en honor al matemático inglés, John Venn. Sin embargo, quien perfeccionó la idea fue el matemático suizo Leonardo Euler.

Son representaciones gráficas consisten en un rectángulo que contiene todos los puntos o elementos posibles a estudiar, que representa al conjunto universo.

Dentro de este rectángulo es usual trazar cualquier figura geométrica (círculos, óvalos, triángulos, etc.), para representar a los conjuntos con sus respectivos elementos, por ejemplo:

[image: image]

Figura 1.1 Representación de diagramas de Venn-Euler.

Relaciones de pertenencia entre conjuntos

La noción de pertenencia se puede dar de elemento a conjunto, para lo cual usamos el símbolo (∈), y si este no pertenece, se usa el símbolo (∉). Cuando la relación es conjunto a conjunto se usa el símbolo de subconjunto ⊂, o de subconjunto propio ⊆ cuando todo el conjunto está contenido en el mismo conjunto.

Por ejemplo: Sean los conjuntos C = {2, 4, 6, 8}, D = {1, 2, 3, 4, 5}, E = {3, 4, 5}. De estos conjuntos podemos decir que: 2 ∈ C, 2 ∈ D y 8 ∈ C. Pero 8 ∉ D, C⊄ D, ya que no todos los elementos del conjunto C están contenidos en el conjunto D. E ⊂ D porque todos los elementos del conjunto E están contenidos en el conjunto D.

[image: image]

Figura 1.2 Representación en diagramas de Venn-Euler de relaciones de pertenencia.

1.2 Conjuntos numéricos

Mucho antes de que la humanidad construyera el concepto de número se utilizaba, sin embargo, una manera primaria de “contar” que consistía realmente en comparar. Cuando los pastores de la antigüedad sacaban sus rebaños del corral solían depositar una piedrita en una bolsa por cada oveja que iba saliendo. Al caer la tarde regresaban, sacaban una piedrita por cada oveja que entraba en el corral. De esta manera sabían si el rebaño había regresado completo. Si al entrar el rebaño quedaba alguna piedra, era señal de que faltaba una oveja. Si al entrar el rebaño se terminaban las piedras y seguían llegando ovejas, significaba que traían ovejas de más (ya iría a reclamarla el pastor que tuviera menos ovejas que piedras en su bolsa correspondiente). Esta manera de “contar” consistía en establecer una correspondencia, llamada biunívoca, entre las ovejas del rebaño y un conjunto de piedras (las depositadas en la bolsa): a cada oveja le correspondía una piedra, y cada piedra representaba (más que representar, era la correspondiente) a una oveja. Con este método de comparación podemos establecer fácilmente cuándo un conjunto tiene más elementos que otro. La figura 1.3 ilustra dos conjuntos: uno que llamaremos A y otro que llamaremos B. Los elementos de A son esos pequeños rectángulos y los elementos de B los círculos con una cruz [image: image].

[image: image]

Figura 1.3 Un conjunto tiene más elementos que el otro.

Si comparamos estos dos conjuntos, vemos que a cada rectángulo le podemos asociar un círculo como su pareja, y vemos también que sobran círculos: hay círculos que no son pareja de rectángulo alguno. Esto significa que hay más círculos en el conjunto B que rectángulos en el conjunto A. También podemos decir que el conjunto B tiene más elementos que el conjunto A. Si entre dos conjuntos podemos establecer una correspondencia biunívoca (Figura 1.4), estaremos en presencia de una propiedad común a los dos conjuntos. Hoy día lo decimos muy fácil: los dos conjuntos tienen el mismo número de elementos. Sin embargo, fue todo un proceso lograr expresar la existencia de dicha correspondencia como una relación entre los elementos y el conjunto, a saber, el número de elementos en el conjunto.

[image: image]

Figura 1.4 Los conjuntos C y D tienen el mismo número de elementos.

También es parte de ese proceso la identificación de dicho “número de elementos” mediante un símbolo.

[image: image]

Figura 1.5 El conjunto E tiene 7 elementos.

1.2.1 Números naturales y enteros

Así como en la figura 1.5 mostramos un conjunto de 7 elementos, podemos hablar de otros conjuntos. Digamos que el conjunto de extremidades inferiores de un ser humano tiene 2 elementos o que el conjunto de semanas en un año tiene 52 elementos, pero el proceso que nos lleva a considerar conjuntos con más o con menos elementos hasta considerar conjuntos con un determinado número de elementos, no se detiene ahí. Más adelante, con un grado mayor de abstracción, se consideraría solamente el número sin relacionarlo con cierta cantidad de elementos, o si se quiere, el número 7 como representante de todos los conjuntos con 7 elementos, construyendo así el conjunto de los números naturales que simbolizamos por la letra N:

N =  {1, 2, 3, 4, ...} → En forma de extensión o tabular

N: {x / x es un número entero positivo} → En forma por comprensión o construcción

Utilizando este conjunto de números naturales, podemos explicarnos el significado de las operaciones elementales.

Al preguntarnos cuál es el resultado de sumar dos números naturales, digamos el 3 y el 7, en realidad nos hacemos la pregunta siguiente: Si tenemos un conjunto de tres elementos y añadimos a él otros 7 elementos nuevos y distintos, ¿cuántos elementos tiene el nuevo conjunto?

[image: image]

Figura 1.6 Suma de elementos de 2 conjuntos.
3 + 7 = 10

Claramente la respuesta consiste en contar los elementos del nuevo conjunto y ver que son 10. ¡Sumar significa agregar! De la misma forma, vemos que restar significa disminuir, quitar elementos a un conjunto: si tengo 5 naranjas sobre la mesa y retiro 2, ¿cuántas quedan? Todos sabemos que la respuesta es 3.

Sin embargo, no siempre es posible efectuar restas con números naturales. Si en el caso de las naranjas sobre la mesa, en lugar de quitar 2, intentáramos quitar 9, no podríamos, ¡sólo hay 5! En la primaria nos decían que restar 5 – 9 “no se podía”, lo cuál es verdad si hablamos de los números naturales. Precisamente para que tenga sentido ese tipo de substracción, extendemos los números al conjunto de números enteros, que es una estructura simétrica de los números naturales, donde su eje de simetría es cuando no tenemos nada, es decir, el cero. Esta estructura surge por el hecho de decir que lo que ganamos (+) debe ser igual a lo que gastamos (–), es decir, si gano un peso, puedo gastarme un peso, entonces aparecen los números ( 1 y –1 ) y así sucesivamente, los números enteros se simbolizan por la letra Z.

Z = { ..., -3, -2, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ...} → En forma de extensión o tabular

Z = {x / x es un número entero positivo, negativo incluyendo el cero} → En forma por comprensión

Este conjunto de números enteros consta de los números naturales ya mencionados, más los números negativos y el cero. Estos números pueden representar “ausencia de elementos”, como en el caso de las naranjas: si tenemos 5 y pretendemos quitar 9, podemos retirar las 5 disponibles, pero para poder quitar 9 harían falta 4 más. Esto lo expresamos diciendo que 5 menos 9 son “menos 4” y lo escribimos.

5 – 9 = – 4

Tanto los números naturales como los números enteros son una estructura discreta, ya que los términos consecutivos tienen una separación o salto de una unidad, por lo que tienen una posición bien definida en la recta numérica.

1.2.2 Números racionales

Al plantear una ecuación en términos de la multiplicación:

2x = 5

Ésta no tiene solución en los números enteros, ya que no existe ningún número entero que multiplicado por 2 nos dé como resultado 5. Ante tal situación es necesario ampliar el sistema de numeración, por lo cual surge el conjunto de los números racionales. Estos números se representan por el símbolo Q.

El conjunto de los números racionales se obtienen a partir del cociente de dos números enteros, tal que:

[image: image]

La división entre cero es una indeterminación, por eso todo número racional es el resultado del cociente de dos números enteros exceptuando cuando el denominador es cero, esto se debe a que:

[image: image]

(x)(0) = p

0 = p

a) Si p es diferente de cero, entonces la ecuación es contradictoria, porque cualquier número multiplicado por cero da cero.

b) Si p = 0, implicaría que [image: image], también es otra indeterminación.

Una vez definidos los números racionales, la solución de la ecuación: 2x = 5, donde a, b ∈Z, puede realizarse dentro de los números racionales, ya que el número que multiplicado por 2 da 5 es [image: image]

El número racional [image: image] también es conocido como fracción común, en la que el 5 es el numerador y el 2 el denominador, es decir:

[image: image]

Los números racionales se clasifican en fracciones propias e impropias.

Fracciones propias: Son aquéllas en las que el numerador es menor al denominador y cuyo valor es menor a la unidad, por ejemplo:

[image: image]

Fracciones impropias: Son aquéllas en las que el numerador es mayor o igual al denominador y cuyo valor es mayor o igual a la unidad, por ejemplo:

[image: image]

Los números racionales son representados en la recta numérica entre números enteros o los enteros mismos.

[image: image]

Figura 1.7 Los números racionales en la recta numérica.

En la recta numérica claramente están identificados los números racionales, sin embargo, si se quiere localizar el número [image: image], se realiza lo siguiente:

a) Como [image: image] es una fracción propia, su valor va a ser menor que 1, por lo que es necesario dividir de cero a 1 en 5 partes iguales y así poder localizar [image: image].

[image: image]

Figura 1.8 Los números racionales en la recta numérica.

Densidad del orden: Sean dos números racionales, α y β,  donde α < β, siempre existe otro número racional γ tal que α < γ < β, si, [image: image], siendo b y d números positivos, por lo que [image: image]

Ejemplo:

[image: image]

Aplicando la propiedad de densidad:

[image: image]

Para su comprobación se realizan los productos cruzados:

[image: image]

Se comprueba que α < γ < β.

Expresión decimal de los números racionales.

Todo número racional tiene una representación decimal, la cual se obtiene al dividir el numerador entre el denominador, por ejemplo:

[image: image]

En la expresión decimal se presentan dos situaciones:

Expresión decimal exacta: es aquélla que tiene un número finito de dígitos que surgen de números racionales cuyo, denominador sólo tiene como factores primos al 2 y 5. Por ejemplo:

[image: image]

La fracción [image: image] da un valor exacto porque el número 20, que se encuentra en el denominador, tiene como factores primos 20= (2)(2)(5)

En el caso de la fracción:

[image: image], no se obtiene un valor exacto, ya que el número 14 tiene como factores primos 2 y 7

Expresión decimal periódica: es aquélla que tiene un número infinito de dígitos, de modo que un grupo finito de ellos se repite infinitamente, por ejemplo:

[image: image]

1.2.3 Números Irracionales

Si se quiere resolver la ecuación:

x2 = 2

al despejarla se obtiene:

[image: image]

Esta ecuación no tiene solución en los números racionales, ya que no existe un número racional tal que al elevarse al cuadrado dé como resultado 2.

Como hemos mencionado, los números racionales tienen representación en la recta numérica y en virtud de que en ellos se cumple la propiedad de densidad,  entonces todos los racionales se localizan en la recta numérica, lo cual es falso, ya que desde tiempos remotos los griegos se dieron cuenta de que no todos los puntos de la recta corresponden a números racionales.

Por ejemplo, para poder trazar el número [image: image] en la recta numérica, se parte del valor que corresponde a la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos tienen el valor de uno, es decir:

x2 = 12 + 12

Para poder representar [image: image] en la recta numérica, hacemos la consideración anterior, donde la hipotenusa es [image: image].

[image: image]

Figura 1.9 Representación del triángulo rectángulo en la recta numérica.

Se traza una circunferencia de radio [image: image].

[image: image]

Figura 1.10 Representación de [image: image] en la recta numérica.

A estos números, que no corresponden a números racionales y que no pueden expresarse como el cociente de dos números enteros, se les conoce como números irracionales cuyo símbolo es Q’. Como consecuencia, los números irracionales también se representan como números decimales no exactos, sin periodicidad e impredecibles en su comportamiento, por ejemplo: 0.6795349876341752958274…

Los números irracionales Q’ son de dos tipos:

a) Los que provienen de raíces que no son exactas.

[image: image]

b) Los irracionales trascendentes.

π = 3.141592654...

e = 2.718281828...

1.2.4 Números reales

Un número real es todo aquél que se puede localizar en la recta numérica Esto es el resultado de la unión de los números racionales e irracionales:

Q + Q´ = R

Esquemáticamente se tiene:

[image: image]

Figura 1.11 Estructura de los Números reales.

La siguiente tabla muestra relaciones de pertenencia entre conjuntos y elemento a conjunto.

[image: image]

Donde:

N = Números naturales

Z = Números enteros

Q = Números racionales

Q = Números irracionales

P = Números primos

R = Números reales

1.3 Ejercicios propuestos

a) Exprese los siguientes conjuntos por extensión:

1. A = {x / x es un número primo menor a 50}

2. B = {x / x es un múltiplo de 7 menor que 80}

3. C = {x / x2 - 9 = 0}

4. D = {x / x2 = 25}

5. E = {x / x es un término del desarrollo de (x+1)2}

6. F = {x / x es un término del desarrollo de (x+1)(x+1)}

7. G = {x / x son las vocales}

8. H = {x / x es un número primo menor a 25}

9. I = {x / x es un número divisible entre 3 y menor a 33}

10. J = {x / x es un número par divisible entre 7, mayor o igual a 7 y menor a 98}

b) Exprese los siguientes conjuntos por comprensión:

 

[image: image]

2. B = {2, 4, 6, 8, 10, 12, ...}

3. C = {Estados Unidos, Guatem ala, Belice}

4. D = { 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31}

5. E = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19...}

c) De los siguientes conjuntos, indique cuáles son diferentes, iguales, disjuntos, o si el primer conjunto es subconjunto del segundo conjunto. Exprese la razón de dicha relación.

1. {a, e, i, o, u} con {x / x es una letra de la palabra Murciélago}

2. {2, 4, 6, 8, 10, 12, ...} con {x / x es un número natural}

3. {x / x sea un número impar} con {x / x sea un número primo}

4. {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17} con {1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19}

5. {6, 12, 18, 24} con {10, 12, 14, 16}

d) Cuáles entre los siguientes conjuntos son conjunto universal o conjunto vacío. Expréselos simbólicamente:

1. A = {Triángulos Circulares}

2. B = {Los números Naturales}

3. C = {Ancianos menores de 8 años}

4. D = {Caballos Voladores}

e) Observe las siguientes proposiciones. Diga si son correctas o falsas y explique por qué:

1. U ⊃ ϕ

2. {} ∈ ϕ

3. {9, 1, 25} = {(-5)2, (3)2, (1)6}

4. 6 ∈ {3, 6}

5. ϕ ⊂ { }

6. 10 = {10}

f) Determine el conjunto potencia de los conjuntos:

1. A = {2, 4, 6}

2. B = {x / x ∈N, 6, 7, 8}

g) Llene la siguiente tabla utilizando los símbolos de pertenencia e igualdad:

[image: image]


::: 2. ÁLGEBRA DE CONJUNTOS :::

2.1 Operaciones con conjuntos en diagramas de Venn-Euler

En el tema tratado anteriormente, se dio una explicación general acerca de la teoría de conjuntos, lo cual servirá de base para comprender con mayor facilidad los conceptos que se introducirán a continuación.

Las operaciones entre conjuntos permiten combinarlos de forma tal que puede darse rápida solución a los problemas planteados en diversas situaciones, mediante el uso del Álgebra de conjuntos.

Para ello, es necesario hacer referencia al instrumento básico que proporciona gran utilidad en el planteamiento, visualización y razonamiento de las relaciones existentes entre los conjuntos. Nos referimos a los Diagramas de Venn-Euler.

Intersección de conjuntos

La intersección de dos conjuntos A y B es el conjunto de los elementos que pertenecen tanto a A como a B. En otras palabras, la intersección de dos conjuntos, A y B, es el conjunto de los elementos comunes a A y B.

El símbolo de la intersección es ∩ . Matemáticamente podemos representarlo como:

A ∩ B = {x / x ∈ A y x ∈ B}

Se lee como: “A intersección con B, es igual al conjunto formado por los elementos x, tales que x son elementos del conjunto A y x son elementos del conjunto B.

Ejemplo 1:

Sean los conjuntos:

A = {1, 2, 3, 4}

B = {3, 4}

Efectuar:

A ∩ B

Solución

A ∩ B = {3, 4}

ya que los elementos 3 y 4 pertenecen tanto al conjunto A como al conjunto B.

Los diagramas de Venn-Euler permiten visualizar el concepto de la intersección de los conjuntos, trazando líneas opuestas dentro de cada uno de los conjuntos. La intersección queda representada por las líneas cruzadas.

Dentro de la intersección de conjuntos se presentan tres casos:

1. Los dos conjuntos A y B son disjuntos. Esto quiere decir que ambos conjuntos carecen de elementos en común:

A ∩ B = ϕ

Representando en un Diagrama de Venn-Euler:

[image: image]

Figura 2.1

2. Si los conjuntos tienen elementos en común:

[image: image]

Figura 2.2

Se puede observar que la intersección de los dos conjuntos A y B es subconjunto del conjunto A y también subconjunto del conjunto B.

(A ∩ B) ⊂ A

(A ∩ B) ⊂ B

3. Uno de los dos conjuntos es subconjunto del otro.

Si A es subconjunto de B, todos los elementos de A pertenecen a B, entonces la intersección es el conjunto que está contenido.

[image: image]

Figura 2.3 A ∩ B = A

Propiedades de la intersección de varios conjuntos

La intersección de conjuntos tiene las siguientes propiedades:

a) A ∩ B = B ∩ A           es conmutativa.

En un Diagrama de Venn-Euler se representa:

[image: image]

Figura 2.4 A ∩ B = B ∩ A

b) (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)         es asociativa.

En un Diagrama de Venn-Euler se representa:

[image: image]

Figura 2.5

[image: image]

Ejemplo 2:

Sean los conjuntos:

A = {a, b, c, d}

B = {d, f, b, g}

Realizando la operación:

A ∩ B = {b, d}

Ejemplo 3:

Sean los conjuntos

K = {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13}

M = {x / x ∈ N, x < 10}

Como uno de los conjuntos está denotado en su forma de comprensión, para efectuar la operación se tienen que conocer los elementos de cada conjunto, es decir, transformarlo a su forma tabular:

M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

Al realizar la operación:

K ∩ M = {6, 7, 8, 9}

Unión de Conjuntos

La unión de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que pertenecen al conjunto A o al conjunto B o a ambos.


La unión se representa por el símbolo: ∪ 

Matemáticamente la definición puede expresarse como:
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