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PREFÁCIO


			A construção de uma teoria relativista da gravitação foi um dos objetivos a que se dedicou Einstein, entre 1907 e 1916, ano em que finalmente alcançou o seu objetivo. O resultado final ficou conhecido como Teoria da Relatividade Geral, ou alternativamente como Teoria de Gravitação de Einstein. A Relatividade Restrita (ou Especial), criada em 1905, aparece como um caso particular da teoria geral. A nova teoria passou por testes importantíssimos e decisivos, sobretudo ao explicar anomalias no movimento de Mercúrio e ao prever exatamente a deflexão da luz no campo gravitacional do Sol, hipótese confirmada em 1919, após célebre experiência realizada no Brasil, em Sobral (Ceará), levada a termo por um grupo internacional de astrônomos, cujo resultado, analisado pormenorizadamente, foi celebrado por Einstein. Em 1925, ao passar pela América do Sul, no Rio de Janeiro, ele declarou para um amigo e jornalista, e posteriormente escreveu a um jornal local (a comunicação original se perdeu, sem que viesse a ser publicada: Fonte – Museu do Eclipse): “A idéia que a minha mente formulou, foi comprovada no ensolarado céu do Brasil”. O aspecto mais revolucionário da Relatividade talvez seja não apenas a predição de fenômenos sutis, quanto os brevemente aqui descritos, mas o surgimento de exigências estéticas a condições e evidências fenomenológicas. O ponto de partida da teoria é de uma simplicidade exemplar: a igualdade entre massa inercial e massa gravitacional, o que implica o famoso princípio da equivalência.


			Logo após a sua formulação final, em 1916, e escrita das equações de campo, conhecidas como equações de Einstein, coube a Schwarzschild (1916) encontrar a famosa solução com simetria esférica, análoga ao potencial de Newton, que teria um papel importantíssimo no desenvolvimento da astrofísica relativista: em 1929, a construção (e a utilização) de telescópio de grande capacidade observacional permitiu ao astrônomo Edwin Hubble anunciar a lei de recessão das galáxias que, a posteriori, encontrou uma explicação no modelo do Big Bang (1972). Hubble percebeu, baseado na Relatividade Geral, que as galáxias distantes estariam distanciando-se da Terra mais rápido do que galáxias mais próximas. Só que elas não estavam em movimento: é que cada vez mais espaço está sendo criado entre os objetos. Em outras palavras, o universo está se expandindo, e esse fato é conhecido como Lei de Hubble. A Relatividade, portanto, passou a desempenhar papel importante para explicar fenômenos cosmológicos, como as possíveis origens do nosso universo. Mas há outras aplicações bem práticas, no cotidiano no século XXI, da Teoria de Einstein: pode-se citar o uso do GPS, essencial em localização, comunicação, aquisição e transmissão de dados, assim como toda a moderna comunicação sem fio, como smartphones, e, ainda, as portas giratórias.


			Este texto de conteúdo didático, em nível de pós-graduação, é o resultado de notas de aula do curso de Gravitação e Cosmologia que ministrei entre 1996 e 2012 para alunos do Programa de Pós-Graduação em Matemática e em Matemática Aplicada, da Unesp – São José do Rio Preto. O curso tinha por objetivos: i) apresentar a Teoria da Relatividade Geral de uma forma concisa e compreensível aos estudantes com formação em Física ou Matemática; e ii) propiciar detalhes técnicos avançados a todos que, direta ou indiretamente, tivessem algum interesse em especializar-se na teoria, quer por mera aquisição de conhecimentos, ou até mesmo para o desenvolvimento de pesquisas avançadas.


			No tópico introdutório, “Teoria da relatividade: uma introdução”, destinado àqueles com pouco ou nenhum conhecimento em Relatividade Geral, é feita uma breve apresentação sobre o Princípio da Relatividade, a Relatividade Especial, os Tensores e a Relatividade Geral. Para os que dispõem de uma base em Física Teórica, esse tópico pode ser omitido sem prejuízo dos capítulos que se seguem. O Capítulo 1 trata do “Limite newtoniano”, e mostra como, a partir de uma série de particularizações, a Teoria de Einstein reduz-se à Teoria de Newton. A solução de Schwarzschild, discorrida no Capítulo 2, solução particular das equações de Einstein, é apresentada num contexto que implicou quer no desenvolvimento de vários tópicos sobre a origem e evolução do universo, quer na validação da própria Relatividade Geral. O teste decisivo sobre a curvatura do espaço, que afeta a trajetória da luz vinda das estrelas, foi confirmado, cabe mencionar uma vez mais, após observação de um eclipse em Sobral, Ceará (1919). Finalmente, o Capítulo 3 lida com os “Buracos negros” previsíveis na Teoria de Einstein a partir da Solução de Schwarzschild. Sobre um aprofundamento da temática abordada neste texto, é recomendável ao leitor aprimorar-se no estudo das Geometrias Curvas, com ou sem Torção, em Topologia e em Cosmologia, tópicos que foram também abordados no Programa de Pós-Graduação em Matemática (Unesp –São José do Rio Preto), e em alguns dos cursos básicos que ministrei entre os anos de 1996 e 2012. Ao longo do texto são apresentadas sete Notas complementares, que têm o intuito de instigar a curiosidade do leitor, e, talvez, a sua motivação para estudos avançados sobre os temas ali discorridos.


			M. F. Borges


			Brasília, setembro de 2019.
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Teoria da Relatividade: uma introdução


			A gravidade permeia o universo. É ela que mantém unidos alguns bilhões de estrelas da nossa Via Láctea. É ela também que faz com a Terra movimente-se ao redor do Sol, e a Lua em volta da Terra; é ela, ademais, que faz com que as maçãs maduras e os aviões avariados caiam em direção ao solo. Três nomes ao longo da história destacam-se no desenvolvimento de uma teoria e compreensão sobre a gravidade: i) Galileu Galilei, que foi pioneiro a estudar o processo de queda livre e da queda num meio que oferece resistência; ii) Isaac Newton, que foi o primeiro a ter a noção da gravidade como uma força universal; e iii) Albert Einstein, que disse que a gravidade não é nada mais que a curvatura do continuum espaço-tempo quadri-dimensional.


			1) Primórdios: de Galileu e Newton, a Einstein


			1.1) O Princípio da Inércia


			Ao longo da história do desenvolvimento da Física, e principalmente no estabelecimento das leis da Mecânica, no século XVI, a escolha de um referencial é essencial para que se possam realizar medições e confirmação de previsões. As conclusões chegadas a partir das análises em um dado referencial devem necessariamente independer de sua escolha. A construção da assim chamada Mecânica Clássica, que teve os seus alicerces em Galileu e Newton, e o seu sustentáculo na “Lei de Inércia” assim enunciada:


			Postulado 1: “Lei de Inércia de Galileu-Newton”. Na Mecânica, um corpo suficientemente afastado de outros corpos deve permanecer em repouso ou em movimento retilíneo uniforme.


			Em Física, chama-se de um sistema de coordenadas no qual se verifica o postulado apresentado, de referencial de Galileu. Por um longo período de tempo, muitos se convenceram de que os fenômenos da natureza podiam ser representados apenas com o auxílio da Mecânica Clássica. Porém, com o desenvolvimento da eletrodinâmica e da óptica, foi se tornando cada vez mais claro que a Mecânica à la Newton era uma base insuficiente para a descrição de todos os fenômenos físicos. No século XIX, Poincaré dá um passo em direção à generalização da “Lei da Inércia de Galileu-Newton”, enunciando, da seguinte forma o Princípio da Inércia:


			Postulado 2: As equações que determinam as leis físicas permanecem invariantes quando determinadas em referenciais fixos ou em referenciais que realizam movimentos de translação uniforme.


			Os referenciais nos quais a “Lei da Inércia de Poincaré” é válida são chamados de Referenciais inerciais. A “Lei da Inércia de Poincaré”, apresentada no Postulado 2, além de incorporar a “Lei de Inércia de Galileu-Newton”, como uma sua extensão, também introduz a possibilidade de se considerar referenciais acelerados, o que é fundamental para o estabelecimento do Princípio de Equivalência na Teoria da Relatividade, como estudar-se-á logo adiante. Por exemplo, em se considerando um corpo em queda livre e um referencial cuja origem é dada por esse corpo, o movimento do corpo em relação a esse referencial será uniforme.


			A “Lei de Inércia de Galileu-Newton” admite o que chamar-se-á de Referenciais equivalentes, porquanto: ao considerar-se A como um sistema de coordenadas de Galileu, então qualquer outro sistema de coordenadas B em movimento de translação uniforme será também um sistema de Galileu. Tanto em A quanto em B as leis da Mecânica são válidas. A e B são, portanto, Referenciais equivalentes. A partir do Postulado de Poincaré (Postulado 2), cabe uma modificação de significado de Referenciais equivalentes com o intuito de ampliar o escopo do “Princípio de Inércia de Poincaré” para pontos de massa m num campo gravitacional. Considerando-se um ponto de massa m movendo-se e, em anexo a ele, em cada instante de tempo, um referencial inercial que tem o ponto m como origem. Se o ponto de massa m não está sujeito a interações (perturbações) com outros corpos, pode-se reestabelecer o “Princípio de Inércia”, agora com um escopo ampliado:


			Postulado 3: Se um segundo Referencial equivalente é anexo a esse ponto de massa m em movimento, então, em cada instante de tempo, a velocidade no ponto de massa, no referencial de Galileu, é constante.


			O Postulado 3 passa, então, a ser, agora, considerado como o “Princípio de Inércia”. Ele proporciona, por exemplo, o uso de conceitos como o de Referencias móveis, desenvolvido em 1923 por Elie Cartan, a ser brevemente estudado em um outro tópico deste texto. Os Referenciais móveis instigaram Cartan a construção de novas geometrias a partir de uma teoria geral das conexões, incluindo a conexão afim. A conexão pode ser entendida, informalmente, como um tipo de comunicação entre dois sistemas de referência. O conceito geométrico de conexão, como ver-se-á mais adiante, é fundamental na obtenção e interpretação puramente geométrica dos resultados mais importantes da Relatividade Geral, como a Curvatura do Espaço-Tempo, e as Equações de Einstein. Ademais, a partir da noção geométrica de Cartan, é possível também introduzir no Espaço-Tempo o conceito geométrico de torção. Elie-Cartan salientou ao próprio Einstein, numa sequência de correspondências, que anos mais tarde foram coletadas e deram ensejo a um livro hoje famoso, intitulado The Einstein – Cartan Letters (DEBEVER, 2015), sobre a importância do uso da torção (diferente de zero), numa extensão da representação geométrica do Espaço-Tempo. É fato histórico que Einstein não aceitou as muitas alegações de Cartan sobre o uso e a importância da torção em sua teoria, fato que, mais tarde, seria mostrado ser crucial para a extensão da Teoria da Relatividade em um contexto de possível unificação das leis da Física. Regge e Neeman (1978), Trautman (1975), Borges (1996), Borges e Masalskiene (1999), dentre outros, mostraram a importância do conceito de torção no Espaço-Tempo, e como a torção pode estar relacionada com o Spin (momento angular intrínseco) da matéria.


			1.2) A Relatividade Especial


			Em 1905, Albert Einstein publicou cinco artigos e, dentre eles, o nominado “Sobre a Eletrodinâmica dos Corpos em Movimento”, que deu origem à Teoria Especial da Relatividade (EINSTEIN, 2008). Nesse trabalho, ele considerou que a velocidade da luz é a mesma para qualquer referencial inercial, o que implicou sérias modificações nas concepções de tempo e espaço aceitas na época. Einstein enunciou dois postulados:


			Postulado 4 (Princípio da Relatividade): As leis da Física são iguais em qualquer referencial inercial, ou seja, não existe um referencial inercial preferencial.


			Postulado 5: A luz sempre se propaga no espaço vazio com uma velocidade definida, cujo módulo é independente do estado de movimento do corpo emissor.


			A constância da velocidade da luz é sustentada pela célebre experiência de Michelson-Morley, que explica a invariância das equações de Maxwell por um sistema de transformações de coordenadas que logo viriam a se chamar Transformações de Lorentz, em homenagem ao físico-matemático H. Lorentz, que primeiro as deduziu, anos antes de Einstein.


			O primeiro postulado está associado diretamente às leis da Mecânica, da Termodinâmica, da Óptica e do Eletromagnetismo, ou seja, é uma generalização do princípio da Relatividade de Galileu e de Newton que se aplica à Mecânica, e segue o Princípio de Poincaré. O segundo postulado gerou, dentre algumas consequências, a de que nenhuma partícula pode se deslocar com velocidade superior à velocidade da luz.


			Seria importante destacar, a esse ponto, uma curiosidade histórica.


			Nota Complementar 1: Sobre os trabalhos de Einstein: curiosidade histórica


			Muito embora o trabalho de 1905 tenha uma forte sustentação teórica em resultados obtidos previamente, notadamente por Lorentz e Poincaré, não há, por parte de Einstein, nenhuma menção (citação) a esses em seu seminal artigo, o que hoje poderia parecer um descuido não intencional face às não facilidades à época do uso de meios de comunicação e de informação. É importante assinalar que não havia em outros tempos (tanto quanto, quiçá, mesmo nos anos que antecederam e marcaram o início do século XX), a preocupação quanto aos direitos autorais de uma obra. Há dois casos emblemáticos na história que exemplificam bem e ajudam-nos nesse entendimento: I) o primeiro deles vem da Grécia Antiga, onde encontram-se as sementes da nossa mitologia, filosofia, sistemas e governo, táticas de guerra, grandes explorações marítimas, e por que não o nascedouro de algumas das nossas ideias científicas, a partir dos trabalhos de Arquimedes, Aristóteles, Platão e tantos outros. Muito desse conhecimento está sintetizado nas obras Ilíada (escrita no século VIII a. C.) e Odisseia (escrita entre os séculos VIII a.C. e VI a.C.), considerados os primeiros textos da literatura ocidental. É irrelevante, dada a importância das obras, discutir se Homero, suposto autor dois textos, existiu ou não. De qualquer forma é impossível que apenas uma pessoa pudesse imaginar todos os dramas, tragédias e personagens que desfilam pelos versos que nos maravilham há mais de 3 mil anos. É provável que essas narrativas são um apanhado de contos regionais que eram transmitidos oralmente por aedos, ou poetas, em comunidades do mar Egeu e até além, mas que encontraram em Homero um grau de elaboração, concisão e transmissão tal que a discussão sociopolítica e histórica alcançou um novo patamar, em uma busca subjetiva da humanidade; e II) o segundo pode ser o caso de Willian Shakespeare. Na época Isabelina, as peças de teatro pertenciam às empresas e não aos autores. Por isso há dificuldades, e não poucas discussões, sobre atribuir-se um drama a Thomas Kid (1558-1594), autor e dramaturgo inglês, ou a Shakespeare, a uma colaboração dos dois, ou ainda a um terceiro personagem desconhecido. O escrever de uma obra, naqueles tempos que parecem cada vez mais e mais distantes, dava-se num ambiente de amizade, de coleguismo: não se pensava que uma obra pudesse fazer famoso ou glorificar a um nome.


			1.3) O Espaço-Tempo de Minkowski


			Na Teoria da Relatividade Restrita o conjunto dos eventos físicos se desenvolve no âmbito de um contínuo, dito Espaço-Tempo M, de Minkowski. Os elementos desse espaço-tempo são chamados eventos e são caracterizados por coordenadas espaciais x, y, z, e pelo tempo t, tal que x = x1, y = x 2, z = x3, t = x 4 (x μ, μ = 1, 2, 3, 4). Cada fenômeno físico se pode representar como uma sucessão de eventos em M. O espaço-tempo contém matéria e cabe à física estudar suas propriedades. Como coordenada temporal, se introduz alternativamente x 0 = ct, onde c é a velocidade da luz no vácuo. Neste caso os índices μ assumem os valores 0, 1, 2, 3. Essa nova linguagem matemática, ou a representação física a partir da qual pode-se expressar a Teoria da Relatividade Especial, conhecida agora por Espaço-Tempo, criada por Hermann Minkowski em 1908 e, portanto, após a criação da Relatividade Especial, é tal que os doravante exibidos conceitos de espaço e tempo, que brotaram do solo da física experimental (Experiência de Michelson-Morley), são agora radicais, em um contexto que o espaço isolado e o tempo isolado estão destinados a esvaírem-se, e somente uma espécie de união dos dois preservará uma realidade independente (PAIS, 2016). O mesmo contínuo espaço-tempo pode ser descrito por infinitos observadores diversos, ditos inerciais, cujo movimento recíproco é retilíneo e uniforme. Para esses observadores, vale o Principio de Inércia, isto é, um corpo sobre o qual não age força, se move de modo retilíneo e uniforme.


			Sejam, portanto, A E B observadores inerciais genéricos e P um evento genérico de coordenadas x μ A e x μ B respectivamente em A e B. É ainda um fato empírico que a relação entre x μ A, x μ B é unívoca e linear, isto é, do tipo:


			x μ A = Λ μ β ( A, B ) x β B + Ξ μ ( A,B) , (i)


			onde o Λ μ β, e o Ξ μ são coeficientes constantes que dependem de A e B. Os Λ μ β vinculados à condição:


			Λ μ β Λ γ δ η μ γ = η β δ , (ii) sendo ,


			η 0 0 = - 1 ; η 1 1 = η 2 2 = η 3 3 = 1 ; η μ β = 0 , se μ ≠ β. (iii)


			Em todas as expressões, são omitidos os símbolos da soma sobre índices repetidos. É fácil verificar que a partir das condições (i) e (ii), tem-se a invariância da forma quadrática:


			ds 2 = η μ β dxAμ dxA β (iv) , isto é :


			η μ β dxAμ dxAβ = η μ β dxBμ dxB β


			Essa invariância significa, do ponto de vista físico, que a velocidade da luz no vácuo é independente dos observadores inerciais. Sejam, de fato, P1 e P2 dois eventos de coordenadas respectivamente x μ e ( x μ + dx μ ), tal que a correspondente forma ds 2 seja nula:


			( dx0 ) 2 = (dx1 ) 2 + (dx2 ) 2 + (dx3 ) 2; dividindo a última equação por (dt)2, obtém-se:


			C 2 = (dx1 / dt ) 2 + (dx2 / dt ) 2 + (dx3 / dt ) 2 = Σ i ( dxi / dt) 2 ; i=1,2,3.


			Na última equação, um sinal que parta de P 1, no tempo t chega em P 2 no tempo (t + dt) viajando a uma velocidade da luz no vácuo (c=299.792,5 Km/s). Sob a condição (ii), esta relação entre dois eventos não depende do sistema referencial, pois possui um significado absoluto. As (Λμβ ) são conhecidas como Matrizes de Lorentz e dependem de seis parâmetros reais (três ângulos de Euler que exprimem a inclinação relativa dos eixos espaciais de A e B, e as três componentes da velocidade relativa entre A e B). O conjunto de matrizes (Λμβ) forma um grupo chamado de Grupo de Lorentz, SO (3,1). Em (i), levando-se em consideração que Ξ μ ≠ 0, se obtém a transformação não homogênea de Lorentz (i), dependendo de 10 parâmetros, conhecida também por transformação P ou, Transformação de Poincaré, em uma nomenclatura mais moderna e historicamente correta. O conjunto das transformações de Poincaré (P) forma um grupo, O Grupo de Poncaré. O grupo de Lorentz é um caso particular do Grupo de Poincaré, quando Ξ μ = 0. O espaço - tempo de Minkowski é, portanto, o espaço linear a quatro dimensões com a estrutura adicional da forma quadrática (iv). Se esta fosse definida positiva, o espaço assim obtido seria aquele euclidiano a quatro dimensões; não neste presente caso, uma vez que (iii) e (iv) definem uma métrica dita pseudo-euclidiana.


			Nada nos impede, como observação, de considerar no espaço de Minkowski tais observadores A e B, agora não inerciais, cujas coordenadas xμA e xμB pelo mesmo evento são ligadas pelas relações não mais lineares, do tipo:


			xμA = f μ ( x0B , x1B , x2B , x3B ), (V)


			, que substituem (i). Para um observador não inercial A, a forma quadrática ds2 não é mais dada por (iv), mas assume a forma:


			ds 2 = gμβ ( x0A , x 1A , x 2A , x 3A , A ) dxμA dxβA (VI)


			Na última equação os gμβ (XA , A) são funções que dependem da escolha das coordenadas Xμ A, e por conseguinte, do observador A. Além disso, em geral, não se espera aqui que Xμ A sejam coordenadas que cubram todo o espaço M; se considerarmos, por exemplo, o seguinte caso particular:


			X0A = X0B , X1A = ( X1B )2 , X2A = X2B , X3A = X3B;


			é evidente que , embora os xμB descrevem todo o M , os xμA cobrem apenas o subespaço x1A > 0.


			O espaço-tempo de Minkowski é um caso muito particular de uma Variedade Diferencial Riemanniana, ou melhor, pseudoriemanniana (a métrica (iii) é não positiva; η00 = - 1). A variedade é um espaço matemático; o estudo das variedades, em especial da Variedade Diferencial Riemanniana, é essencial para a Relatividade Geral. Retornaremos brevemente uma definição formal sobre variedades e variedades Riemannianas, em uma seção subsequente desse capítulo, que versará sobre Relatividade Geral.


			Para melhor explicitar como aparecem na física as matrizes do tipo Λ μ β, considere um exemplo bem simples. Como já mencionado, admite-se que os eventos físicos tratados no âmbito da Relatividade Especial se desenvolverão em um espaço-tempo M, dito espaço-tempo de Minlowski, cujos elementos se caracterizam por 3 coordenadas espaciais (x, y, z) e o tempo (t). Cada fenômeno fisico se representará por uma sucessão de eventos em M, ou seja, M será visto como uma sucessão contínua de R 3, ao longo do tempo. Por conseguinte, seja O um sistema inercial qualquer. Outro sistema, do tipo O‘ será caracterizado como de origem O‘, com suas três novas coordenadas espaciais, além de 3 ângulos inclinados em relação a O. Consideremos a existência de 2 observadores, localizados um no referencial O e outro em O‘. Para fins de simplificação, consideremos que O‘ se movimenta em relação a O com velocidade V somente ao longo da coordenada x, e que os sistemas tenham eixos paralelos e origem comum no tempo t=0. Podemos assim definir uma transformação Λ que possibilite definir as novas coordenadas em função das antigas, ou vice-versa:
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