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    1 INTRODUÇÃO





    Quero fazer um relato de como foi todo o processo para chegar ao entendimento de que as simples atividades, que tanto me auxiliaram como aluno, tornaram-se objeto do trabalho em questão.




    Iniciei o curso de licenciatura em Matemática no ano 1999 na Universidade Federal do Espírito Santo – UFES (no campos de São Mateus). Matemática era a matéria com a qual eu mais me identificava enquanto aluno da educação básica, pois sempre tive muito sucesso com os números e raciocínio lógico. Ao longo do curso foram vários desafios enfrentados em termos de aprender a estudar e de como estudar, tive a oportunidade de conhecer e conviver com vários colegas os quais tornaram essa trajetória de curso mais tranquila e prazerosa. Enquanto era aluno do curso de licenciatura em Matemática tive a oportunidade de participar de vários eventos dos quais os alunos da Universidade Federal do Espírito Santo UFES eram convidados a participar. Um desses eventos foi a bienal de Matemática onde eram ministrados vários minicursos e um desses cursos que merece destaque foi o de inteligência artificial.




    Em uma das mostras deste evento fui apresentado ao jogo de NIM, este jogo consiste em retirar palitos previamente organizados em fileiras ou em grupos, a quantidade de palitos é definida pelos próprios jogadores, O perdedor é aquele que retirar o último palito da mesa. Em algumas variações deste jogo também acontece de quem retirar o último palito seja o vencedor, isso varia de acordo as regras preestabelecidas pelos competidores.




    Desde a minha infância o jogo era algo muito presente e frequente em minha vida, a minha família tinha e tem apreço por um bom jogo de raciocínio lógico, então frequentemente estávamos reunidos praticando algum. Portanto como um bom jogador aquele jogo ali apresentado e aparentemente bem simples me chamou muito atenção.




    Ainda durante o período do curso de licenciatura tive a oportunidade lecionar Matemática em uma escola pública, tudo muito novo e desafiador, mas estava muito empolgado, pois aquela era a oportunidade de colocar em prática o que eu vinha aprendendo durante o curso.




    Ensinar Matemática para alunos da educação básica não é uma tarefa fácil, pois manter a atenção destes, possibilitar com que eles aprendam e tenham gosto pelo conteúdo é desafiador. Precisava então de algo a mais, surgiu-me a ideia de colocar em prática o jogo do NIM levando em conta a necessidade de cativar os alunos e assim despertar o interesse deles.




    No ano de 2004 concluí o curso de licenciatura em Matemática e essa prática do jogo do NIM se tornou comum em todas as escolas que trabalhei, aplicando esta alternativa didática nas turmas que lecionava. Durante todo esse período como professor de Matemática sempre tive muito apreço pela educação e como apreciador da disciplina de Matemática tinha vontade de fazer mestrado. Decidi então, ingressar no ”Mestrado Profissional em Matemática em Rede Nacional PROFMAT” pela Universidade Federal do Vale do Jequitinhonha – UFVJM. Ingressei no mestrado no ano de 2017 cursei quase todas as matérias, mas não obtive êxito no exame nacional de qualificação (ENQ). No ano seguinte tentei ingressar novamente, mas não fui aprovado. Em 2019 e 2020 o PROFMAT não foi ofertado, mas em 2021 realizei novamente o exame de acesso e fui aprovado.




    Neste período me via em dois mundos, aluno do mestrado em Matemática pela (UFVJM) e professor de Matemática da educação básica no município de Nanuque – MG, me deparando novamente com uma situação desafiadora. Ao longo do ano letivo de 2022 por conta de uma superlotação de sala foi necessário fazer uma divisão de turmas. Feita a divisão uma das turmas passou a ser minha, encontrei muita resistência por parte dos alunos, pois os alunos tinham convívio e muito carinho pela professora anterior. Foi um desafio constante ganhar a confiança dos alunos, manter um ambiente tranquilo e com aprendizagem satisfatória. Foram muitas reclamações partidas dos educandos, pois estes não estavam nada satisfeitos de não estarem estudando com sua antiga professora.




    Eu precisava conquistar os alunos, obter a confiança e parceria deles. Ao longo dos meus anos em sala de aula e experiencia profissional já tinha passado outras vezes por momentos parecidos com estes, e sempre que isso acontecia eu tinha como prática usar alguns jogos que despertavam o interesse desses estudantes, como, por exemplo, o xadrez.




    É notório o quanto os jogos contribuem para o enriquecimento das aulas, por meio deles os alunos se mostram mais interessados em participar.




    O jogo na escola apresenta benefício a toda criança, um desenvolvimento completo do corpo e da mente por inteiro. Por isso, na atividade lúdica, o que importa não é apenas o produto da atividade que dela resulta, mas a própria ação, momentos de fantasia que são transformados em realidade, momentos de percepção, de conhecimentos, momentos de vida.




    Usando mais uma vez dessa minha experiência, recorri aos jogos. Iniciei então com o jogo do NIM, para trabalhar as e pela primeira vez vi empolgação nos olhos deles, senti que algo havia mudado e que aquele era o caminho que eu deveria percorrer. Durante as aulas pude desenvolver várias estratégias em relação ao jogo, como as disputas entre aluno e aluno, aluno e professor. Os alunos estavam mais participativos, sentir então a necessidade de propor algo a mais para eles, desenvolvi o Bingo Matemático, levando em conta a dificuldade que estes apresentavam nas quatro operações.




    Desta forma, usando o bingo normal, mas ao invés de cantar a pedra 15, por exemplo, fazia: eu cantava 3 vezes 5, quando saia a pedra 4, eu cantava 20 dividido por 5 e assim por diante, era empolgante ver a participação deles. A turma que antes não estava satisfeita com as minhas aulas, já se mostrava empenhada, tinha concentração nos exercícios propostos, estava mais atenta durante explicação do conteúdo e isso tudo era reflexo da metodologia adotada através do o jogo do NIM e o Bingo Matemático.




    Eram frequentes os comentários na escola, os colegas relatava que os alunos estavam ansiosos esperando a minha aula. Percebi que a minha própria prática pedagógico era um objeto de estudo.




    A reflexão sobre a prática não resolve tudo, a experiência refletida não resolve tudo. São necessárias estratégias, procedimentos, modos de fazer, além de uma sólida cultura geral, que ajudam a melhor realizar o trabalho e melhorar a capacidade reflexiva sobre o que e como mudar (LIBÂNEO; OLIVEIRA; TOSCHI, 2005).




    Posso dizer que recorrer aos jogos em sala de aula foi sem dúvida uma estratégia vencedora. Isso tudo me motivou como professor e, como aluno, me trouxe a possibilidade de dissertar sobre o jogo do NIM e o Bingo Matemático como um recurso metodológico no ensino aprendizagem da Matemática e assim contribuir para uma educação de qualidade de maneira lúdica, prazerosa e eficaz.




    O trabalho está organizado em cinco capítulos: introdução, revisão de literatura, referencial teórico, metodologia e conclusão.




    O primeiro apresenta um relato pessoal da minha trajetória no âmbito educacional.




    O segundo faz uma abordagem da construção dos números naturais usando os axiomas de Peano, utilizando essa matemática pura para a explicação dos algoritmos das operações básicas no ensino fundamental.




    O terceiro capítulo fala sobre o uso dos jogos no processo de ensino aprendizagem.




    O quarto capítulo são amostras de alguns jogos que podem ser aplicados por professores durante as suas aulas.




    O quinto capítulo faz uma reflexão sobre a prática educacional centrada no educando e expectativa de que esse trabalho possa ser replicado por outros profissionais no ambiente escolar.


  




  

    2 REVISÃO DE LITERATURA





    2.1 Introdução dos Números Naturais





    Neste capítulo faremos uma abordagem sobre o contexto dos números naturais com base nos axiomas de Peano, e propriedades que fundamentam esse assunto afim de compreendermos o princípio das operações básicas e de como estas podem ser colocadas em prática na elaboração de material pedagógico. A principal referência desse capítulo é (HEFEZ, 2011). Usaremos também outros autores que citaremos quando necessário. Além disso, todas as tabelas nesse trabalho foram elaboradas no Látex pelo próprio Autor.




    Segundo (IFRAH, 1989) a origem dos números surgiu a partir da necessidade de o homem quantificar objetos há mais de 30 mil anos. Neste período era utilizado vários artifícios para fazerem essas representações de quantidade como, por exemplo: pedras, traços marcados em árvores, ossos de animais, nós em cordas entre outros. Ao longo do tempo essas representações foram sendo aperfeiçoadas, pois, as pessoas passaram a conviver em grupos maiores portanto cada grupo desenvolvia seu próprio método de representar quantidades, isso deixa claro que os números não foram criados por uma só pessoa e sim por várias tribos que sentiam a necessidade de representar os objetos, criações, mercadorias e várias outras coisas.




    Segundo (SANTOS; VALE, 2006) os hindus inventaram um sistema de numeração, por volta do século VI, sendo difundido pela Europa Ocidental provavelmente através dos árabes. Esse sistema hindo-arábico são os algarismos que utilizamos hoje.




    Segundo (PIRES, 2004) Mohammed ibu-Musa al-Khowarizmi, matemático árabe, descreveu em seu livro adição e subtração, de acordo com o cálculo hindu a possibilidade de representar qualquer número utilizando apenas 10 símbolos, chamados de algarismos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0).




    Segundo (LIMA et al., 1997) do ponto de vista do ensino básico, não tem cabimento expor a Matemática sob forma axiomática, mas é necessário que o professor saiba que ela pode ser organizada sob a forma axiomática.




    Praticamente todos os livros de matemática usados nas escolas brasileiras consideram 0 (zero) como o primeiro número natural (consequentemente 1 é o segundo, 2 é o terceiro, e assim por diante). A opção por adotar 0 (zero) ou 1 (um) como ponto de partida é uma questão de conveniência, aqui vamos adotar o 1 como ponto de partida.




    Os números naturais podem ser demonstrados como consequência dos axiomas de Peano. Um engenhoso processo, chamado sistema de numeração decimal, permite representar todos os números naturais com o auxílio dos símbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Além disso, os primeiros números naturais têm nomes: o sucessor do número um chama-se dois, o sucessor de dois chama-se três, etc.




    2.2 Axioma de Peano





    O matemático italiano Giuseppe Peano constatou que se podia elaborar toda a teoria dos números naturais a partir de quatro fatos básicos, que atualmente são conhecidos como os axiomas de Peano, são eles:




    Axioma 2.2.1. Axiomas de Peano:




    I) Todo número natural tem um único sucessor;




    Esse axioma nos diz que se n é um número natural, então n + 1 é o sucessor de n.




    II) Números naturais diferentes têm sucessores diferentes;




    Esse axioma nos diz que, se n e m são números naturais, e m difere de n, então n + 1 difere de m + 1.




    III) Existe um único número natural, chamado de um e representado pelo símbolo 1, que não é sucessor de nenhum outro;




    Esse axioma nos diz que, se n é um número natural, então n + 1 difere de 1. O número 1 não é sucessor de nenhum número natural, assim representa o ponto de partida, isto é, N = {1, 2, 3, · · ·}.




    IV) Seja X um conjunto de números naturais com X ⊂ N. Se 1 ∈ X e se, além disso, todo sucessor de X pertence a X, então X = N.




    Este último é chamado de axioma da indução, uma ferramenta matemática muito útil na demonstração de diversos resultados sobre números naturais.




    A seguir vamos introduzir Transitividade, Tricotomia e Monotonicidade, que são as operações ordem nos números naturais.




    2.3 Operações nos naturais





    Dados m, n ∈ N, diz-se que m é menor do que n, e escreve-se m < n, quando existe algum p ∈ N, tal que n = m + p. Isto quer dizer que n é sucessor do sucessor ... do de m.




    A relação m < n tem as seguintes propriedades:




    1. Transitividade: Se m < n e n < p, então m < p;




    Demonstração: Se m < n e n < p, então n = m + q, p = n + r, logo p = (m + q)+ r = m + (q + r), portanto m < p.




    2. Tricotomia: Dados m, n, p, q ∈ N, vale uma, e somente uma, das alternativas: m = n, m < n ou n < m;




    Demonstração: Se tivéssemos m < n e m = n, então seria m = m + p, donde m + 1 = m + p + 1 e, cortando m, concluiríamos que 1 = p + 1, um absurdo, pois 1 não é sucessor de p. Portanto, m < n (e analogamente, n < m) é incompatível com m = n.




    Do mesmo modo, se tivéssemos m < n e n < m, então teríamos n = m + p e m = n + q, do que resultaria n = n + q + p, logo n + 1 = n + q + p + 1 e, cortando n, concluiríamos que 1 = q + p + 1, um absurdo.




    3. Monotonicidade: Dados n, m ∈ N são tais que m < n então, para qualquer p ∈ N, tem-se m + p < n + p e m · p < n · p.




    Demonstração: Se m < n significa n = m + q para algum q ∈ N, logo n + p = (m + q) + p e daí m + p < n + p. Analogamente, quanto a multiplicação, n = m + q implica n · p = m · p + q · p então n · p > m · p.




    2.3.1 Princípio da boa Ordenação




    O princípio da boa ordem é equivalente ao princípio de indução, dessa forma, não existe um número natural entre um número natural e seu sucessor, e o número 1 é o menor elemento dos números naturais.




    O princípio da boa ordenação desempenha um papel muito importante em muitas demonstrações, que em geral, são feitas por redução ao absurdo.




    O método de redução ao absurdo é um método de prova matemática para validar se uma proposição do tipo: P ⇒ Q é verdadeira. Consiste no seguinte argumento: supomos que Q é falsa e provamos que então P também o é. Como? Em geral, derivando uma “contradição” ou um “absurdo”, isto é, algo incompatível com a veracidade assumida de P. (TAVARES; GERALDO, 2017).




    Todo subconjunto não-vazio com X ⊂ N possui um menor elemento. Isto significa que existe um elemento m0 ∈ X que é menor do que todos os outros elementos de X.




    Dizemos que um subconjunto X ⊂ N é indutivo quando n ∈ X ⇒ n + 1 ∈ X, ou seja, quando X contém o sucessor de cada um de seus elementos. O princípio da indução afirma que se um conjunto indutivo X contém o número 1, então X contém todos os números naturais.




    Vamos usar o princípio da boa ordenação para provar que se um conjunto indutivo X contém o número a, então X contém todos os números naturais maiores do que a.




    Suponhamos, por absurdo, que existam números naturais maiores do que a que não pertencem ao conjunto indutivo X . Seja b o menor desses. Como b > a, podemos escrever b = c + 1, onde, pela definição de b, tem-se necessariamente c ∈ X . Mas, como X é indutivo, isto obriga que b = c + 1 ∈ X, o que é uma contradição.




    A seguir vamos introduzir a adição e a multiplicação, que são as operações fundamentais definidas nos números naturais.




    2.3.2 Adição e Multiplicação




    A operação de adição, nos números naturais, é definida a partir da ideia de sucessor. Se n é um número natural, então n + 1 é o sucessor de n.




    Sejam m, n ∈ N, a soma m + n é o número natural que se obtém a partir de m aplicando-se n vezes seguidas a operação de tomar o sucessor.




    Definimos também a igualdade m + (n + 1) = (m + n) + 1.




    Quanto a` multiplicação, se m, p, n ∈ N, temos por definição m · 1 = m e m · (n + 1) = m · n + m · 1. Quando p ̸= 1, n · p é a soma de p parcelas iguais a n. Quaisquer que sejam os naturais a, b, c e d, tem-se:




     Propriedades da Adição:




    Para demonstrar as propriedades da adição usaremos o princípio da indução (Axioma IV de Peano).




    PAA) Associatividade: m + (n + p) = (m + n) + p, para quaisquer m, n e p ∈ N;




    Fixamos, arbitrariamente m, n ∈ N. Sabemos que m + (n + p) = (m + n) + p é verdadeira quando p = 1, por definição.




    Supondo verdadeira para p ∈ N, mostraremos que é verdade para p + 1. Temos:




     m + [n + (p + 1)] = m + [(n + p) + 1] = [m + (n + p)] + 1 = [(m + n) + p] + 1 = (m + n) + (p + 1).




    Segue-se então que a lei associativa m + (n + p) = (m + n) + p é para válida para quaisquer m, n e p ∈ N.




    PAC) Comutatividade: m + n = n + m, para quaisquer m, n ∈ N;




    Usaremos duas vezes o princípio da indução. Primeiro consideramos o caso em que n = 1. A igualdade de m + 1 = 1 + m é obviamente verdadeira quando m = 1.




    Supondo-a válida para um certo valor de m, tem-se a hipótese de indução m + 1 = 1 + m. Somando 1 a ambos os membros desta igualdade e usando a associatividade, temos (m + 1) + 1 = (1 + m) + 1 = 1 + (m + 1).




    Segue-se que m + 1 = 1 + m para todo m ∈ N.




    Admitamos agora que m + n = n + m seja válido para um certo n e mostraremos que isto é válido para n + 1. Com efeito, temos




     m + n = n + m ⇒ (m + n) + 1 = (n + m) + 1 ⇒ m + (n + 1) = (n + m) + 1 = 1 + (n + m) = (1 + n) + m = (n + 1) + m.




    Segue-se que m + n = n + m para quaisquer m, n ∈ N.




    PAL) Lei do corte: Para quaisquer m, n e p ∈ N, se m + p = n + p, então m = n.




    Se p = 1, então m + 1 = n + 1 ⇒ m = n (Axioma II, de Peano). Supondo válida para um certo p, mostraremos que se pode também cortar p + 1. Admitamos que se tenha m + (p + 1) = n + (p + 1). Pela associatividade, temos (m + p) + 1 = (n + p) + 1 ⇒ m + p = n + p ⇒ m = n.




     Propriedades da Multiplicação:




    Após cada propriedade, demonstraremos e novamente usaremos a indução.




    PMD) A multiplicação é distributiva com relação à adição: m · (n + p) = m · n + m · p, para quaisquer m, n ∈ N;




    Fixamos, arbitrariamente m, n ∈ N, e fazemos indução sobre p.




    Para p = 1, m(n + 1) = m · n + m · 1 é verdadeira, por definição. Supondo verdadeira para p ∈ N, mostraremos que é verdade para p + 1. Temos:




     m[n + (p + 1)] = m[(n + p) + 1] = m(n + p) + m · 1 = m · n + m · p + m · 1 = m · n + (m · p + m) = m · n + [m(p + 1)].




    PMC) Comutatividade: m · n = n · m, para quaisquer m, n ∈ N; Tomando m ∈ N, faremos indução sobre n.




    Sabemos que m · n = n · m é verdadeira quando n = 1, por definição.




    Supondo verdadeira para n ∈ N, mostraremos que é verdade para n + 1. Temos:




     m(n + 1) = (m · n) + m = (n · m) + m = (n + 1)m.




    PMA) Associatividade (m · n) · p = m · (n · p), para quaisquer m, n e p ∈ N; Fixamos m, n ∈ N e faremos indução sobre p.




    Sabemos que (m · n)p = m(n · p) é verdadeira quando p = 1, por definição.




    Supondo verdadeira para p ∈ N, mostraremos que é verdade para p + 1. Temos:




    (m · n)(p + 1) = (m · n)p +(m · n)1 = m(n · p) + m · n = m[(n · p) + n] = m[n(p + 1)].




    PML) Lei do corte: m · p = n · p, então m = n, para quaisquer m, n e p ∈ N; Fixamos m, n ∈ N e faremos indução sobre p.




    Para p = 1, temos que m · p = n · p ⇒ m = n




    Supondo que para p ∈ N, m · p = n · p ⇒ m = n é verdadeira, mostraremos que é verdade para p + 1. Temos:




     m(p + 1) = n(p + 1) ⇒ m · p + m = n · p + n. Por hipótese, m · p = n · p. Pela lei do corte da adição, temos m = n




    PMM) Monotonicidade: Se m < n, então m · p < n · p, para quaisquer m, n ∈ N.




    Se m < n, então existe k ∈ N tal que n = m + k ⇒ n · p = m · p + k · p ⇒ n · p > m · p, com p ∈ N.




    2.3.3 Divisibilidade




    No Bingo Tabuada e jogo do Nim, são trabalhadas as operações de multiplicação e divisibilidade que são propostas na sequência didática para o ensino fundamental.




    A relação da divisibilidade entre dois números naturais nem sempre é possível, mas quando não existir essa relação entre dois números naturais, clamaremos de divisão euclidiana que introduziremos logo após as demonstrações das propriedades da divisibilidade.




    Dados a e b números naturais, dizemos que a divide b, e representamos por a | b, se existe um número natural c tal que b = ac.




    Dizemos também que a não divide b, se não existe um c tal que b = ac.




     Propriedades da divisibilidade




    Vamos fazer as demonstrações após cada propriedade.




    Propriedades:




    Quaisquer que sejam os naturais a, b, c e d, tem-se:




    PD1) a | 0, 1 | a e a | a, se a ̸= 0;
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