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  Apresentação


  Muitos são os problemas de otimização na teoria e na prática. Um problema de otimização consiste em definir um objetivo a ser minimizado ou maximizado sujeito a um conjunto de restrições. Em uma linha clássica de problemas de otimização, são formulados o objetivo e as restrições por meio de equações matemáticas, gerando uma subárea da otimização que é a programação matemática. Nessa subárea, o grande destaque é a Programação Linear, na qual todas essas equações são lineares. O potencial dessa técnica é marcante pelo substancial número de aplicações.


  Este livro procura motivar e mostrar esse potencial da Programação Linear nos processos de tomada de decisão, gerando soluções ótimas para problemas práticos encontrados na indústria, na área econômica e social. Por meio de modelos clássicos e estudos de casos, a técnica é introduzida de forma simples e direta, permitindo ao leitor obter resultados pelo do uso de softwares disponíveis no mercado.


  O conteúdo do livro reflete a longa experiência do professor Darci, atuando no ensino e como consultor em empresas. Ele tem se dedicado durante anos à produção de textos didáticos, explorando ferramentas de auxílio à tomada de decisão, mostrando aos seus leitores a flexibilidade e aplicabilidade de modelos de otimização.
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  Geraldo Robson Mateus


  Professor Titular – Departamento Ciência da Computação
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  Prefácio


  A Programação Linear é uma técnica de planejamento considerada como das mais poderosas e capazes de produzir resultados expressivos em quase todo ramo da atividade humana. Seus benefícios são exatamente aqueles procurados por qualquer empresa: diminuição dos custos e aumento dos lucros. Em algumas empresas seu uso é frequente, e muitas vezes a encontramos embutida em rotinas diárias de planejamento por meio de aplicativos de informática.


  O objetivo deste livro é apresentar este assunto com ênfase maior em modelagem (ou em aplicações práticas da Programação Linear), pois esta nos parece a mais apropriada ao público-alvo deste livro: estudantes de graduação e profissionais da indústria. Esperamos que, com a ajuda deste livro, o leitor esteja apto a modelar e resolver problemas reais de média complexidade.


  Este livro é o resultado de uma longa experiência com o assunto, seja lecionando-o na Escola de Engenharia da UFMG (desde 1972), seja atuando como consultor na IBM, FDG, INDG ou DPI.


  Agradecemos as preciosas ajudas de Jeferson Teixeira Soares. Agradecemos, também, a Flávio Pizzato, da Produttare Com. e Repr. Ltda., a cessão da cópia de demonstração do Lingo e por preciosas dicas de conversão, ao Dr. Luis Cláudio M. Montenegro, da UFMG, pelas sugestões e auxílio na solução de exercícios e a Cláudia Werneck, do IGA-MG, pela confecção de um mapa.
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  Capítulo 1


  Conceitos básicos


  


  1 Conceitos básicos


  1.1 O que é programação linear?


  A PL é uma técnica de planejamento que se originou no final da década de 1941 e, com o surgimento do computador na década de 1950, encontrou o seu aliado natural, tendo então um desenvolvimento acelerado e sendo também muito difundida. Costuma-se dizer também que a PL é um tópico da ciência pesquisa operacional, a qual contém outros tópicos tais como teoria das filas, simulação, teoria dos jogos, programação dinâmica, PERT/CPM, etc. Estudos estatísticos têm mostrado que a PL é hoje uma das técnicas mais utilizadas da pesquisa operacional. É comum ver aplicações de PL fazerem parte de rotinas diárias de planejamento das mais variadas empresas, tanto nas que possuem uma sofisticada equipe de planejamento como nas que simplesmente adquiriram um software para alguma função de planejamento.


  Podemos conceituar a PL como a seguir:


  
    [image: ] A PL é uma técnica de otimização.


    [image: ] A PL é uma ferramenta utilizada para encontrar o lucro máximo ou o custo mínimo em situações nas quais temos diversas opções de escolha sujeitas a algum tipo de restrição ou regulamentação.

  


  Portanto, a PL é uma técnica de planejamento baseada em matemática e economia.


  É importante também esclarecer desde já que a palavra programação tem aqui o significado de planejamento. Fazemos isso para evitar a confusão com o termo programação de computadores, bastante utilizado atualmente na ciência da computação. Certamente a PL utiliza computadores para resolver seus problemas, mas é importante entender que a palavra programação tem significados diferentes nas duas ciências.


  1.2 Aplicações da PL


  Na prática a PL tem sido aplicada em áreas diversas como mostram os cenários seguintes:


  [image: ] Alimentação: Que alimentos as pessoas (ou animais) devem utilizar de modo que o custo seja mínimo, os nutrientes sejam nas quantidades adequadas e que também sejam atendidos outros requisitos tais como variedade entre as refeições, aspecto, gosto, etc.?


  [image: ] Rotas de transporte: Qual deve ser o roteiro de transporte de veículos de carga de modo que entreguem toda a carga no menor tempo e no menor custo total?


  [image: ] Manufatura: Qual deve ser a composição de produtos a serem fabricados por uma empresa de modo que se atinja o lucro máximo, sendo respeitadas as limitações ou as exigências do mercado comprador e a capacidade de produção da fábrica?


  [image: ] Siderurgia: Quais minérios devem ser carregados no alto-forno de modo a se produzir, ao menor custo, um determinado aço dentro de determinadas especificações de elementos químicos?


  [image: ] Petróleo: Qual deve ser a mistura de petróleo a ser enviada para uma torre de craqueamento para produzir seus derivados (gasolina, óleo, etc.) a um custo mínimo? Os petróleos são de diversas procedências e possuem composições diferentes.


  [image: ] Agricultura: Que alimentos devem ser plantados de modo que o lucro seja máximo e sejam respeitadas as características do solo, do mercado comprador e dos equipamentos disponíveis?


  [image: ] Carteira de investimentos: Quais ações devem compor uma carteira de investimentos de modo que o lucro seja máximo e sejam respeitadas as previsões de lucratividade e as restrições governamentais?


  [image: ] Mineração: Em que sequência devem-se lavrar blocos de minério abaixo do solo, dados sua composição, seu posicionamento e os custos de extração?


  [image: ] Localização industrial: Onde devem ser localizadas as fábricas e os depósitos de um novo empreendimento industrial de modo que os custos de entrega do produto aos varejistas sejam minimizados?


  Os cenários acima são os mais conhecidos, mas a PL não se limita a eles. Seria possível citar aqui inúmeros outros cenários, mas isso desfocaria o objetivo deste momento. No final deste capítulo oferecemos uma visão ampliada das áreas de aplicação da PL.


  1.3 A abordagem da PL


  Para melhor entender como a PL aborda um problema real, vejamos alguns exemplos clássicos: alocação de pessoas, formulação de ração e transporte.


  1.3.1 Alocação de pessoas em uma fábrica


  Consideremos uma fábrica de rádios que possui duas linhas de produção:


  [image: ] Rádios standard


  [image: ] Rádios luxo


  Com relação aos rádios standard, temos as seguintes informações:


  [image: ] A linha de produção comporta um máximo de 24 pessoas;


  [image: ] Cada rádio consome 1 homem/dia para ser produzido;


  [image: ] Cada rádio fornece um lucro de R$ 30,00.


  Para os rádios luxo:


  [image: ] A linha de produção comporta um máximo de 32 pessoas;


  [image: ] Cada rádio consome 2 homens/dia para ser produzido;


  [image: ] Cada rádio fornece um lucro de R$ 40,00.


  Além disso, devemos informar que a fábrica possui um total de 40 empregados a serem alocados nas duas linhas de produção. O objetivo do dono da fábrica é maximizar o lucro diário.


  Analisando melhor os dados, podemos observar que:


  [image: ] As duas linhas podem receber um máximo de 56 pessoas, mas a fábrica possui somente 40 empregados. Assim, temos o desafio de alocar adequadamente as 40 pessoas nas duas linhas.


  [image: ] Os esquemas de produção em vigor implicam diferentes usos de mão de obra. Assim, o rádio standard exige uma menor quantidade de pessoal que o rádio luxo.


  [image: ] As lucratividades são diferentes, e a do modelo luxo é maior que a do modelo standard.


  O problema acima é clássico na PL e se enquadra na categoria “alocação de recursos”. Além de ser bastante simples, pode ser resolvido com algumas tentativas manuais. Modelos reais obviamente são muito mais complexos e exigem o computador. Ao tentar resolver o problema acima por tentativas, poderíamos analisar as seguintes opções:


  [image: ] Produzir o máximo de modelos luxo (visto que fornece o maior lucro unitário): Assim, seriam colocadas 32 pessoas na linha luxo, e elas produziriam 16 rádios por dia. O pessoal restante (40 – 32 = 8 pessoas) seria colocado na linha standard para produzir 8 rádios por dia. O lucro obtido seria de 16 × 40 + 8 × 30 = R$ 880,00.


  [image: ] Produzir o máximo de modelos standard (visto que ele consome a menor quantidade de mão de obra por produção unitária). Assim, seriam colocadas 24 pessoas na linha standard, e elas produziriam 24 rádios por dia. O pessoal restante (40 – 24 = 16 pessoas) seria colocado na linha luxo para produzir 8 rádios por dia. O lucro obtido seria de 8 × 40 + 24 × 30 = R$ 1.040,00.


  Certamente existem outras opções que poderiam ser analisadas, mas não é o objetivo deste capítulo. Pode-se também adiantar, conforme demonstraremos no próximo capítulo, que a solução deste problema (lucro máximo) é de R$ 1.040,00 para a produção diária de:


  [image: ] 24 rádios standard;


  [image: ] 8 rádios luxo.


  O que esse exemplo tem de levemente inesperado é que a escolha recaiu sobre o modelo de menor lucro unitário. Na vida prática, quando não utilizamos ferramentas de otimização e não montamos o modelo de forma completa, geralmente temos a tendência de tomar uma decisão com base em fatores aos quais somos mais apegados, por exemplo, com base no maior valor de lucro unitário. Uma importante contribuição fornecida pela PL é mostrar que, em situações reais de alguma complexidade, o chamado “bom senso” geralmente não é a ferramenta mais adequada para a solução de problemas.


  1.3.2 Formulação de ração para aves


  Uma área em que a PL tem sido bastante utilizada é a de formulação, que se aplica tanto para alimentos, como para rações, fertilizantes, adubos, minérios, petróleo, etc. Consideremos um problema de formulação de ração para aves, em que se deseja saber como produzir, a custo mínimo, 100 kg de alimento a partir de alguns produtos disponíveis, sabendo-se que a ração obtida deve obedecer a alguns padrões de nutrição. Os dados de padrões de nutrição a serem encontrados em 100 kg de ração são mostrados na tabela a seguir (trata-se de um modelo simplificado), na qual os valores estão em percentual do peso:


  [image: ]


  Por outro lado, os ingredientes disponíveis para produzir a ração possuem as seguintes composições de nutrientes (valores em percentual do peso):


  [image: ]


  Além das informações acima, resta acrescentar que os ingredientes possuem custos diferentes entre si. O objetivo é descobrir a mistura adequada de ingredientes a custo mínimo. Um problema real de formulação de ração geralmente envolve acima de 50 ingredientes, e a lista completa de nutrientes pode chegar a 15. A resolução manual para este problema, diferentemente do problema apresentado anteriormente, é simplesmente impossível.


  1.3.3 O problema do transporte


  A PL também tem ajudado a resolver problemas de transporte. Imaginemos que uma empresa possui 3 fábricas e deseja transportar, a custo mínimo, seu produto para 4 depósitos (FIG. 1.1), sendo que os custos de transporte dependem da origem e do destino.


  [image: ]


  FIGURA 1.1 – Localização de fabricas e depósitos (cortesia IGA-MG)


  A capacidade máxima de produção das fábricas é (valores em toneladas):


  [image: ]


  Quanto aos depósitos, eles têm obrigações contratuais mínimas de fornecimento do produto; além disso, há uma capacidade máxima de demanda de venda:


  [image: ]


  Finalmente, os custos de transporte entre as fábricas e os depósitos são:


  [image: ]


  O que se deseja aqui é encontrar o esquema de transporte origem/destino de menor custo. A solução desse problema é:


  [image: ]


  Encontrar uma solução para esse problema utilizando técnicas não informatizadas é uma tarefa difícil.


  1.4 Vantagens do uso da PL


  Vimos na própria definição da PL que seu objetivo é encontrar lucro máximo ou custo mínimo. Mas qual é a magnitude e a importância desse benefício dentro das empresas? Inicialmente julga-se conveniente apresentar a informação obtida em pesquisas efetuadas em empresas que têm utilizado esta ferramenta, de que a redução de custos se enquadra facilmente na faixa entre 1% e 5%, existindo casos em que chega até a 15%. Analisemos, então, duas indústrias que utilizam intensamente técnicas de PL: siderúrgica e petrolífera.


  É comum encontrar empresas destas áreas com faturamento anual de US$ 1 bilhão e com um custo de produção da ordem de US$ 300 milhões anuais (exclusive mão de obra). Imaginando que, nestas empresas, a PL produza uma redução de custos da ordem de 3%, vemos que isto significa uma economia de 0,03 × 300 = US$ 9 milhões por ano. Para atingir esta economia, diversas empresas têm aceitado investir uma pequena fração deste valor na contratação de profissionais qualificados e no uso de computadores poderosos.


  No caso de empresas petrolíferas, nas quais as economias são bastante significativas, as equipes que trabalham nessa área são em número expressivo (é comum encontrar empresas com mais de 20 pessoas na área) e altamente especializadas (o título de mestre é comum e se encontram também Ph.Ds). Finalmente, é importante lembrar que, mesmo na época em que os computadores eram caríssimos (main-frames nas décadas de 1960 a 1980), tais considerações eram válidas.


  Além das vantagens citadas e que são as de maior visibilidade, podemos citar como vantagens do uso da PL:


  [image: ] Permite a identificação de gargalos em linhas de produção;


  [image: ] Fornece diretrizes para expansão;


  [image: ] Possibilita avaliar o potencial de aplicabilidade de uma pesquisa para aprofundar o entendimento do problema.


  [image: ] Permite identificar as melhores opções em estudos de qualidade total.


  1.5 Modelos


  Neste livro o foco será a construção de modelos (ou modelagem, termo também muito usado). O que se quer dizer com “modelo”? O termo “modelo” é aqui empregado para significar a representação de um sistema. Ele tem sido usado em inúmeros ramos da atividade humana com esse significado. Por exemplo, pode-se analisar as características de uma futura residência pela construção de uma maquete em escala reduzida ou pode-se estudar as propriedades de um átomo pela construção de um modelo em escala aumentada. Modelos como esses em que se varia a escala são chamados de icônicos.


  Por outro lado, podemos construir um modelo analógico quando as propriedades do sistema são representadas por outras equivalentes. É o caso de representar um sistema mecânico pelo correspondente sistema elétrico ou de representar um sistema econômico por um sistema hidráulico (um modelo como esse foi construído pela London School of Economics e tem sido usado para simular o efeito de modificações no sistema econômico, tais como a desvalorização da moeda, o aumento ou a diminuição da taxa de juros ou da taxa de impostos).


  Finalmente pode-se dizer que os modelos são simbólicos ou abstratos quando a semelhança com o sistema em estudo é apenas conceitual ou simbólica. Podem ser do tipo matemático, quando são analisados por um conjunto de equações matemáticas (tal como um modelo de PL) ou podem ser diagramáticos, em que as características do sistema em estudo são representadas por um diagrama (tal como os modelos de simulação).


  Por exemplo, o modelo para a fábrica de rádios apresentada anteriormente seria:


  
    Otimizar:


    Lucro = 30 × ST + 40 × LX


    Sujeito às seguintes restrições:


    ST [image: ] 24L


    LX [image: ] 16


    ST + 2 × LX [image: ] 40


    Sendo ST e LX variáveis inteiras e positivas.

  


  Nesse modelo ST significa a quantidade ótima da produção de modelos standard e LX significa a quantidade ótima da produção de modelos luxo. A equação que está sendo otimizada (no caso, lucro) é chamada de função-objetivo.


  1.6 Aspectos históricos


  Durante a Segunda Guerra Mundial foi levantado nos EUA um problema que desafiou os estudiosos de ciências exatas. Esse problema ficou conhecido pelo nome de “problema da dieta” e se resumia em descobrir qual a alimentação mais econômica, levando-se em conta que o organismo humano necessita de uma quantidade mínima diária de certos nutrientes (proteínas, vitaminas, etc.), que devem ser obtidos de alimentos que possuem preços diferentes e composição de nutrientes diferentes. O desafio foi publicado no conhecido jornal The New York Times e ganhou repercussão nacional. A melhor solução ao problema foi apresentada por George Stigler, em 1945. Partindo de 77 alimentos e levando em consideração a composição de 9 nutrientes em cada um, ele chegou à conclusão de que a dieta ideal implicaria um custo anual de US$ 59,88 e seria composta de farinha de trigo, repolho e fígado de porco. A solução apresentada era inusitada, pois Stigler não levou em consideração nenhum fator de diversidade, gosto, aspecto, etc.: apenas considerou aspectos matemáticos e econômicos. O valor do custo de sua composição ficava muito abaixo das outras propostas, mas certamente ninguém iria manter aquela única alimentação por qualquer período. Assim, o concurso foi alvo de muitas chacotas, mas em pouco tempo se constatou que aquela técnica poderia ser utilizada sem rejeição em áreas semelhantes, tais como alimentação de animais ou carga de um alto-forno de uma siderurgia. Imediatamente se iniciaram tais estudos, mas a técnica utilizada por Stigler (tentativas) se mostrou sujeita a erros, extremamente tediosa e cansativa, além de nem sempre encontrar a solução ótima.


  Essa abordagem de planejamento somente se consolidou com George Dantzig, em 1947, que elaborou o método Simplex, capaz de resolver qualquer problema de PL. Dantzig criou essa técnica quando trabalhava na Rand Corporation no projeto SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) para a Força Aérea Americana, desenvolvendo técnicas de otimização para problemas militares. O algoritmo Simplex implica uma quantidade muito grande de cálculos e, nos primeiros anos de uso, ele se apoiou exclusivamente na resolução manual. Com o surgimento do computador em 1951, a PL encontrou seu aliado natural e foi se expandindo de uma maneira extraordinária. Na década de 1960 a PL tinha a mesma divulgação e fascínio também obtidos por outras técnicas em diversas épocas, tal como ocorreu com a gestão pela qualidade Total nas décadas de 1980 e 1990 ou Six Sigma na década de 1990.


  Do ponto de vista histórico, é importante saber que o assunto foi inicialmente analisado em 1936 por Wassily Leontieff, que criou um modelo constituído por um conjunto de equações lineares, considerado como o primeiro passo para o estabelecimento das técnicas de programação linear. O matemático russo L. V. Kantorovick publicou em 1939 um trabalho sobre planejamento da produção, o qual apresentava, dentre diversas abordagens, o uso de equações lineares. Esse trabalho somente veio a ser conhecido no Ocidente em 1960. É importante ainda citar que em 1940 Frank L. Hitchcock apresentou uma abordagem ao problema de transportes.


  1.7 Áreas clássicas de aplicação


  Podemos agora expandir as considerações anteriormente feitas sobre aplicações da PL. Ela tem sido utilizada em áreas muito diversas, mas existem algumas que se tornaram clássicas:


  [image: ] Dosagem (ou mistura, ou receita ou blending)


  • Alimentação


  • Formulação de rações


  • Fábrica de adubos


  • Ligas metálicas


  • Petróleo


  • Minérios


  [image: ] Transporte


  [image: ] Investimentos financeiros


  [image: ] Alocação de recursos


  • Fábricas


  • Fazendas (agropecuária)


  [image: ] Localização industrial


  [image: ] Designação


  [image: ] Compras


  [image: ] Fluxo em redes


  O setor que mais intensamente utiliza a PL é o industrial. Uma pesquisa realizada em 1980 mostrou que 61% das aplicações de PL publicadas em revistas ou anais vinham da área industrial. Os modelos de transporte e de fluxo em redes são utilizados em logística e têm apresentado excelentes resultados.


  1.8 Tópicos da programação linear


  Na programação linear tanto a função-objetivo como as restrições são equações/inequações lineares ou de primeiro grau e o resultado para as variáveis do modelo são valores reais ou contínuos e/ou inteiros. A PL pode ser dividida nos seguintes tópicos:


  [image: ] Programação contínua: Os resultados para as variáveis do modelo são valores reais ou contínuos.


  [image: ] Programação estruturada: O modelo unitário (uma fábrica, ou um produto ou uma unidade de tempo) se replica (multifábricas, multiprodutos ou multiperíodos).


  [image: ] Programação inteira (PI): As variáveis somente admitem solução inteira.


  [image: ] Programação inteira mista (PIM): Podemos ter tanto variáveis de solução inteira como contínua.


  [image: ] Programação 0/1: O modelo comporta algumas variáveis que somente admitem valores 0 ou 1.


  Entre os tópicos acima, a programação contínua é a que historicamente tem sido mais intensamente utilizada. Modelos recentes, todavia, têm explorado bastante os outros tópicos, o que tem ocasionado um reaquecimento do uso da PL nas empresas.


  Programação matemática (PM)


  De maneira mais ampla, a PL pertence a um assunto maior: Programação Matemática. Nela temos a presença da Programação não linear, em que tanto a função-objetivo como o conjunto de restrições podem ser funções de grau maior que 1.


  1.9 Interface com o usuário


  Problemas de PL são resolvidos com a ajuda de computador e se chama de interface com o usuário ao seguinte conjunto:


  [image: ] Formato dos dados de entrada;


  [image: ] Comandos de interação usuário/computador;


  [image: ] Conteúdo e formato dos relatórios emitidos.


  A PL tem sido utilizada sob algumas variedades no que diz respeito à interface com o usuário. As mais comuns são:


  [image: ] Uso direto de algum software de computador: Os dados são fornecidos no formato exigido pelo software, e os resultados obedecem ao formato produzido pelo software. Eventualmente o usuário pode não gostar tanto do formato de entrada de dados como dos relatórios produzidos por usarem uma terminologia distante do seu problema.


  [image: ] Interface amigável: Para contornar o problema acima, costuma-se criar interfaces amigáveis. A conversação com o usuário é desenvolvida para ser amigável, e o formato dos dados de entrada está relacionado com o problema. Os dados coletados por essa interface são transformados para o formato exigido pelo software. Analogamente os resultados produzidos pelo software são coletados pela interface e passados ao usuário de uma forma relacionada com suas necessidades.


  [image: ] Utilização de rotinas de automatização de todo o procedimento: Neste caso, as rotinas de planejamento da empresa possuem algoritmos de PL embutidos. O funcionamento está automatizado, e não é necessária nenhuma atuação do usuário no sentido de rever o modelo. O usuário é qualquer profissional que conhece a aplicação (ou o problema), mas não necessita de conceitos de modelagem.


  A primeira opção é a mais utilizada até hoje, mas a tendência nítida é com relação às outras opções, inclusive pela inclusão de interfaces amigáveis em antigos modelos que funcionam segundo a primeira opção. Isso implica que o profissional da PL necessita se envolver com aspectos de desenvolvimento de aplicativos para computador, o que pode ser conseguido pelos seus próprios conhecimentos ou pela parceria com profissionais de informática. Outra tendência que já é forte e tende a se tornar muito mais é a compra de “pacotes” de software diretamente voltados para a solução do problema. Isso se dá pela vasta oferta de solução e pelos preços cada vez menores, além de não necessitar de uma equipe interna de alta especialização e competência técnica.
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    2 Modelando e resolvendo problemas simples pelo método gráfico (I)


    Neste capítulo são apresentadas algumas técnicas de modelagem e de resolução de problemas de PL, começando por exemplos simples. Será utilizado o chamado método gráfico não somente como ferramenta de resolução, mas também como forma de melhor compreender o conceito de PL.


    Consideremos novamente o exemplo apresentado no capítulo anterior, em que uma fábrica de rádios tinha como desafio maximizar o lucro global diário obtido de 2 linhas de produção que comportam 56 operários, e a fábrica possui somente 40 funcionários a serem alocados. As linhas de produção são as seguintes:


    [image: ] Rádios standard


    [image: ] Rádios luxo


    Com relação aos rádios standard temos as seguintes informações:


    [image: ] A linha de produção comporta um máximo de 24 pessoas;


    [image: ] Cada rádio consome 1 homem/dia para ser produzido;


    [image: ] Cada rádio fornece um lucro de R$ 30,00.


    Para os rádios luxo:


    [image: ] A linha de produção comporta um máximo de 32 pessoas;


    [image: ] Cada rádio consome 2 homens/dia para ser produzido;


    [image: ] Cada rádio fornece um lucro de R$ 40,00.


    Conforme mencionamos no capítulo 1 (item 1.5), a estratégia da PL para a reso-lução de problemas de otimização é transformar as características do problema em um modelo abstrato matemático constituído de:


    [image: ] Uma função-objetivo;


    [image: ] Um conjunto de restrições.


    Tanto a função-objetivo como o conjunto de restrições fazem referência às variáveis do problema. No caso do exemplo em questão, as variáveis do problema são as quantidades a serem produzidas dos modelos de rádios standard e luxo. A função-objetivo mostra como o lucro se relaciona com as variáveis do problema e o conjunto de restrições mostra os limites para as mesmas variáveis. É o que detalharemos a seguir.


    2.1 Criando o modelo matemático


    Para criar um modelo matemático de um problema é necessário cumprir as seguintes etapas:


    [image: ]


    [image: ] Etapa 1 (as tarefas abaixo são efetuadas em paralelo, ou melhor, conforme se avança em uma, surgem inovações na outra):


    • Definir as variáveis do problema;


    • Definir a função-objetivo.


    [image: ] Etapa 2:


    • Definir o conjunto de restrições.


    Definindo as variáveis do exemplo


    Vamos dar os seguintes nomes para as variáveis do presente exemplo:


    [image: ] Variável a ser otimizada:


    • Lucro: Lucro máximo a ser atingido.


    [image: ] Variáveis básicas:


    • ST: Quantidade de produção diária de rádios standard;


    • LX: Quantidade de produção diária de rádios luxo.


    Definindo a função-objetivo


    No presente exemplo desejamos maximizar o lucro, que tem relação direta com as variáveis básica. Em nosso caso, a função-objetivo é:


    Lucro = 30 × ST + 40 LX


    Definindo o conjunto de restrições


    As variáveis ST e LX da função-objetivo não podem assumir nenhum valor; apenas valores inteiros e positivos. Além disso, elas estão sujeitas às restrições da própria fábrica, que são:


    [image: ] Capacidade máxima diária da linha standard


    Visto que podemos colocar somente 24 pessoas na linha standard e como cada rádio standard gasta 1 homem/dia para a sua produção, a produção máxima diária desta linha é de 24 rádios. Assim, podemos escrever:


    ST [image: ] 24


    [image: ] Capacidade máxima diária da linha luxo


    Visto que podemos colocar somente 32 pessoas na linha luxo e como cada rádio luxo gasta 2 homens/dia para a sua produção, a produção máxima diária desta linha é de 16 rádios. Assim, podemos escrever:


    LX [image: ] 16


    [image: ] Disponibilidade máxima de operários


    Visto que a fábrica possui apenas 40 operários, o esquema ótimo de produção deve utilizar a mão de obra dentro deste limite. A linha standard produzirá ST rádios por dia e, como cada rádio gasta 1 homem/dia, vai consumir 1 x ST operários. A linha luxo produzirá LX rádios por dia e, como cada rádio luxo gasta 2 homens/dia, vai consumir 2 x LX operários. Assim, temos:


    1 × ST + 2 × LX [image: ] 40


    Observe, na última restrição, que escrevemos uma inequação (usou-se o símbolo ≤) que significa que podemos utilizar até 40 operários. Aparentemente a solução ótima será tal que utilizará exatamente 40 operários, o que nos levaria a concluir que seria mais adequado escrever uma igualdade. O fato de escrevermos uma desigualdade visa dar ao modelo uma maior amplitude de análise e, assim fazendo, estamos possibilitando o surgimento de resultados eventualmente inesperados e que podem nos direcionar para novos estudos de cenários de melhor rentabilidade.


    Portanto, o modelo é:


    Maximizar:


    Lucro = 30 × ST + 40 × LX


    Sujeito a:


    ST [image: ] 24

    LX [image: ] 16

    1 [image: ] ST + 2 [image: ] LX [image: ] 40


    2.2 O método gráfico


    O exemplo acima poderia ser resolvido por tentativas, mas preferimos apresentar o método gráfico, visto que com ele podemos entender melhor o conceito de PL. No exemplo acima há duas variáveis básicas: ST e LX. Serão agora representadas em um gráfico bidirecional tanto as restrições como a função-objetivo.
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