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Introducción


Este libro recoge, por una parte, las experiencias adquiridas en el desarrollo de estos temas por los autores como profesores en cursos avanzados en diferentes disciplinas, como son los postgrados en matemáticas, estadística aplicada, ingeniería, ciencias económicas, ciencias de la salud y psicología; así como también algunas bases de datos reales de los trabajos de tesis o de profundización dirigidos por los autores, en sus diferentes disciplinas, situación que permite el enriquecimiento tanto del enfoque como la selección de ejemplos y ejercicios de aplicación que se han incluido en este libro con la esperanza de hacer más comprensible el desarrollo de los temas tratados en él. Es así como los autores se propusieron unir esfuerzos para que cada uno y desde su competencia aportara lo mejor de sus conocimientos para el éxito de este proyecto.


Este libro nació por la inquietud de los autores de darles un enfoque práctico a algunas técnicas del análisis estadístico multivariado que se presentan en algunos cursos de postgrados de la Universidad del Norte; enfoque que permita a cualquier investigador leer, seleccionar y usar las técnicas estadísticas presentadas, con poca dificultad en el tratamiento de problemas de investigación que requieren grandes volúmenes de datos, o poder utilizar algunos paquetes estadísticos para analizar diversas alternativas de solución, que apoyen la toma de decisiones en cualquier campo del conocimiento, así como también permitir el aprendizaje de aquellas personas que inician su proceso en el uso de estas técnicas.


Hoy en día, la colaboración entre ciencias, matemática - estadística y TIC se ha convertido en una estrategia efectiva para abordar problemas de investigación en los que se requiere el manejo de grandes volúmenes de datos, cuyo tratamiento y análisis sería imposible o muy costoso si no se contara con técnicas multivariadas y el uso del computador para llevar a cabo las operaciones complejas propias del uso de dichas técnicas.


Las técnicas de análisis estadístico multivariado de datos se está convirtiendo en una estrategia útil en el procesamiento de grandes volúmenes de datos en el sector financiero e industrial, como apoyo en la toma de decisiones de diferente índole, como también en los centros de investigación universitarios. Estas técnicas muestran su mayor potencia en la administración pública, ya que son utilizadas para comprender mejor los complejos problemas a los que se enfrentan los administradores de lo público en su quehacer diario.


Las técnicas estadísticas multivariantes de análisis de datos permiten analizar los individuos u objetos mediante múltiples criterios o variables simultáneamente, así como también el análisis conjunto de varias variables, en la simplificación de estas o clasificación de individuos con base en subconjunto de ellas.


Este libro está conformado por ocho capítulos. En el capítulo 1 se presentan los conceptos básicos tanto del álgebra lineal como lo son los conceptos de vectores en ℝn, el álgebra matricial, la combinación lineal, la independencia lineal entre vectores, los vectores propios y valores propios. De la estadística básica se presentan los conceptos de vector aleatorio, la media de un vector aleatorio, la matriz de varianzas-covarianzas de un vector aleatorio, la matriz de coeficientes de correlación, la varianza generalizada, la varianza total, el vector de medias muestrales y la matriz de varianzas- covarianzas muestrales.


En el capítulo 2 se presenta la técnica de componentes principales (CP) desde la presentación del modelo, pasando por sus propiedades y cálculo de sus componentes, estimación de parámetros, pruebas de hipótesis, aplicación del test de esfericidad de Bartlett y termina con un taller y ejercicios de aplicación.


En el capítulo 3 se presenta la técnica de análisis factorial (AF), los supuestos, los diferentes tipos de rotaciones de los ejes, estimación del modelo, pruebas de hipótesis, una presentación del modelo con variables latentes oblicuas y al final un taller y ejercicios de aplicación.


El capítulo 4 inicia con la presentación del modelo de análisis de correspondencia simple (AC), el concepto de distancias entre filas y columnas de la matriz de datos, contribuciones relativas y absolutas, un ejemplo desarrollado manualmente para un mejor entendimiento de la técnica y finaliza con un taller y ejercicios de consolidación. En este capítulo se presenta un programa escrito en MATLAB 6.5.1, que facilita el procesamiento de los datos en el cálculo de los vectores filas y columnas para las representaciones gráficas de los perfiles.


En el capítulo 5 se tratan los temas de regresión lineal simple y múltiple. En ambos se presenta el modelo, los supuestos, las estimaciones de los parámetros, pruebas de hipótesis para los parámetros en el modelo, ejemplos de aplicación y al final un taller y ejercicios de aplicación. Aunque este capítulo en la forma en que se presenta no es un tema de análisis multivariado, fue incluido debido a la importancia que tiene en los dos capítulos siguientes.


En el capítulo 6 se presenta la técnica de análisis discriminante, el modelo, los supuestos, las estimaciones y ajuste final, para posteriormente, mediante un ejemplo, mostrar el procedimiento de validación de los resultados. Para consolidar estos conceptos, el capítulo finaliza con un taller y ejercicios de aplicación.


En el capítulo 7 se hace una breve introducción a los modelos de regresión logística (MRL). Allí se inicia estimando los parámetros del modelo y posteriormente se hace el desarrollo sobre el ajuste del modelo y se plantea un ejemplo para comprender mejor los conceptos vistos en el capítulo.


El capítulo 8 cierra el contenido del libro presentando la técnica de análisis de cluster (AC). En él se presentan los métodos de clasificación jerárquico y no jerárquico, y ejemplos de aplicación. Al final del capítulo se incluyen un taller y ejercicios de aplicación.


En lo que a casos de estudio se refiere, cada capítulo del libro es complementado con un caso, que ha sido el resultado de la síntesis de una investigación en el marco de tesis de maestría en el que el uso de paquetes estadísticos o matemáticos han sido útiles para apoyar el enfoque aplicado del libro.


Para finalizar, los autores hacen hincapié en la importancia práctica de estas técnicas en las siguientes ramas del saber: ingeniería, estadística, economía, administración, salud, psicología, educación y comunicación, en las que han dirigido trabajos de tesis, o trabajos de profundización, o han asesorado trabajos de investigación. Además de los múltiples documentos que publican resultados de trabajos de investigación en los que estas técnicas han jugado un papel fundamental en las conclusiones o toma de decisiones en muchas situaciones.
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CAPÍTULO 1


Conceptos preliminares


1.1 Introducción


El proceso de investigación en general supone un conjunto de etapas que comienzan con la indagación preliminar y la revisión del conocimiento existente sobre algún fenómeno objeto de la investigación (fase previa), para después concretar los objetivos y formular hipótesis de partida, delimitando el alcance y las características generales de la investigación.


Cuando se recurre a datos primarios, se diseña todo el proceso de trabajo de campo (entrevistas, características, muestras, etc.), para seguidamente pasar a la acción. Tras realizar toda esta planificación, ejecutarla y depurarla, lo siguiente es el análisis de los datos obtenidos.


Dada la gran variedad de opciones de análisis de datos, es necesario recurrir a algún criterio de clasificación que permita un mejor manejo de las diferentes posibilidades. Un criterio de clasificación muy utilizado es el que se centra en el número de variables.


Para establecer qué métodos multivariados se deben usar se suele recurrir a tres criterios:


1. La distinción o no entre las variables utilizadas en el análisis


Entre las técnicas de no distinción entre variables (técnicas de interdependencia) tenemos, entre otras, el análisis factorial y el análisis de cluster.


Entre las técnicas de distinción entre variables (se distingue entre variables explicativas (independientes) y variables explicadas (dependiente)) podemos mencionar, entre otras, el análisis de regresión y el análisis discriminante.


2. La escala de medidas de las variables


Algunas veces se requiere que las variables estén definidas en escala métrica, otras veces sean categóricas y otras de ambos tipo, tales como en el análisis de regresión, análisis de correspondencia y análisis de varianza, respectivamente.


3. Número de las variables que se analizan simultáneamente


En el caso de las técnicas de interdependencia, el número de variables estará determinado por los planteamientos teóricos de la investigación, mientras que en las técnicas de dependencia, el número de variables dependiente determinará el análisis estadístico que se deberá utilizar.


1.2 Técnicas de interdependencia


Son técnicas con un interés eminentemente descriptivo que permiten un mejor conocimiento de la realidad medida por estas variables. En este texto solo estudiaremos las siguientes:


1. Análisis de componentes principales


 Análisis mediante el cual a partir de las variables originales métricas se busca generar nuevas variables no correlacionadas que recojan toda la variabilidad de las variables originales.


2. Análisis factorial


 Análisis mediante el cual se busca generar a partir de las variables métricas del problema un número menor de variables (casos) métricas no correlacionadas (generalmente) que expresen la misma información o, por lo menos, en un alto porcentaje la información que expresan las variables originales.


3. Análisis de correspondencia


 Como el anterior, trata de descubrir y describir dimensiones fundamentales de un fenómeno pero con la particularidad de trabajar con variables categóricas.


4. Análisis de cluster


 Comprende diferentes técnicas en las que, dado un conjunto de variables, se obtienen subconjuntos ya sea de casos o de variables, intentando que cada subconjunto sea lo más homogéneo posible internamente y lo más diferente posible de los demás.


1.3 Técnicas de dependencia


Son técnicas de distinción de variables; en tal distinción se admite que una o unas variables independientes condicionen los valores de otra u otras variables dependientes. De las técnicas de dependencia estudiaremos, entre otras, las siguientes:


1. Análisis de varianza


 La característica del modelo es: una variable o más variables métricas dependientes y una o más variables no métricas independentes.


2. Análisis de regresión


 La característica del modelo es : una variable dependiente (explicada) métrica y una o más variables independientes (explicativas) también métrica. Mencionaremos solo el caso en el que la variable dependiente se expresa como una combinación lineal de las variables independientes.


3. Análisis discriminante


 La característica del modelo es: una variable dependiente (explicada) no métrica y una o más variables independientes (explicativas) métrica.


La variable dependiente se expresa como una combinación lineal de las variables independientes. Esta técnica requiere del supuesto de normalidad multivariada del conjunto de variables independientes en cada uno de los grupos definidos por la variable dependiente.


4. Análisis de regresión logística


 La característica del modelo es : una variable dependiente (explicada) no métrica y una o más variables independientes (explicativas) métrica.


Esta técnica no requiere del supuesto de normalidad multivariada del conjunto de variables indepenientes.


1.4 Conceptos básicos del álgebra lineal


Antes de entrar de lleno en materia es necesario tener claro algunos conceptos del álgebra lineal básicos para el buen desarrollo de este texto, tales como el concepto de vector en ℝn, norma de un vector, producto escalar, proyección de un vector, ángulo entre dos vectores, vectores ortogonales, dependencia lineal entre vectores, matriz, matriz triangular, matriz simétrica, matriz ortogonal, sistemas de ecuaciones lineales, determinantes, vectores y valores propios de una matriz. Estos conceptos pueden ser leídos en el texto de introducción al álgebra lineal para las ciencias económicas de M. Díaz, V. Obeso y M. Navarro (2009). En este texto solo presentaremos los temas relacionados con vectores y valores propios de una matriz.


1.5 Vectores en ℝn


Desde un punto de vista geométrico, un vector se puede definir por:


Definición 1.5.1. Un vector es un segmento de recta dirigido, con un punto inicial llamado origen y un punto final llamado extremo del vector.


Desde el punto de vista algebraico, un vector lo podemos definir así:


Definición 1.5.2. Vectores en ℝ2


Un vector en ℝ2 es un par ordenado (a, b)′ de números reales, donde ℝ2 es el conjunto de todos los vectores ubicados en el espacio bidimensional. En forma análoga definimos vectores en ℝ3 como ternas (a1, a2, a3)′ de números reales; y en términos generales, vectores en ℝn, como n-uplas (a1, a2, ..., an)′ de números reales.


Denotamos los vectores con las letras del abecedario y con una flecha encima de ellas, así: [image: image]


Definición 1.5.3. Norma de un vector


Sea [image: image] = (a1, a2, ..., an) un vector en ℝn, definimos la norma o magnitud de un vector [image: image], denotado [image: image] así:


[image: ]


Si [image: image] = (1, 2, 3), entonces la norma del vector [image: image] es:


[image: image]


La norma de un vector [image: image] es siempre no negativa y representa la distancia que hay entre el origen y el extremo del vector.


Un vector se dice que es unitario si su norma es igual a 1.


Como ejercicio, puede demostrar que dado un vector no nulo [image: image], el vector [image: image] es un vector unitario.


1.5.1 Traslación de un vector con punto inicial en el origen


Definiremos ahora vectores equivalentes.


Definición 1.5.4. Dos vectores [image: image], en ℝn son equivalentes si las diferencias de las coordenadas del punto final y del inicial de cada vector coinciden.


Ejemplo 1.5.1. El vector [image: image], con punto inicial en (5,1) y su punto final en (7,2), y el vector [image: image], que tiene su punto inicial en (7,3) y su punto final en (9,4), son equivalentes, ya que la diferencia (7,2)-(5,1)=(2,1) y la diferencia (9,4)-(7,3)=(2,1). Como podemos ver, las diferencias de las coordenadas del punto final y del inicial de cada vector coinciden.


En la gráfica se muestran los dos vectores del ejemplo anterior:


[image: ]


Figura 1.5.1. Vectores equivalentes


Ejemplo 1.5.2. El vector [image: image], con punto inicial en (2,3,8) y su punto final en (4,1,6), y el vector [image: image], que tiene su punto inicial en (5,6,5) y su punto final en (7,4,3), son equivalentes, ya que la diferencia (4,1,6)-(2,3,8)=(2,-2,-2) y la diferencia (7,4,3)-(5,6,5)=(2,-2,-2). Como podemos ver, las diferencias de las coordenadas del punto final y del inicial de cada vector coinciden.


Teorema 1.5.1. Dados dos puntos del espacio n-dimensional, punto inicial A=(a1, a2, ..., an)′ y punto final B=(b1, b2, ..., bn)′, entonces el vector que tiene su origen en el punto A y su extremo en el punto B, denotado [image: image] es equivalente al vector anclado (con punto inicial en el origen del sistema de coordenadas rectangulares): (b1 − a1, b2 − a2, ..., bn − an)′.


Note que de acuerdo con lo anterior, todo vector no anclado en el origen del sistema de coordenadas rectangulares tiene un equivalente cuyo origen o punto inicial es el origen del sistema de coordenadas rectangulares.


Definición 1.5.5. Sean  [image: image] = (u1, u2, ..., un) y [image: image] = (v1, v2, ..., vn) dos vectores en el espacio n-dimensional, se dice que los vectores  [image: image] son iguales, y lo denotamos [image: image] si y solo si las componentes correspondientes de los dos vectores son iguales, es decir, u1 = v1, u2 = v2, u3 = v3,..., un = vn.


Ejemplo 1.5.3. Dados los vectores [image: image] = (5, 3, 6, −4),  [image: image] = (10/2, 3, 36/6, −4) y [image: image]= (8, 0, 7, 3), note que los vectores [image: image] son iguales, mientras que el vector [image: image] no es igual ni a  [image: image]


Ejemplo 1.5.4. Dados los vectores  [image: image] = (5, a, 6, b) y [image: image] = (c, 3, d, −4), si [image: image], ¿ cuáles son los valores de a, b, c, d ?


De acuerdo con la definición, a = 3, b = −4, c = 5 y d = 6.


1.5.2 Operaciones entre vectores


Definición 1.5.6. Sean [image: image] = (u1, u2, ..., un) y [image: image] = (v1, v2, ..., vn) dos vectores en el espacio n-dimensional, definimos el vector suma de los vectores [image: image], denotado [image: image] como el vector que tiene como componentes la suma de las componentes correspondientes de los vectores [image: image] en notación:


[image: image] = (u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn).


Ejemplo 1.5.5. Dados los vectores


[image: image] = (−5, 6, 3, 14), [image: image] = (6, 4, 3, −12)  y [image: image] = (8, 15, −9, 21), entonces [image: image] = (1, 10, 6, 2) y [image: image] = (3, 21, −6, 35).


Definición 1.5.7. Multiplicación de un escalar por un vector
Se [image: image] a = (u1, u2, ..., un) un vector en el espacio n-dimensional, y sea k un número real (escalar), definimos el producto del escalar k por el vector [image: image] denotado [image: image] como el vector que tiene como componentes k veces las componentes correspondientes de  [image: image]  es decir [image: image], = (ku1, ku2, ..., kun).


Ejemplo 1.5.6. Dados los vectores


[image: image] = (5, 6, 3, −4)  y [image: image] = (16, 14, 13, −12),


entonces [image: image] = (15, 18, 9, −12)  [image: image] = (64, −56, −52, 48).


Definiremos la sustracción de vectores así:


Definición 1.5.8. Sean [image: image] vectores en ℝn, definimos [image: image]     [image: image] = [image: image] + ( [image: image]).


Ejemplo 1.5.7. Dados los vectores


[image: image] = (7, 1, 26, 63, 34) y


[image: image] = (7, 36, 44, 63, 22) , entonces


[image: image] = (14, 35, 18, 0, 12).


Definición 1.5.9. Sea  [image: image] = (u1, u2, ..., un) y [image: image] = (v1, v2, ..., vn) dos vectores en el espacio n-dimensional, definimos el producto escalar de [image: image] por denotado [image: image] así:


[image: image] = u1.v1 + u2.v2 + ... + unvn


Ejemplo 1.5.8. Dados los vectores


[image: image] = (3, 4, 3, 4), [image: image] = (4, 3, 6, 2)  [image: image] y = (4, 5, 9, 1), entonces [image: image] = 3(4)+4(3)+3(6)+4(2) = 10 [image: image] → = 3(4)+4(5)+3(9)+4(1) = 15. ¿cuál es el resultado de [image: image]


El siguiente teorema es usado para hallar el ángulo entre dos vectores. La demostración se escribe para dos dimensiones sin perder la generalidad de las afirmaciones.


Teorema 1.5.2. Dados los vectores


[image: image] = (u1, u2, ..., un),  [image: image] = (v1, v2, ..., vn), entonces


[image: image] = [image: image] = cos(α), siendo α el ángulo entre ellos.


Demostración 1. Se demostrará el teorema para el caso en dos dimensiones. Sin perder generalidad, tomemos el triángulo que se muestra a continuación, cuyos lados son los dos vectores [image: image] y α, el ángulo entre ellos.


[image: ]


Figura 1.5.2. Ángulo entre dos vectores


Aplicando el teorema del coseno en el triángulo anterior obtenemos:


[image: image] cos(θ); despejando [image: image] cos(θ) obtenemos:


[image: ]


Ejemplo 1.5.9. Halle el ángulo entre la diagonal de un cubo y una de sus caras.


Demostración 1. En la figura se presentan los datos necesarios para la solución del problema. Como [image: image] = (l, l, l)  [image: image] y = (l, l, 0), entonces cos(θ) = [image: image] con


[image: ]


Figura 1.5.3. Ángulo entre la diagonal de un cubo y una de sus caras


lo cual encontramos que


cos(θ) = [image: image] = [image: image] = entonces el ángulo θ = 35.3◦.


Ejemplo 1.5.10. Halle el ángulo entre los vectores [image: image] = (2, 6, 1) y [image: image] = (5, 2, 9).


Demostración 2. Como cos(θ) = [image: image] encontramos que [image: image] entonces el ángulo θ = 62.5◦.


Si el ángulo entre dos vectores es de 90 grados, se dice que los vectores son ortogonales.


Teorema 1.5.3. Sean [image: image] dos vectores en ℝn, entonces | [image: image] para todo [image: image] la igualdad se cumple cuando [image: image] para algún λ∈ℝ.


1.5.3 Ejercicios


1. Sean


[image: image] = (1, 3, 5)


[image: image] = (−1, 12, 35)


[image: image] = (15, 33, 52)


[image: image] = (−11, −23, 35)


[image: image] = (51, 33, −65)


[image: image] = (31, 83, 52)


halle:


[image: image]


2. Si el punto inicial de un vector
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