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  Às vezes, quando estou particularmente relaxado e minha cabeça começa a vagar, pergunto-me como seria o mundo se todos gostassem tanto de matemática quanto eu. As manchetes dos telejornais trariam notícias sobre os últimos teoremas em topologia algébrica em vez de apresentarem escândalos políticos baratos; os adolescentes baixariam “O melhor dos teoremas” para seus iPods; e os cantores de calipso (aquele velho ritmo caribenho, lembram dele?) tocariam suas guitarras ao som de “Lema três”… O que me faz lembrar que o cantor folk Stan Kelly (agora chamado Stan Kelly-Bootle, pode procurá-lo no Google) chegou de fato a escrever uma música chamada “Lemma Three” nos idos anos 1960, enquanto estudava para o mestrado de matemática na Universidade de Warwick. Ela começava assim:




  Lemma three, very pretty, and the converse pretty too


  But only God and Fermat know which one of them is true.a




  De qualquer forma, sempre encarei a matemática como uma fonte de inspiração e prazer. Estou ciente de que, para a maioria das pessoas, ela inspira apenas terror, e não entretenimento, mas não consigo partilhar dessa opinião. Racionalmente entendo alguns dos motivos para o medo generalizado da matemática: não há nada pior que uma matéria que exige rigor e precisão absolutos quando estamos tentando nos livrar de um problema com um punhado de frases de efeito e uma grande dose de insolência. Porém, emocionalmente, tenho muita dificuldade em entender por que as pessoas não se sentem intrigadas e fascinadas por uma disciplina tão essencial para o mundo que habitamos — com uma história tão longa e cativante, repleta das mais brilhantes ideias já concebidas pela humanidade.




  Por outro lado, os observadores de aves também têm dificuldades em entender por que o resto do mundo não compartilha de sua paixão por ticar listas de aves. “Minha nossa, essa não é a plumagem de acasalamento do bocó-de-bico-amarelo? O último exemplar dessa ave já registrado na Grã-Bretanha foi avistado na ilha de Skye, em 1843, e estava parcialmente escondido atrás de um — ah, não, é só um estorninho com a cauda suja de barro.” Sem ofensas — eu coleciono pedras. “Uau! Um granito de Assuã legítimo!” Minha casa está ficando cheia de pedacinhos do planeta.




  O fato de que a maior parte das pessoas pense em aritmética corriqueira ao ouvir a palavra “matemática” também não ajuda. A aritmética é divertida, de um jeito meio nerd, se você for capaz de resolvê-la. Do contrário, torna-se horrível. Além do mais, é muito difícil nos divertirmos com alguma coisa — seja matemática ou observação de aves — se tivermos alguém do nosso lado com uma canetona vermelha na mão, esperando o momento em que cometeremos um pequeno deslize para avançar e rabiscar a página inteira. (Digo isso metaforicamente. No passado, a coisa era assim mesmo.) Afinal, quando estamos entre amigos, qual é a importância de uma ou duas casas decimais? Mas boa parte da graça da matemática parece ter sido extinta em algum ponto do abismo que separa o currículo escolar da compreensão que Joãozinho consegue ter dele. O que é uma pena.




  Não estou dizendo que Mania de matemática II terá um efeito fenomenal sobre as habilidades matemáticas do público em geral, embora isso talvez possa ocorrer. (Que tipo de efeito… ah, isso já é outra questão.) Não tenho a intenção de converter ninguém com este livro — ele se dirige aos fãs, aos entusiastas, às pessoas que já gostam efetivamente de matemática e que ainda têm uma cabeça jovem o suficiente para conseguir extrair muito prazer de brincadeiras. O ar de frivolidade é reforçado pelos adoráveis desenhos de Spike Gerrell, que captam perfeitamente o espírito da discussão.




  O propósito, porém, é inteiramente sério.




  Na verdade, minha intenção era chamar o livro de Armas de destruição matemática, o que, na minha cabeça, transmitia exatamente esse equilíbrio entre seriedade e frivolidade, portanto eu talvez deva agradecer ao departamento de marketing por ter vetado esse nome. Também existe o risco de que, ao verem o desenho da capa, alguns de vocês pensem em comprar este livro para aprender alguma importante técnica culinária. Por isso faço a ressalva: este livro é sobre charadas e jogos de natureza matemática, e não sobre receitas de cozinha. O bolo, na verdade, é um espaço de Borel.




  Muito bem disfarçado de… bolo. A matemática não nos ensina a cozinhá-lo, e sim a dividi-lo de maneira justa entre qualquer número de pessoas. E — o que é muito mais difícil — sem provocar inveja. A divisão de um bolo nos dá uma introdução simples às teorias matemáticas sobre o compartilhamento de recursos. Como na maior parte dos tópicos introdutórios em matemática, trata-se do que os profissionais costumam chamar de “toy model”, uma simplificação drástica de alguma coisa existente no mundo real, mas que nos faz pensar em alguns problemas fundamentais. Por exemplo, o modelo em questão deixa evidente que é mais fácil dividir recursos entre diversos grupos concorrentes de um modo que todos considerem justo se esses grupos valorizarem os recursos de maneira diferente.




  Assim como seus predecessores — Game, Set and Math; Another Fine Math You’ve Got Me Into e Mania de matemática (este também publicado pela Zahar) —, o livro se baseou numa série de colunas sobre jogos matemáticos que escrevi para a revista Scientific American e suas traduções para outros idiomas entre 1987 e 2001. Editei brevemente as colunas, corrigi todos os erros conhecidos e introduzi um número desconhecido de erros novos; além disso, inseri comentários de leitores, quando apropriados, na seção “Correio”. Também repus parte do material que não apareceu nas versões para a revista por causa das limitações de espaço. Portanto este trabalho é uma espécie de “versão ampliada” dos originais. Os tópicos variam de gráficos a probabilidade, de lógica a superfícies mínimas, de topologia a quase cristais. E tratam da divisão de bolos, naturalmente. Foram escolhidos principalmente pela capacidade de entreter, e não por serem extremamente significativos; portanto, não vá pensar que o conteúdo representa com fidelidade a atividade realizada atualmente nas áreas de ponta do conhecimento.




  No entanto, ele de fato reflete a atividade atual nas áreas de ponta do conhecimento. O tema polêmico sobre como cortar um bolo pertence a uma longa tradição matemática — data de pelo menos 3.500 anos, na Babilônia antiga — de propor questões sérias em ambientes frívolos. Portanto, quando você ler, como aqui, discussões sobre “por que o fio do telefone fica enroscado”, o tópico não servirá apenas para organizar o ninho de rato que costuma ficar preso ao seu telefone. A boa matemática tem uma certa universalidade curiosa que faz com que as ideias derivadas de algum problema simples sirvam para esclarecer muitas outras. No mundo real, muitas coisas giram e se enroscam: fios de telefone, gavinhas de plantas, moléculas de DNA, cabos de comunicação subaquáticos. Estas quatro aplicações da matemática do enroscamento possuem diversas diferenças essenciais: seria bastante compreensível se você ficasse chateado ao ver que o técnico levou embora o fio do seu telefone e o trocou por um pedaço de trepadeira. No entanto, elas também se sobrepõem num sentido muito útil: o mesmo modelo matemático simples serve para esclarecer todas essas aplicações. Ele talvez não responda todas as dúvidas que você tenha, e pode ser que ignore importantes questões práticas, mas, depois de criado um modelo simples que permita a análise matemática, é possível desenvolver outros modelos, mais complexos e detalhados, sobre essa base.




  Meu objetivo é misturar o pensamento abstrato ao mundo real para motivar diversas ideias matemáticas. A recompensa, para mim, não virá sob a forma de soluções práticas para problemas do mundo real. A principal recompensa será uma nova matemática. Não podemos desenvolver uma importante aplicação da matemática em poucas páginas, mas podemos, com suficiente imaginação, perceber de que maneira uma ideia matemática deduzida em um ambiente pode ser aplicada inesperadamente em outro. Neste livro, o melhor exemplo disso talvez seja a conexão entre “impérios” e circuitos eletrônicos. Nesse caso, um enigma estranho e artificial sobre como colorir mapas de territórios na Terra e na Lua (Capítulo 9) tem efeitos práticos sobre o teste de circuitos eletrônicos em busca de falhas (Capítulo 10), um trabalho de grande importância. A questão é que os matemáticos se depararam inicialmente com a ideia num contexto frívolo (embora não tão frívolo quanto a versão apresentada aqui), e só então perceberam que ela tinha aplicações sérias.




  A coisa pode funcionar ao contrário. O Capítulo 15 inspirou-se no incrível comportamento de algumas espécies asiáticas de vaga-lumes, cujos machos piscam de modo sincronizado — provavelmente para melhorar a capacidade coletiva do enxame de atrair fêmeas, ainda que isso não melhore suas capacidades individuais. Como ocorre essa sincronização? Nesse caso, o problema sério surgiu em primeiro lugar, a matemática abordou o problema e gerou ao menos uma solução parcial, e só depois ficou claro que a mesma matemática poderia ser usada para resolver muitas outras questões sobre sincronização. Minha abordagem transforma tudo num jogo de tabuleiro sobre o qual você poderá jogar. Com um porém: algumas questões desse jogo, que aparentam uma falsa simplicidade, ainda não foram resolvidas. De certa forma, compreendemos melhor a aplicação real que o modelo simplificado.




  Com poucas exceções, cada capítulo é independente dos demais. Você pode começar por onde quiser e, se ficar encalhado por algum motivo, pode abandonar esse capítulo e pular para outro. Este livro lhe dará — eu asseguro — melhor compreensão da amplitude da disciplina chamada matemática, da profundidade que atinge (muito maior que a ensinada na escola), de sua gama de aplicações incrivelmente ampla e das surpreendentes conexões que ligam esta ciência, formando um todo unificado e terrivelmente poderoso. Tudo isso apenas resolvendo enigmas e jogos.




  E, o que é mais importante, exercitando sua cabeça.




  Nunca subestime o poder das brincadeiras.


  




  a Lema três, muito belo, e também sua recíproca /Mas só Deus e Fermat sabem qual dos dois é verdadeiro. (N.T.)
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  A sua metade é maior que a minha!




  Se duas pessoas quiserem dividir um bolo sem brigar, a melhor solução é o velho método “eu corto, você escolhe”. O problema se torna surpreendentemente complicado quando há mais de duas pessoas em jogo; quanto mais participantes houver, mais complicado se torna. A menos que você use uma faca móvel para cortar lentamente o mal pela raiz… e também o bolo.
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  Um homenzarrão e um homenzinho estavam sentados no vagão-restaurante de um trem e pediram um prato de peixe. Quando o garçom trouxe a comida, havia um peixão e um peixinho. O homenzarrão, servido em primeiro lugar, apanhou rapidamente o peixão; o homenzinho se queixou, dizendo que aquilo era extremamente mal-educado.




  — E o que você teria feito se pudesse escolher primeiro? — perguntou o homenzarrão, um tanto irritado.




  — Eu teria sido educado e pegaria o peixinho — disse o homenzinho, presunçoso.




  — Pois bem, foi exatamente o que você ganhou! — retrucou o outro.




  Como ilustra essa velha piada, as pessoas valorizam as coisas de maneira diferente conforme a circunstância, e certos tipos são muito difíceis de agradar. Nos últimos 50 anos, os matemáticos têm se esforçado por entender os problemas que envolvem uma divisão justa — em geral formulados usando um bolo, e não peixes —, e hoje já temos uma teoria extensa e surpreendentemente profunda sobre o assunto. O fascinante livro de Jack Robertson e William Webb, Cake Cutting Algorithms (maiores detalhes nas “Sugestões de leitura”), analisa esse tema por inteiro. Neste e no Capítulo 14, daremos uma olhada em algumas das ideias que surgiram a partir da tentativa aparentemente simples de dividir um bolo de modo que todos fiquem satisfeitos com o pedaço que receberam.




  O caso mais simples envolve apenas dois participantes que — reiterando — desejam dividir um bolo de modo que cada um deles sinta que a divisão foi justa. “Justa” significa “mais da metade, segundo minha avaliação”, e as pessoas podem discordar do valor de cada pedaço de bolo. Por exemplo, Alice pode gostar das cerejas, enquanto Bruno prefere a cobertura. Uma das concepções mais curiosas surgidas a partir da teoria da divisão de um bolo é a de que é mais fácil dividir o bolo quando os participantes discordam quanto ao valor de cada parte. Nosso exemplo nos permite perceber a lógica disso, pois podemos dar a cobertura a Bruno e as cerejas a Alice, e os dois ficarão bastante satisfeitos. Se os dois quisessem a cobertura, o problema seria mais difícil.




  Não chega a ser terrivelmente difícil quando temos apenas dois participantes. Há registros da solução “Alice corta, Bruno escolhe” datados de 2.800 anos atrás! Os dois participantes consideram que essa solução é justa, no sentido de que nenhum dos dois tem o direito de reclamar do resultado final. Se Alice não gostar do pedaço deixado por Bruno, a culpa foi dela, por não ter sido mais cuidadosa ao cortar o bolo, deixando partes iguais (conforme a avaliação dela). Se Bruno não gostar do seu pedaço, é porque fez a escolha errada.




  O tema começou a ficar mais interessante quando as pessoas se puseram a observar o que ocorre quando temos três participantes. Fulano, Beltrano e Sicrano querem dividir um bolo de modo que, na avaliação de cada um, todos acreditem ter recebido ao menos um terço. Em todas essas questões, por sinal, presume-se que o bolo seja infinitamente divisível, ainda que boa parte da teoria ainda funcione caso o bolo tenha “átomos” — pontos isolados aos quais ao menos um dos participantes atribua um valor diferente de zero. Porém, para simplificar, vamos presumir que não há átomos. Robertson e Webb abordam esta variante analisando uma resposta plausível, ainda que incorreta, da seguinte maneira:




  

    PASSO 1: Fulano corta o bolo em dois pedaços, X e W, tentando fazer com que X tenha 1/3 do tamanho e W tenha 2/3.




    PASSO 2: Beltrano corta W em dois pedaços, Y e Z, tentando fazer com que cada pedaço tenha 1/2 de W.




    PASSO 3: Sicrano escolhe o pedaço que preferir, X, Y ou Z. A seguir, Fulano escolhe um dos dois pedaços restantes. Beltrano fica com o último pedaço.


  




  Este algoritmo é justo?




  É evidente que Sicrano ficará satisfeito, pois é o primeiro a escolher. Fulano também ficará satisfeito, por motivos ligeiramente mais complexos. Se Sicrano escolher X, então Fulano pode escolher o pedaço que considerar mais valioso entre Y e Z (ou qualquer um dos dois, caso lhe pareçam iguais). Como ele acha que os dois valem 2/3 do total, deve julgar que ao menos um dos dois vale 1/3. Por outro lado, se Sicrano escolher Y ou Z, Fulano pode escolher X.




  No entanto, Beltrano pode não ficar tão contente com o resultado. Se ele discordar de Fulano com relação ao primeiro corte, poderá achar que W vale menos de 2/3 — assim, o único pedaço que o satisfará é X. Mas digamos que Sicrano escolha Y e Fulano escolha X; neste caso, só resta a Beltrano escolher Z, que ele não quer.




  Portanto, o algoritmo acima não é justo. A primeira solução correta para o problema da divisão justa entre três pessoas foi apresentada em 1944 por Hugo Steinhaus, que participava de um grupo de matemáticos poloneses que se reunia regularmente num café em Lvov. Segundo o método de Steinhaus, alguns dos participantes devem “aparar” pedaços do bolo:




  

    PASSO 1: Fulano corta o bolo em dois pedaços, X e W, tentando fazer com que X tenha 1/3 do tamanho e W tenha 2/3.




    PASSO 2: Ele passa X a Beltrano e lhe pede que o apare até que tenha 1/3 do tamanho, caso acredite que o pedaço é maior que isso; caso contrário, Beltrano não deverá mexer no pedaço de bolo. Chamemos o pedaço resultante de X*: este pedaço é menor ou igual a X.




    PASSO 3: Beltrano passa X* a Sicrano, que decide se quer ficar com ele ou não.




    PASSO 4: (a) Se Sicrano aceitar X*, então Fulano e Beltrano empilham o resto do bolo — W mais quaisquer pedaços retirados de X — e o tratam como um único bolo (bagunçado), brincando de “eu corto, você escolhe” para dividi-lo; (b) se Sicrano não aceitar X* e Beltrano tiver aparado X, então Beltrano fica com X* e Fulano e Sicrano brincam de “eu corto, você escolhe” com o resto; (c) se Sicrano não aceitar X* e Beltrano não tiver aparado X, então Fulano fica com X e Beltrano e Sicrano brincam de “eu corto, você escolhe” com o resto.


  




  Essa é uma das respostas possíveis — vou deixar que você verifique sozinho a lógica. Basicamente, qualquer participante que não esteja satisfeito com o que recebeu deve ter feito, numa etapa anterior, uma escolha errada ou um corte ruim, e nesse caso a culpa é toda dele.




  Em 1961, Leonard Dubins e Edwin Spanier propuseram uma solução um tanto diferente, que utiliza uma faca em movimento. Coloque o bolo numa mesa e comece a cortá-lo lentamente com uma faca, principiando pela extremidade esquerda. A qualquer instante dado, seja E a parte do bolo que ficou à esquerda da faca. Fulano, Beltrano ou Sicrano devem gritar “Pare!” no momento em que acharem que o valor de E, em sua opinião, chegou a 1/3 do bolo. O primeiro que gritar fica com E, e os outros dois dividem o resto pelo método do “eu corto, você escolhe”, ou então movendo a faca novamente e gritando assim que o valor percebido chegar a 1/2. (O que deveriam fazer se dois participantes gritarem simultaneamente? Pense nisso.)




  A grande vantagem desse método é o fato de ser facilmente extensível a n participantes. Vá cortando o bolo com a faca e diga a todos que gritem no momento em que E atingir 1/n, na opinião de cada um. A primeira pessoa a gritar fica com E, e os restantes n – 1 participantes repetem o processo com o resto do bolo, só que, naturalmente, agora deverão gritar quando o valor percebido chegar a 1/(n – 1)… e assim por diante.




  Esses algoritmos com facas em movimento nunca me deixaram muito satisfeito — provavelmente por causa do lapso de tempo envolvido nas reações dos participantes. A melhor maneira de resolvermos essa pendenga talvez seja movermos a faca devagar. Muito devagar. Ou, o que seria equivalente, presumirmos que todos os participantes têm reações super-rápidas.




  Vamos chamar o primeiro tipo de solução de algoritmo de “faca fixa” e o segundo de algoritmo de “faca móvel”. Existe um algoritmo de faca fixa para o problema da divisão entre três pessoas que também se estende facilmente a n participantes. Fulano está sentado, sozinho, olhando para o “seu” bolo, quando Beltrano aparece e pede um pedaço. Assim, Fulano corta o bolo tentando formar duas metades idênticas, e Beltrano escolhe uma delas. Antes que cheguem a comê-las, Sicrano aparece e também pede um pedaço de tamanho justo. Fulano e Beltrano cortam, independentemente, seus pedaços em três partes, tentando fazer com que tenham valores iguais. Sicrano escolhe um dos pedaços de Fulano e um dos de Beltrano. Não é difícil perceber por que esse algoritmo em “pares sucessivos” resolve o problema, e a extensão para qualquer número de pessoas é relativamente direta. O método de aparar também pode ser ampliado para n pessoas, oferecendo-se a todas elas a chance de aparar algum dos pedaços se estiverem dispostas a ficar com o pedaço resultante, e obrigando-as a ficar com ele se ninguém mais o quiser.




  Quando o número de pessoas é grande, o algoritmo dos pares sucessivos requer um número enorme de cortes. Qual método exige a menor quantidade de cortes? O método da faca móvel utiliza n – 1 cortes para definir n pedaços, e esse é o menor número de cortes possível. Mas os métodos de faca fixa não sucumbem assim tão fácil. Com n pessoas, uma generalização do algoritmo do método de “aparar” o bolo utiliza (n2 – n)/2 cortes. O algoritmo dos pares sucessivos utiliza n! – 1, onde n! = n(n – 1) (n – 2) …3.2.1 é o fatorial de n. Esse número é maior que o utilizado no algoritmo do método de “aparar” (a não ser quando n = 2).




  No entanto, o método de aparar não é o melhor. O algoritmo chamado “dividir para conquistar” é mais eficiente, e funciona mais ou menos assim: tente dividir um bolo usando um corte de modo que aproximadamente a metade das pessoas fique satisfeita se receber uma parte justa de um dos pedaços, e o resto fique satisfeito em receber um pedaço justo do outro pedaço. Repita então a mesma ideia nos dois pedaços separados. O número de cortes necessários nesse método é de aproximadamente n log2 n. A fórmula exata é nk – 2k + 1, onde k é o único inteiro tal que 2k – 1 < n < 2k. Conjectura-se que é impossível reduzir ainda mais o número de cortes.




  Essas ideias poderiam, por fim, ir além da mera recreação. Existem muitas situações na vida real nas quais é importante dividirmos os recursos de uma maneira que pareça justa para todos os participantes. Alguns exemplos são as negociações sobre territórios e os interesses comerciais. Em princípio, o tipo de método que resolve o problema da divisão do bolo pode ser aplicado a essas situações. De fato, quando a Alemanha foi dividida entre os Aliados (Estados Unidos, Reino Unido e França) e a Rússia por motivos administrativos, a primeira tentativa gerou um resto (Berlim), que precisou então ser dividido numa etapa separada — portanto, os negociadores aplicaram métodos semelhantes intuitivamente. Uma situação bastante parecida está causando problemas nas relações entre Israel e Palestina, onde Jerusalém é o principal “resto”, e a Cisjordânia é outra fonte de discussões. Poderíamos utilizar a matemática da divisão justa para auxiliar nas negociações? Seria interessante imaginarmos como seria vivermos num mundo racional a ponto de permitir essa abordagem, mas a política raramente funciona assim. Especialmente porque os valores que as pessoas atribuem às coisas tendem a mudar depois que elas conseguem esboçar os primeiros acordos, e, nesse caso, os métodos que acabamos de discutir não funcionam.




  Ainda assim, valeria a pena dar uma chance aos métodos racionais.




   




  

    CORREIO




    Recebi muita correspondência sobre os algoritmos para a divisão de um bolo, e as cartas variavam de simplificações dos métodos aqui discutidos a consideráveis trabalhos de pesquisa originais. Alguns leitores tentaram dispersar a minha vaga inquietação sobre os algoritmos de “faca móvel”. A minha preocupação era com o elemento do tempo de reação dos participantes. A sugestão para evitarmos esse problema — um pouco refinada após algumas idas e vindas da correspondência — foi a de que, em vez de utilizarem a faca em movimento, os participantes deveriam fazer marcas no bolo (ou num modelo em escala). Em primeiro lugar, escolhemos uma direção (digamos, norte-sul) e pedimos aos n participantes que façam marcas no bolo, um de cada vez, traçando uma linha norte-sul no ponto mais a oeste em que estariam dispostos a aceitar o pedaço de bolo a oeste da marca. (Isto é, no local em que estimam que o valor do pedaço à esquerda é igual a 1/n.) Quem fizer a marca mais a oeste fica com esse pedaço e sai do jogo. E o processo continua, utilizando a mesma regra geral. A ordem dos cortes na direção oeste-leste substitui o momento da interrupção da faca, e a mesma ideia pode ser usada para todos os métodos de faca móvel.




    Aparentemente, as minhas reservas quanto aos algoritmos de faca móvel não se justificavam. Mas, logo depois, Steven Brams, da Universidade de Nova York, um especialista nessas questões, escreveu para observar que minhas preocupações originais não deveriam ser desconsideradas tão facilmente. Brams, Alan D. Taylor e William S. Zwicker analisaram esquemas de faca móvel em dois artigos citados nas “Sugestões de leitura”. O segundo desses artigos expõe um procedimento de faca móvel que permite alocar pedaços entre quatro participantes sem que nenhum deles sinta inveja dos demais, e que requer no máximo 11 cortes.




    No entanto, não se conhece nenhum procedimento particular com um número determinado máximo de cortes (por maior que seja) para uma divisão entre quatro pessoas, e é provável que tais esquemas não existam. Sabe-se com certeza que o esquema proposto pelos autores não pode ser transformado num procedimento particular pelo uso de “marcas” no bolo. Portanto, a redução dos esquemas de faca móvel ao uso de “marcas” funciona em alguns casos — mas não em todos.
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  Revogando a lei das médias




  Segundo uma crença popular que poderíamos chamar de “lei das médias”, os eventos aleatórios deveriam se igualar a longo prazo. Portanto, será que deveríamos apostar nos números da loteria que não foram sorteados com tanta frequência quanto os demais? A teoria da probabilidade responde com um sonoro “não”. Ainda assim, num certo sentido, os eventos aleatórios realmente se igualam a longo prazo. Só que isso não vai nos ajudar a ganhar na loteria.
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  Suponha que eu fique jogando repetidamente uma moeda não viciada — na qual as chances de que saia “cara” ou “coroa” sejam iguais, com uma probabilidade de 1/2 para cada face — e mantenha uma contagem de quantas vezes surgiu cada resultado. Como devo esperar que esses números se comportem? Por exemplo, se em algum momento as caras estiverem bem na frente das coroas — digamos que eu tenha lançado 100 caras a mais que coroas —, existe alguma tendência para que as coroas “alcancem” as caras em lançamentos futuros?




  As pessoas frequentemente acreditam na existência de uma espécie de “lei das médias”, baseadas na sensação intuitiva de que os lançamentos de uma moeda não viciada deveriam se igualar no final. Algumas pessoas chegam a acreditar que a probabilidade de que saiam coroas aumenta numa circunstância como essa — em outras palavras, a “chance” de que saiam coroas aumenta. Outras afirmam que as moedas não têm memória — portanto, as probabilidades de que saiam caras ou coroas se mantêm sempre iguais a 1/2 — e deduzem que não existe qualquer tendência para que os números se igualem.




  Qual das duas visões está correta?




  As mesmas questões surgem em muitas circunstâncias diferentes. Os jornais publicam tabelas que mostram com que frequência foram sorteados certos números nas loterias. Essas tabelas deveriam influenciar as nossas escolhas? Se grandes terremotos acontecem numa região em média a cada 50 anos, e não ocorreu nenhum nos últimos 60, será que ele “passou do prazo”? Se desastres de avião ocorrem em média a cada quatro meses, e já se passaram três meses sem que nenhum aconteça, deveríamos esperar um desastre em breve?




  Em todos esses casos, a resposta é “não” — embora eu aceite discutir o caso dos terremotos, pois a ausência de um grande tremor muitas vezes pode significar que tem havido um grande acúmulo de pressão ao longo de uma falha geológica. Os processos aleatórios envolvidos — ou, mais precisamente, os modelos matemáticos desses processos — não possuem “memória”.




  Isso, no entanto, não encerra a questão. Tudo depende do que você quer dizer com “alcançar”. Uma longa sequência de caras não afeta a probabilidade de que saia uma coroa a seguir, mas, ainda assim, num certo sentido, os lançamentos da moeda tendem a se igualar a longo prazo. Após uma sequência de, digamos, 100 caras a mais que coroas, a probabilidade de que em algum momento os números se igualem novamente é de 1. Normalmente, uma probabilidade de 1 significa “certeza”, e uma probabilidade de 0 significa “impossibilidade”; mas nesse caso estamos trabalhando com uma lista potencialmente infinita de lançamentos, portanto os matemáticos preferem dizer que um evento é “quase certo” ou “quase impossível”. Mas, por motivos práticos, você pode esquecer o “quase”.




  A mesma afirmação se aplica a qualquer outro desequilíbrio inicial. Mesmo que as caras estejam ganhando por um quatrilhão de lançamentos, temos “quase certeza” de que as coroas as alcançarão se continuarmos a lançar a moeda por um número suficiente de vezes. Se você teme que isso talvez entre em conflito com a ideia de que as moedas “não têm memória”, devo me apressar em dizer que, num certo sentido, também podemos dizer que as faces da moeda não têm uma tendência a se igualar a longo prazo! Por exemplo, após uma sequência de 100 caras a mais que coroas, a probabilidade de que o número cumulativo de caras, em algum momento, esteja um milhão de lançamentos à frente do de coroas também é igual a 1.




  Para que possamos ver o quanto essas questões são contraintuitivas, suponha que em vez de jogar uma moeda eu jogue um dado. Conte quantas vezes aparece cada face, de 1 a 6. Presuma que todas as faces têm a mesma probabilidade de aparecer, igual a 1/6. No início, os números cumulativos de ocorrências de cada face são idênticos — todos iguais a zero. Após algumas jogadas, esses números tipicamente começam a diferir. De fato, são necessários ao menos seis lançamentos até que exista alguma chance de se igualarem, com uma ocorrência de cada face. Qual é a probabilidade de que, por mais vezes que eu jogue o dado, os seis números se igualem novamente em algum momento? Ao contrário das caras e coroas de uma moeda, essa probabilidade não é igual a 1. Na verdade, é menor que 0,35; para conhecer o valor exato, veja a seção de “Correspondência” no final do capítulo. Utilizando alguns teoremas básicos da probabilidade, posso provar facilmente que essa chance não é igual a 1.




  Por que o dado não se comporta como a moeda? Antes de responder a essa pergunta, temos de observar melhor os lançamentos da moeda. Um único lançamento de uma moeda é chamado de um “ensaio”, e estamos interessados em toda uma série de ensaios, que poderá se estender para sempre. Eu joguei uma moeda 20 vezes, obtendo o resultado CCCCKCKKKKKKCCCKCCCK (C = Coroa, K = Cara). Temos aqui 11 Cs e 9 Ks. Isso parece razoável?
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